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У статтi вводиться поняття тензорного добутку та симетричного тензорного добутку
n метричних просторiв, а також процес лiнеаризацiї дробово-лiнiйних вiдображень

Вступ

Нехай X− метричний простiр, зафiксуємо у ньому деяку точку θx. Розглянемо на
цьому просторi функцiю α(x), таку, що для довiльних елементiв x1, x2 ∈ X виконується
нерiвнiсть:

|α(x1)− α(x2)| ≤ ρ(x1, x2) ≤ α(x1) + α(x2).

Функцiя α(x) називається нормою i метричний простiр X буде нормованим, якщо нор-
му ввести наступним чином: α(x) = ρ(x, θx). Такий метричний простiр називається
простором з вiдмiченою точкою. Розглянемо лiпшицевi вiдображення, якi дiють з X.
Вiдображення f : X → Y називається лiпшицевим, якщо iснує стала Lf така, що для
довiльних елементiв x1, x2 ∈ X справедлива нерiвнiсть ρY (f(x1), f(x2)) ≤ LfρX(x1, x2),
де найменша з можливих сталих Lf називається сталою Лiпшица. Простiр усiх лiпшице-
вих функцiй з метричного простору X з вiдмiченою точкою θx позначається Lip 0(X, Y ).
Лiпшицевi вдображення дослiджувались Н. Вiвером [10], I. Бенiамiнi, Ж. Лiнденштра-
уса [7]. У роботi В. Пестова [6] доведено, що для довiльного метричного простору X з
вiдмiченою точкою θx iснує єдиний (з точнiстю до iзометричного iзоморфiзму) банахiв
простiр B(X) такий, що метричний простiр X вкладається у банахiв простiр B(X) i
кожне вiдображення f(x) ∈ Lip 0(X,E) може бути продовжене до лiнiйного оператора
f̃(x) : B(X) → E для довiльного нормованого простору E, причому ‖f‖ = Lf . Позна-
чимо через spanX лiнiйну оболонку простору X, а елементи з лiнiйної оболонки через

x. У статтi [6] доведено, що елементи вигляду
n∑
k=1

λkxk є щiльними у просторi B(X).
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Простiр B(X) називається вiльним банаховим простором. Вiдображення ν : X → B(X)
та простiр B(X) задають лiнеаризацiю нелiнiйних функцiй з класу Lip 0(X,E). Лiнеа-
ризацiю лiпшицевих функцiй дослiджували Д. Райков [2], Р. Аренс та Ж. Iлс [3], Ж.
Флуд [9], Ж. Годефруа, Н. Калтон [4].

Бiльш загальним класом нелiнiйних функцiї є аналiтичнi вiдображення. Простiр всiх
аналiтичних вiдображень на вiдкритiй множинi Ω зi значеннями у банаховому просторi
Y будемо позначимо черезH(Ω, Y ). Аналiтичнi функцiї також допускають лiнеаризацiю
i тим додатковим простором буде тензорний добуток.

1 Тензорнi добутки метричних просторiв

Нехай X, Y – метричнi простори. Побудуємо множину

ΩX = {x− x′ |x, x′ ∈ X, x 6= x′} ∪ θx ⊂ B(X),

аналогiчно можна побудувати множину ΩY . Розглянемо лiнiйний простiр Σ формальних
сум

∑
i

λi(xi, yi), де (xi, yi) ∈ ΩX × ΩY . Очевидно, що множина елементiв

Σ0 =
n∑
k=1

γk(xk, θy) +
n∑
j=1

µj(θx, yj)

є лiнiйним пiдпростором Σ.
Розглянемо фактор-простiр Σ̃ = Σ/Σ0. Позначимо клас еквiвалентностi елемента

(x, y) через x�y. Тензорним добутком метричних просторiвX, Y називатимемо множину
X � Y = {x � y |x ∈ ΩX , y ∈ ΩY }. Для кожного елемента ω ∈ Σ̃ визначимо норму

‖ω‖ := inf
∑
k

|λk|‖uk − u′k‖‖vk − v′k‖, (1)

де iнфiмум береться по всiх зображеннях елемента ω у такому виглядi:

ω =
∑
k

λk(uk − u′k) � (vk − v′k) (2)

де uk, u′k ∈ X, vk, v′k ∈ Y . У статтi [1] доведено наступну теорему:

Твердження 1.1. Поповнення простору Σ̃ вiдносно норми (1) iзометрично iзоморфне
проективному тензорному добутку B(X)

⊗̂
πB(Y ) банахових просторiв B(X) та B(Y ).

З цiєї теореми, зокрема, випливає, щоX�Y вкладається в B(X)⊗̂πB(Y ). Проективна
тензорна норма простору B(X)⊗̂πB(Y ) iндукує метрику на X � Y, яка має вигляд

ρ((x1 − x′1) � (y1 − y′1), (x2 − x′2) � (y2 − y′2)) =

‖(x1 − x′1) � (y1 − y′1)− (x2 − x′2) � (y2 − y′2)‖ =

‖(x1 − x′1)⊗ (y1 − y′1)− (x2 − x′2)⊗ (y2 − y′2)‖π (3)

Таким чином X � Y є метричним простором з вiдмiченою точкою θX � θY .
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Нехай Z− метричний простiр з вiдмiченою точкою θz. Побудуємо тензорний добуток
(X � Y ) � Z, де Z є метричними простором з вiдмiченою точкою θz. Простiр

Σ =
∑
i

λi(xi � yi, zi),

де (xi � yi, zi) ∈ ΩX�Y × ΩZ , де

ΩZ = {z − z′|z, z′ ∈ Z, z 6= z′} ∪ θz,

а множина ΩX�Y матиме такий вигляд:

ΩX�Y = {x � y − x′ � y′ |x � y, x′ � y′ ∈ X � Y } ∪ θx � θy ⊂ B(X � Y ),

де x � y та x′ � y′ не належать до одного класу еквiвалентностi.
Покладемо у вiдповiднiсть елементу з простору (X � Y ) × Z елемент з простору

X × Y × Z за таким правилом:

(xi � yi, zi) = ((xi, yi) + (θx, yi) + (xi, θy), zi) = (xi, yi, zi) + (θx, yi, zi) + (xi, θy, zi). (4)

Тодi Σ =
∑
i

λi((xi, yi, zi)+(xi, θy, zi)+(θx, yi, zi)). Пiдпростiр Σ0 у цьому випадку матиме

такий вигляд:
Σ0 =

∑
k

αk(xk � yk, θz) +
∑
j

βj(θx � θy, zj).

Враховуючи (4), отримаємо, що

Σ0 =
∑
k

αk((xk, yk) + (xk, θy) + (θx, yk), θz)) +
∑
j

βj(θx, θy, zj) =

∑
k

αk((xk, yk, θz) + (xk, θy, θz) + (θx, yk, θz)) +
∑
j

βj(θx, θy, zj)

Розглянемо фактор-простiр Σ̃ = Σ/Σ0, тензорним добутком (X � Y ) � Z метричного
простору X � Y та метричного простору Z назвемо множину класiв еквiвалентностi
(x � y) � z, тобто

(X � Y ) � Z = {(x � y) � z|x � y ∈ ΩX�Y , z ∈ Z}.

Аналогiчно можна побудувати тензорний добуток

X � (Y � Z) = {x � (y � z)|x ∈ X, y � z ∈ ΩY �Z}.

Твердження 1.2. Простори (X � Y ) � Z та X � (Y � Z) є iзометрично iзоморфними.

Доведення. Побудуємо вiдображення I : (x � y) � z 7→ x � (y � z), яке кожному класу
(x � y) � z ставить вiдповiднiсть клас x � (y � z). Очевидно, що I є взаємнооднозначним
вiдображенням з простору (X �Y )�Z у простiр X �(Y �Z). Запишемо метрику простору
(X � Y ) � Z:

ρ((x1 � y1) � z1, (x2 � y2) � z2) = ‖(x1 � y1) � z1 − (x2 � y2) � z2‖ =
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‖(x1 ⊗ y1)⊗ z1 − (x2 ⊗ y2)⊗ z2‖π = ‖x1 ⊗ y1 ⊗ z1 − x2 ⊗ y2 ⊗ z2‖π.

Метрика простору X � (Y � Z) матиме такий вигляд:

ρ(x1 � (y1 � z1), x2 � (y2 � z2)) = ‖x1 � (y1 � z1)− x2 � (y2 � z2)‖ =

‖x1 ⊗ (y1 ⊗ z1)− x2 ⊗ (y2 ⊗ z2)‖π = ‖x1 ⊗ y1 ⊗ z1 − x2 ⊗ y2 ⊗ z2‖π.

Отже, I є бiєктивним вiдображенням, тому простори (X � Y ) � Z та X � (Y � Z) є
iзометрично iзоморфними.

Таким чином, ми можемо побудувати тензорний добуток трьох метричних просторiв
двома способами i цi множини спiвпадть, з точнiстю до iзометричного iзоморфiзму.
Позначимо його X � Y �Z. Зауважимо, що тензорний добуток X � Y �Z вкладається у
простiр B(X)⊗̂πB(Y )⊗̂πB(Z) i проективна тензорна норма iндукує метрику наX�Y �Z.

Тензорний добуток трьох метричних просторiв також буде метричним простором з
вiдмiченою точкою θx � θy � θz.

Аналогiчно, з точнiстю до iзометричного iзоморфiзму, можна будувати тензорний
добуток чотирьох, п’яти, шести,..., n−1 метричного простору i зокрема n-тий тензорний
добуток метричних просторiв можна ввести як тензорний добуток простору Xn та n−1
тензорного степеня метричних просторiв Xi, де i = 1, 2, ..., n− 1, тобто

X1 �X2 � · · · �Xn−1 �Xn = (X1 �X2 � · · · �Xn−1) �Xn

або
X1 �X2 � · · · �Xn−1 �Xn = X1 � (X2 � · · · �Xn−1 �Xn).

Тензорний добуток n метричних просторiв вкладається у ⊗nπB(Xi), де i = 1, 2, ..., n i
проективна тензорна норма iндукує метрику на X1 �X2 � · · ·�Xn−1 �Xn, тому тензорний
добуток n метричних просторiв також буде метричним простором з вiдмiченою точкою
θx1 � θx1 � · · · � θxn .

Для метричного простору X можна ввести поняття симетричного тензорного добу-
тку. Симетричним тензорним добутком назвемо таку множину

X �s X = {x1 �s x2|x1, x2 ∈ ΩX}

де
x1 �s x2 =

x1 � x2 + x2 � x1

2
.

Зауважимо, що X �s X ⊂ X �X. Аналогiчно можна будувати n-тий симетричний тен-
зорний степiнь �nsX метричного простору X.

Нехай X, Y− метричнi простори, позначимо через P(nX, Y ) множину вiдображень з
X в Y таких, що для довiльного вiдображення F ∈ P(nX, Y ) iснує n-однорiдний полiном
PF ∈ P(nB(X), B(Y )), для якого PF (x) = F (x) для довiльного x ∈ X.

Твердження 1.3. Для кожного F ∈ P iснує лiпшицеве вiдображення ΦF (�nsX, Y ) таке,
що

ΦF (x � x � · · · � x) = F (x)

i LΦF
= ‖P‖.
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Доведення. Нехай PF− n-однорiдний полiном з B(X) в B(Y ), яки вiдповiдає вiдобра-
женню F . Цьому полiному вiдповiдає лiнiйний оператор

P̃F :
⊗̂n

s,π
B(X)→ B(Y ),

таки, що P̃F (x⊗n) = PF (x).
Оскiльки

⊗̂n

s,πB(X) = B(�ns,πX), то лiнiйному оператору P̃F вiдповiдає лiпшице-
ве вiдображення Φ̃F : �ns,πX → B(Y ) таке, що Φ̃F (x�n) = PF (x) = F (x). Оскiльки
образ F (x) мiститься в Y , то F (X) ⊂ νY (Y ), де νY : y 7→ y− iзометричне вкла-
дення. Покладемо ΦF = ν−1

Y ◦ Φ̃F . Це i буде шуканим вiдображенням. Крiм того,
LΦF

= LΦ̃F
= ‖PF‖ = ‖P‖.

Очевидно, що при цьомуB(�nsX) = ⊗̂ns,πB(X)− поповнення симетричного тензорного
степеня простору B(X) у проективнiй топологiї. Тому B′(�nsX) = (nB(X))− простiр всiх
n-однорiдних симетричних полiномiв на B(X). Будемо позначати x � x � · · · � x︸ ︷︷ ︸

n

через

x�n. Вiдомо [8], що на ⊗̂ns,πB(X) iснує норма, яка еквiвалентна до норми iндукованої з
⊗̂nπB(X) i така, що для кожного u ∈ B(X)

‖u⊗n‖ = sup{|P (u)|P ∈ P(nB(X)), ‖P‖ ≤ 1}.

Звуження цiєї норми на �nsX породжує метрику, яка буде лiпшицево еквiвалентною до
метрики, iндукованої з �nsX. + Озн. Лiпшицево еквiвалентних норм

2 Лiнеаризацiя аналiтичних функцiй

Нехай ξ(z) деяка аналiтична функцiя однiєї комплексної змiнної в околi нуля ра-

дiуса ρ0, причому ξ(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, ρ0(ξ) = 1/ lim sup |cn|1/n. Нехай X− комплексний ба-

нахiв простiр, ⊗nγ,sX− n-тий симетричний тензорний степiнь простору X, поповнений

вiдносно деякої тензорної норми γ. Позначимо через Fξ(x) формальний ряд
∞∑
n=0

cnx
⊗n.

Нехай Fα,γ− простiр
∞⊕
n=0

(
⊗n

γ,sX)α скiнченних прямих сум
∞⊕
n=0

⊗n
γ,sX поповнений вiд-

носно деякої норми α. Нагадаємо означення радiуса рiвномiрної збiжностi та радiуса
обмеженостi аналiтичної функцiї [8]. Нехай f ∈ H(Ω, Y ), де Ω вiдкрита пiдмножина в
X i x ∈ Ω. Радiус рiвномiрної збiжностi %x(f) функцiї f в точцi x визначається як су-
премум тих λ, λ ∈ P , що x+λB ⊂ Ω i ряд Тейлора функцiї f в околi точки x збiгається
до f рiвномiрно на множинi x + λB, де B — одинична куля в X. Радiус обмеженостi
f в точцi x визначається як супремум тих λ, λ ∈ P , що f є обмеженою функцiєю на
множинi x+ λB.

Твердження 2.1. Fξ є аналiтичним вiдображенням з вiдкритої кулi Bρ0(ξ) в X з цен-
тром в нулi радiуса ρ0(ξ) в Fα,γ i Fξ є обмеженим на кулi будь-якого меншого радiусу з
центром в нулi.
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Доведення. Розглянемо n-ту однорiдну компоненту вiдображення Fξ:

Fξ,n = cnx
⊗n.

Тому радiус рiвномiрної збiжностi (який дорiвнює радiусу обмеженостi) функцiї Fξ мо-
жна знайти як

ρ0(ξ) = 1/ lim sup ‖Fξn‖1/n = 1/ lim sup |cn|1/n.

Зауважимо, що для кожного лiнiйного неперервного функцiоналу ϕ ∈ F ′α,γ ком-
позицiя ϕ ◦ Fξ буде аналiтичною функцiєю обмеженого типу в кулi Bρ0(ξ). Позначимо
Φξ = {ϕ ◦ Fξ : ϕ ∈ F ′α,γ}. Тодi, при фiксованих ξ, α, γ пара Fξ,Fα,γ задає лiнеаризацiю
функцiй з класу Φξ на Bρ0(ξ). Аналогiчно, якщо A− лiнiйний оператор з Fα,γ в деякий
нормований простiр Y, то A ◦ Fξ буде аналiтичним вiдображенням з Bρ0(ξ) в Y.

Нехай ξ(z) = az+b
−cz+d = az+b

d(1− c
d
z)

= az+b
d

∞∑
n=0

cn

dn
zn− дробово-лiнiйне вiдображення з C в C,

визначене в кулi з центром в нулi радiуса d/c. Тодi Fξ(x) = ax+b
d

∞∑
n=0

cn

dn
x⊗n.

Нехай ϕ ∈ F ′α,γ, тодi ϕ ◦Fξ(x) = p+ aϕ(x)+b
d

∞∑
n=1

cn

dn
ϕn(x), де ϕn− n-однорiдний полiном

– звуження ϕ на
⊗n

γ,sX.

У випадку, коли ϕn(x) =
p∑

k=1

gnk (x), ϕ0(1) = p, де g ∈ X ′, отримаємо, що

ϕ ◦ Fξ(x) =
ag(x) + b

d

∞∑
n=0

cn

dn

p∑
k=1

gnk (x) =

= (1 +
ag1(x) + b

d

∞∑
n=1

cn

dn
gn1 (x)) + (1 +

ag2(x) + b

d

∞∑
n=1

cn

dn
gn2 (x)) + · · ·+

+(1 +
agp(x) + b

d

∞∑
n=1

cn

dn
gnp (x)) =

=
ag1(x) + b

d(1− c
d
g1(x))

+
ag2(x) + b

d(1− c
d
g2(x))

+ · · ·+ agp(x) + b

d(1− c
d
gp(x))

=

=

p∑
k=1

agk(x) + b

−cgk(x) + d

причому ‖g‖ ≤ d/c.

Приклад 2.1. Розглянемо випадок ξ = 1/(1 − z) =
∞∑
n=0

zn. Нехай ϕn = fn + gn, де

f, g ∈ X ′, X = C2, тобто x = (x1, x2) = x2e2 + x2e2. Тодi x⊗n = (x2e2 + x2e2)⊗n =
n∑
k=0

cknx
k
1x

n−k
2 e⊗n1 e⊗n−k2 , ‖f‖ ≤ 1, ‖g‖ ≤ 1 i ϕ0(1) = 2. Тодi

ϕ ◦ Fξ =
∞∑
n=0

ϕn(x) = 2 +
∞∑
n=1

fn(x) +
∞∑
n=1

gn(x) = 1/(1− f(x)) + 1/(1− g(x)).
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В загальному випадку клас функцiй ϕ ◦ Fξ може бути дуже широким. Наприклад
X = C, ξ = 1/(1− z), α − `2-норма, γ− стандартна метрика в C тодi кожна аналiтична
функцiя в одиничному крузi D ⊂ C, яка належить класу Хардi H2(D) має вигляд
ϕ◦Fξ. Справдi, в цьому випадку простiр Fα,γ iзометрично iзоморфний до H2(D). Кожен
лiнiйний функцiонал ϕ на H2(D) визначається деякою функцiєю f ∈ H2(D) такою, що

ϕ(g) =

∫
S

g(z)f(z)dz.

Зокрема, ϕ ◦ Fξ(z) =
∫
S
f(z)/(1− z)dz = f(z)− за формулою Кошi.

Виберемо простiр X, тензорну норму γ та норму α так, щоб

Fα,γ ⊗γ,s Fα,γ ⊂ Fα,γ. (5)

Для цього достатньо щоб простiр X був iзоморфний до ⊗nγ,sX для довiльного n i до
Fα,γ. У [5] доведено, що якщо X− банахiв простiр з безумовним базисом, то вказанi умо-
ви виконуються для деяких α i γ. Зокрема, якщо X = `1, то включення (5) виконується,
якщо γ− проективна тензорна норма i α−`1-норма на Fα,γ, тобто ‖

∑
ωn‖α = ‖

∑
ωn‖γ,

де ωn ∈ ⊗nγ,sX. Якщо X = c0, то γ буде iн’єктивною тензорною нормою, а α−c0-норма
на Fα,γ. У випадку, коли X = `2 замiсть γ можна вибрати гiльбертову тензорну норму, а
α−`2-норма на Fα,γ. Припустимо, що ξ1, ξ2− функцiї комплексного аргументу, аналiти-
чнi в куляхBr1 iBr2 вiдповiдно. Нехай r > 0 таке число, що ∀z ∈ BR2 i |z| < r, ξ2(z) ∈ Br2 ,
тодi Fξ1 ◦ Fξ2 є аналiтичним вiдображенням з Br ⊂ X в Fα,γ. Оскiльки, ξ 7→ Fξ є гомо-
морфiзмом алгебр, то Fξ1 ◦ Fξ2 = Fξ1◦ξ2 .
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