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Çàãàëüíi çàóâàæåííÿ

Ñàìîñòiéíà ðîáîòà íàä íàâ÷àëüíèì ìàòåðiàëîì ¹ îñíîâíîþ ôîðìîþ íàâ÷àííÿ ñòóäåíòà-çàî÷íèêà.
Ñòóäåíòó ïåðø çà âñå íåîáõiäíî çàñâî¨òè âiäïîâiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë çà ïiäðó÷íèêàìè çãiäíî
ç òåîðåòè÷íèìè ïèòàííÿìè, ïðèâåäåíèìè íà ïî÷àòêó êîæíî¨ êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè. Ïîòiì îòðèìàòè
íàâè÷êè â ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷. Ç ìåòîþ ïîëåãøåííÿ öüîãî ïðîöåñó â ìåòîäè÷öi íàâåäåíî çðàçêè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷. À âæå ïiñëÿ öüîãî ìîæíà áðàòèñÿ çà âèêîíàííÿ êîòðîëüíî¨ ðîáîòè.

Ñòóäåíò âèêîíó¹ çàâäàííÿ êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè ñâîãî âàðiàíòó, íîìåð ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç äâîìà
îñòàííiìè öèôðàìè íîìåðà çàëiêîâî¨ êíèæêè. Ïðè âèêîíàííi òà îôîðìëåííi êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè
ïîòðiáíî ñòðîãî äîòðèìóâàòèñü âêàçàíèõ íèæ÷å ïðàâèë.

1. Êîæíà ðîáîòà âèêîíó¹òüñÿ â îêðåìîìó çîøèòi.

2. Hà îáêëàäèíöi çîøèòà ïîâèííi áóòè ÷iòêî íàïèñàíi: ïðiçâèùå (â íàçèâíîìó âiäìiíêó), éîãî
iíiöiàëè, àêàäåìi÷íà ãðóïà, íàâ÷àëüíèé íîìåð (íîìåð çàëiêîâî¨ êíèæêè), íàçâà äèñöèïëiíè,
íîìåð êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè.

3. Â ðîáîòó ïîâèííi áóòè âêëþ÷åíi âñi çàäà÷i âiäïîâiäíîãî âàðiàíòó.

4. Ïåðåä ðîçâ'ÿçêîì êîæíî¨ çàäà÷i ïîòðiáíî ïîâíiñòþ ïåðåïèñàòè óìîâó. 1

5. Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ïîòðiáíî ðîçìiùóâàòè â ïîðÿäêó ¨õ íîìåðiâ, çáåðiãàþ÷è íóìåðàöiþ çàâäàíü,
âêàçàíó â ìåòîäè÷íèõ âêàçiâêàõ.

6. Ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ïîâèííi ìiñòèòè äåòàëüíi ïîÿñíåííÿ i ìîòèâàöi¨ âñiõ äié â õîäi ðîçâ'ÿçêó.

Ðîáîòà, âèêîíàíà áåç äîòðèìàííÿ öèõ ïðàâèë, íå äîïóñêà¹òüñÿ äî çàõèñòó i ïîâåðòà¹òüñÿ ñòó-
äåíòîâi äëÿ ïåðåðîáêè.

Hîìåð êîæíîãî çàâäàííÿ ìà¹ âèãëÿä �çàäà÷i.�ïóíêòó â öié çàäà÷i. Â íàâåäåíié íèæ÷å òàáëèöi
âèïèñàíi íîìåðè ïóíêòiâ â çàäà÷àõ äëÿ êîæíîãî âàðiàíòó. Â êîæíié êîíòðîëüíié ðîáîòi ñëiä âè-
êîíàòè âñi çàäà÷i, âèáðàâøè âiäïîâiäíi âàðiàíòó ïóíêòè. Â äåÿêèõ òåìàõ çàäà÷ ìîæå áóòè ìåíøå,
íiæ íàâåäåíî â òàáëèöi.

1Â áàãàòüîõ çàäà÷àõ îñíîâíà ÷àñòèíà óìîâè ¹ ñïiëüíîþ äëÿ âñiõ âàðiàíòiâ
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Ðîçïîäië ïóíêòiâ â çàäà÷àõ çà âàðiàíòàìè

� Hîìåðè çàäà÷
âàðiàíòó 1 2 3 4 5 6

Hîìåðè ïóíêòiâ
00 1 1 1 1 1 1
01 2 2 2 2 2 2
02 3 3 3 3 3 3
03 4 4 4 4 4 4
04 5 5 5 5 5 5
05 6 6 6 6 6 6
06 7 7 7 7 7 7
07 8 8 8 8 8 8
08 9 9 9 9 9 9
09 10 10 10 10 10 10
10 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12
12 13 13 13 13 13 13
13 14 14 14 14 14 14
14 15 15 15 15 15 15
15 16 16 16 16 16 16
16 17 17 17 17 17 17
17 18 18 18 18 18 18
18 19 19 19 19 19 19
19 20 20 20 20 20 20
20 21 21 21 21 21 21
21 22 22 22 22 22 22
22 23 23 23 23 23 23
23 24 24 24 24 24 24
24 25 25 25 25 25 25
25 26 26 26 26 26 26
26 27 27 27 27 27 27
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27 28 28 28 28 28 28
28 29 29 29 29 29 29
29 30 30 30 30 30 30
30 1 2 3 4 5 6
31 2 3 4 5 6 7
32 3 4 5 6 7 8
33 4 5 6 7 8 9
34 5 6 7 8 9 10
35 6 7 8 9 10 11
36 7 8 9 10 11 12
37 8 9 10 11 12 13
38 9 10 11 12 13 14
39 10 11 12 13 14 15
40 11 12 13 14 15 16
41 12 13 14 15 16 17
42 13 14 15 16 17 18
43 14 15 16 17 18 19
44 15 16 17 18 19 20
45 16 17 18 19 20 21
46 17 18 19 20 21 22
47 18 19 20 21 22 23
48 19 20 21 22 23 24
49 20 21 22 23 24 25
50 21 22 23 24 25 26
51 22 23 24 25 26 27
52 23 24 25 26 27 28
53 24 25 26 27 28 29
54 25 26 27 28 29 30
55 26 27 28 29 30 1
56 27 28 29 30 1 2
57 28 29 30 1 2 3
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58 29 30 1 2 3 4
59 30 1 2 3 4 5
60 1 3 5 7 9 11
61 2 4 6 8 10 12
62 3 5 7 9 11 13
63 4 6 8 10 12 14
64 5 7 9 11 13 15
65 6 8 10 12 14 16
66 7 9 11 13 15 17
67 8 10 12 14 16 18
68 9 11 13 15 17 19
69 10 12 14 16 18 20
70 11 13 15 17 19 21
71 12 14 16 18 20 22
72 13 15 17 19 21 23
73 14 16 18 20 22 24
74 15 17 19 21 23 25
75 16 18 20 22 24 26
76 17 19 21 23 25 27
77 18 20 22 24 26 28
78 19 21 23 25 27 29
79 20 22 24 26 28 30
80 21 23 25 27 29 1
81 22 24 26 28 30 2
82 23 25 27 29 1 3
83 24 26 28 30 2 4
84 25 27 29 1 3 5
85 26 28 30 2 4 6
86 27 29 1 3 5 7
87 28 30 2 4 6 8
88 29 1 3 5 7 9

89 30 2 4 6 8 10
90 1 4 7 10 13 16
91 2 5 8 11 14 17
92 3 6 9 12 15 19
93 4 7 10 13 16 19
94 5 8 11 14 17 20
95 6 9 12 15 18 21
96 7 10 13 16 19 22
97 8 11 14 17 20 23
98 9 12 15 18 21 24
99 10 13 16 19 22 25
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Ðîçäië 1

Åëåìåíòè âåêòîðíî¨ àëãåáðè òà àíàëiòè÷íî¨

ãåîìåòði¨. Ëiíiéíà àëãåáðà.

1.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ.

Âåêòîðè. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü. Ïðÿìîêóòíà
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòîði. Hàïðÿìíi êîñèíóñè òà äîâæèíà âåêòîðà.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ, éîãî âëàñòèâîñòi. Êóò ìiæ âåêòîðàìè, óìîâà îðòîãîíàëüíî-
ñòi äâîõ âåêòîðiâ. Âåêòîðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ, éîãî âëàñòèâîñòi. Óìîâà êîëiíåàðíîñòi äâîõ
âåêòîðiâ. Çìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ âåêòîðiâ, éîãî âëàñòèâîñòi. Óìîâà êîìïëàíàðíîñòi òðüîõ âåêòî-
ðiâ. Ãåîìåòðè÷íi òà ôiçè÷íi çàñòîñóâàííÿ ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî òà çìiøàíîãî äîáóòêiâ âåêòîðiâ.

Ðiâíÿííÿ ëiíi¨ íà ïëîùèíi. Ðiçíi ôîðìè ðiâíÿíü ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi. Êóò ìiæ ïðÿìèìè. Âiäñòàíü
âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨. Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò (ïåðåíåñåííÿ ïî÷àòêó òà ïîâîðîò îñåé).

Êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó: êîëî, åëiïñ, ãiïåðáîëà, ïàðàáîëà. Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè. Ñïiðàëü Àðõi-
ìåäà.

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè òà ïðÿìî¨ â ïðîñòîði, ðiçíi ôîðìè ðiâíÿíü. Êóòè ìiæ ïëîùèíàìè. Êóò ìiæ
ïðÿìèìè. Êóò ìiæ ïðÿìîþ òà ïëîùèíîþ. Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ òà äî ïëîùèíè. Âiäñòàíü
ìiæ äâîìà ïðÿìèìè.

Ïîâåðõíi. Öèëiíäðè÷íi i êîíi÷íi ïîâåðõíi. Ñôåðà. Åëiïñî¨ä. Ãiïåðáîëî¨äè. Ïàðàáîëî¨äè. Ïîâåðõ-
íi îáåðòàííÿ.

Ñôåðè÷íi òà öèëiíäðè÷íi êîîðäèíàòè. Ðiçíi ñïîñîáè çàäàííÿ ëiíié òà ïîâåðõîíü â ïðîñòîði.
Ìàòðèöi òà âèçíà÷íèêè. ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä

ìàòðèöÿìè. Ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ðàíã ìàòðèöi òà éîãî îá÷èñëåííÿ. Âëàñíi
÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöü.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (Êðàìåðà, ìàòðè-
÷íèé, Æîðäàíà-Ãàóññà). Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi.

Ëiíiéíèé ïðîñòið. Åâêëiäîâèé ïðîñòið. Ëiíiéíèé îïåðàòîð. Ìàòðèöÿ îïåðàòîðà. Âëàñíi ÷èñëà
òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi.

1.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïåðåïåíäèêóëÿðiâ, îïóùåíèõ ç ôîêóñiâ åëiïñà 15x2 + 7y2 = 210 íà
àñèìïòîòó ãiïåðáîëè x2 − 4y2 = 36 ç äîäàòíiì êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì. Çðîáèòè ðèñóíîê.

Ðîçâ'ÿçîê.
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1.2. Ïðèêëàäè 9

Ðèñ. 1.1:

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ åëiïñà i ãiïåðáîëè (ðèñ. 1.1) ó âèãëÿäi

x2

14
+
y2

30
= 1,

x2

36
− y2

9
= 1.

Ôîêóñè åëiïñà ðîçòàøîâàíi íà îñi Oy i, îñêiëüêè c2 = 30− −14 = 16, ìàþòü êîîðäèíàòè F1(0;−4),
F2(0; 4).

Äëÿ çàäàíî¨ ãiïåðáîëè ðiâíÿííÿ àñèìïòîò ìàþòü âèãëÿä y = ±1
2
x. Àñèìïòîòîþ ç äîäàòíiì êóòî-

âèì êîåôiöi¹íòîì ¹ ïðÿìà y = 1
2
x. Êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïðÿìèõ, ïåðåïåíäèêóëÿðíèõ äî àñèìïòîòè

y = 1
2
x, äîðiâíþ¹ −2.

Ðiâíÿííÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç ôîêóñà F1(0;−4) íà àñèìïòîòó y = 1
2
x ìà¹ âèãëÿä

y + 4 = −2x àáî 2x+ y + 4 = 0.

Äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç ôîêóñà F2(0; 4) íà àñèìïòîòó y = 1
2
x ìàòèìåìî

y − 4 = −2x àáî 2x+ y − 4 = 0.

Ïðèêëàä 2. Çàäàíi êîîðäèíàòè âåðøèí ïiðàìiäè ABCD: A(−2; 0;−1); B(0; 0; 4); C(1; 3; 2);
D(3; 2; 7). Çíàéòè: 1)äîâæèíó ðåáðà AB; 2) êóò ìiæ ðåáðàìè AB i AD; 3) ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ABC
òà êóò ìiæ íåþ i ðåáðîì AD; 4) ïëîùó ãðàíi ABC; 5) îá'¹ì ïiðàìiäè; 6) ðiâíÿííÿ i äîâæèíó
âèñîòè, îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D íà ãðàíü ABC; 7) ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç âèñîòó
ïiðàìiäè, îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D íà ãðàíü ABC i âåðøèíó A ïiðàìiäè.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî êîîäèíàòè âåêòîðiâ
−→
AB = (2; 0; 5);

−→
AC = (3; 3; 3);

−−→
AD = (5; 2; 8). Òîäi

1)AB =
√

22 + 02 + 52 =
√

29;

2) cos(
−→
AB,
−−→
AD) =

2 · 5 + 0 · 2 + 5 · 8√
22 + 02 + 52 ·

√
32 + 22 + 82

=

=
46√

50 ·
√

93
≈ 0, 9628

i êóò ìiæ ðåáðàìè AB i AD ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ 15◦41′;
3) Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ABC çàïèøåìî ó âèãëÿäi∣∣∣∣∣∣∣

cccx+ 2 y z + 1
2 0 5
3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,



10 Ðîçäië 1. Òåìà �1

àáî, ðîçêðèâøè âèçíà÷íèê 5x− 3y − 2z + 8 = 0.
Çâiäñè çíàõîäèìî êîîðäèíàòè âåêòîðà íîðìàëi ïëîùèíè −→n = (5;−3;−2) òà ñèíóñ êóòà φ ìiæ

ðåáðîì AD i ãðàííþ ABC

sinφ =
|5 · 5 + 2 · (−3) + 8 · (−2)|√
52 + 22 + 82 ·

√
52 + 32 + 22

=
3√

93 ·
√

38
≈ 0, 0505,

φ = 2◦54′

4)Ïëîùà ãðàíi äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ìîäóëÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó

−→
AB ×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

2 0 5
3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣ = −15
−→
i + 9

−→
j + 6

−→
k ; òîáòî

S∆ABC =
1

2

√
152 + 92 + 62 =

1

2

√
342 ≈ 9, 2466(êâ.îä.)

5) Îá'¹ì ïiðàìiäè äîðiâíþ¹ øîñòié ÷àñòèíi ìîäóëÿ çìiøàíîãî äîáóòêó òðüîõ âåêòîðiâ, òîáòî

(
−→
AB ×−→AC) · −−→AD =

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 5
3 3 3
5 2 8

∣∣∣∣∣∣∣ = −9

Vïið =
1

6
· 9 = 1, 5(êóá.îä.)

6) Ðiâíÿííÿ âèñîòè, îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D

x− 3

5
=
y − 2

−3
=
z − 7

−2
.

Äîâæèíà öi¹¨ âèñîòè äîðiâíþ¹ âiäñòàíi âiä òî÷êè D äî ïëîùèíè ABC

|5 · 3 + (−3) · 2 + (−2) · 7 + 8|√
52 + 32 + 22

=
3√
38
≈ 0, 4867.

7) Çíàéäåìî âåêòîð íîðìàëi øóêàíî¨ ïëîùèíè∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

5 −3 −2
5 2 8

∣∣∣∣∣∣∣ = −20
−→
i − 50

−→
j + 25

−→
k ;

Òîäi −4(x+ 2)− 10y + 5(z + 1) = 0 àáî −4x− 10y + 5z − 3 = 0 � ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ ïëîùèíi.
Ïðèêëàä 3. Äîâåñòè ñóìiñíiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü i çíàéòè ðîçâ'ÿçîê â ïóíêòi à) ìåòîäîì

ìàòðè÷íîãî ÷èñëåííÿ, â ïóíêòi á) ìåòîäîì Æîðäàíà-Ãàóññà.

a)


2x1 + 3x2 − x3 = 8;
x1 − x2 + 2x3 = −1;
2x1 + 3x2 + x3 = 6.

á)


x1 − 2x2 + x4 = −3;
3x1 − x2 − 2x3 = 1;

2x1 + x2 − 2x3 − x4 = 4;
x1 + 3x2 − 2x3 − 2x4 = 7;

Ðîçâ'ÿçîê.



1.2. Ïðèêëàäè 11

à) Çàïèøåìî ìàòðèöi A =

 2 3 −1
1 −1 2
2 3 1

, X =

 x1

x2

x3

, B =

 8
−1
6

 . Â ìàòðè÷íié ôîðìi

çàäàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü çàïèøåòüñÿ AX = B. Ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, îñêiëüêè detA = −10 6= 0,
i, îòæå iñíó¹ îáåðíåíà. Ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'çîê X = A−1B.

Çíàéäåìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A

A11 =

∣∣∣∣∣ −1 2
3 1

∣∣∣∣∣ = −7, A12 = −
∣∣∣∣∣ 1 2

2 1

∣∣∣∣∣ = 3,

A13 =

∣∣∣∣∣ 1 −1
2 3

∣∣∣∣∣ = 5, A21 = −
∣∣∣∣∣ 3 −1

3 1

∣∣∣∣∣ = −6,

A22 =

∣∣∣∣∣ 2 −1
2 1

∣∣∣∣∣ = 4, A23 = −
∣∣∣∣∣ 2 3

2 3

∣∣∣∣∣ = 0,

A31 =

∣∣∣∣∣ 3 −1
−1 2

∣∣∣∣∣ = 5, A32 = −
∣∣∣∣∣ 2 −1

1 2

∣∣∣∣∣ = −5,

A33 =

∣∣∣∣∣ 2 3
1 −1

∣∣∣∣∣ = −5.

Òîäi îáåðíåíà ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä

A−1 = − 1

10

 −7 −6 5
3 4 −5
5 0 −5

 ,
i ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

X = − 1

10

 −7 −6 5
3 4 −5
5 0 −5


 8
−1
6

 =

 2
1
−1


á) Ïðîâåäåìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi, îäåðæèìî

Ã =


1 −2 0 1 −3
3 −1 −2 0 1
2 1 −2 −1 4
1 3 −2 −2 7

→


1 −2 0 1 −3
0 5 −2 −3 10
0 5 −2 −3 10
0 5 −2 −3 10

→

→


1 0 −4/5 −1/5 1
0 1 −2/5 −3/5 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Ïåðøi äâà ðÿäêè îñòàííüî¨ ìàòðèöi ¹ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè{

x1 − 4
5
x3 − 1

5
x4 = 1,

x2 − 2
5
x3 − 3

5
x4 = 2,
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ùî åêâiâàëåíòíà çàäàíié ñèñòåìi. Ââàæàþ÷è x1, x2 áàçèñíèìè íåâiäîìèìè, à x3, x4 âiëüíèìè, îäåð-
æèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

X(c1, c2) =


x1

x2

x3

x4

 =


1 + 4

5
c1 + 1

5
c2

2 + 2
5
c1 + 3

5
c2

c1

c2

 .

Ïðèêëàä 4. Ëiíiéíèé îïåðàòîð â äåÿêîìó áàçèñi çàäàíèé ìàòðèöåþ

 2 −1 0
−1 2 0
1 −1 1

. Çíàéòè
âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Ðîçâ'ÿçîê.
Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 0
−1 2− λ 0
1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)2(λ− 3) = 0,

çâiäêè λ1 = 1, λ2 = 3 � âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà. Çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü âëà-
ñíîìó ÷èñëó λ1 = 1. Ïðè λ = 1 ñèñòåìà (A− λE)X = 0 ïðèéìà¹ âèãëÿä 1 −1 0

−1 1 0
1 −1 0


 x
y
z

 =

 0
0
0

 .
Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ

E1 =

 1
1
0

 , E2 =

 0
0
1

 ,
à çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

Xλ1 = c1

 1
1
0

+ c2

 0
0
1

 ,
äå c1 i c2 íå äîðiâíþþòü íóëþ îäíî÷àñíî.

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê λ2 = 3. Ïðè öüîìó îäåðæèìî

Xλ2 = c3

 1
−1
1

 , c3 6= 0.

1.3 Çàâäàííÿ òåìè 1

Çàäà÷à �1.

1.1. Çàäàíi ðiâíÿííÿ äâîõ ñòîðií òðèêóòíèêà 2x + y− −1 = 0 i 4x − y − 11 = 0 i òî÷êà P (1; 2)
ïåðåòèíó òðåòüî¨ ñòîðîíè ç âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà íå¨. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òðåòüî¨ ñòîðîíè. Çðîáèòè
ðèñóíîê.
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1.2. Çàäàíi ðiâíÿííÿ ñòîðîíè òðèêóòíèêà 5x−3y+ +4 = 0 i ðiâíÿííÿ äâîõ éîãî âèñîò 4x−3y+2 = 0
i 7x+ 2y− −13 = 0. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äâîõ iíøèõ ñòîðií òðèêóòíèêà. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.3. Òî÷êè A(3;−1) i B(4; 0) ¹ âåðøèíàìè òðèêóòíèêà, à òî÷êà D(2; 1) � òî÷êîþ ïåðåòèíó éîãî
ìåäiàí. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ âèñîòè, îïóùåíî¨ ç òðåòüî¨ âåðøèíè. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.4. Çàäàíi ðiâíÿííÿ äâîõ ñòîðií ïàðàëåëîãðàìà x − y− −1 = 0, x − 2y − 1 = 0 i òî÷êà P (2;−2)
ïåðåòèíó éîãî äiàãîíàëåé. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äâîõ iíøèõ ñòîðií ïàðàëåëîãðàìà. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.5. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ñòîðîíè òðèêóòíèêà, ÿêùî âiäîìî, ùî ¨¨ ñåðåäèíîþ ¹ òî÷êà P (−1;−1), à
äâi iíøi ñòîðîíè òðèêóòíèêà çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè 5x − 2y − 5 = 0 i 3x − 2y − 7 = 0. Çðîáèòè
ðèñóíîê.
1.6. Çàäàíi ðiâíÿííÿ äâîõ ñòîðií ðîìáà 5x− 3y + 14 = 0, 5x − 3y − 20 = 0 i éîãî äiàãîíàëü
x− 4y − 4 = 0. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äâîõ iíøèõ ñòîðií ðîìáà. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.7. Hà ïðÿìié 3x+ 4y−5 = 0 çíàéòè òî÷êó, ðiâíîâiääàëåíó âiä òî÷îê A(−3;−2), B(3; 0). Çðîáèòè
ðèñóíîê.
1.8. Çíàéòè òî÷êó, ñèìåòðè÷íó òî÷öi A(5; 2) âiäíîñíî ïðÿìî¨ x+ 3y − 1 = 0. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.9. Çàäàíi äâi ïðîòèëåæíi âåðøèíè ðîìáà A(4; 5) òà C(2;−1) i îäíà ç éîãî ñòîðií x− y + 1 = 0.
Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ iíøèõ ñòîðií ðîìáà. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.10. Çàäàíi ðiâíÿííÿ ãiïîòåíóçè 3x − y + 7 = 0 i êîîðäèíàòè âåðøèíè C(3;−2) ïðÿìîãî êóòà.
Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ êàòåòiâ ðiâíîáåäðåíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.11. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, êîæíà òî÷êà ÿêî¨ ðiâíîâiääàëåíà âiä òî÷êè C(0;−4) i âiä ïðÿìî¨
y + 2 = 0. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.12. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ ñóìà êâàäðàòiâ âiäñòàíåé ¨¨ òî÷îê A(−4; 1) i
B(6; 3) äîðiâíþ¹ 102. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.13. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, âiäñòàíü êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ âiä òî÷êè F (8; 0) â äâà ðàçè áiëüøà, íiæ
âiä ïðÿìî¨ x− 2 = 0. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.14. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ ñóìà êâàäðàòiâ ¨¨ âiäñòàíåé âiä ïî÷àòêó
êîîðäèíàò i âiä òî÷êè A(0;−4) äîðiâíþ¹ 16. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.15. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, êîæíà òî÷êà ÿêî¨ ¹ öåíòðîì êîëà, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî îñi Ox i
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P (3; 4). Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.16. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, êîæíà òî÷êà ÿêî¨ ðiâíîâiääàëåíà âiä òî÷îê A(−4; 3) i B(1;−2).
Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.17. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, âiäñòàíü êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ âiä òî÷êè A(0; 2) â äâà ðàçè ìåíøà, íiæ
âiä òî÷êè B(0; 6). Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.18. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, êîæíà òî÷êà ÿêî¨ ðiâíîâiääàëåíà âiä ïðÿìî¨ x+ 6 = 0 i âiä ïî÷àòêó
êîîðäèíàò. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.19. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, âiäñòàíü êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ âiä òî÷êè F (0; 4) â òðè ðàçè ìåíøà, íiæ
âiä ïðÿìî¨ y − 36 = 0. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.20. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ëiíi¨, âiäñòàíü êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ âiä òî÷êè F (0;−1) â òðè ðàçè áiëüøà,
íiæ âiä ïðÿìî¨ y + 9 = 0. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.21. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè i ¨¨ àñèìïòîò, ÿêùî ãiïåðáîëà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñåé êîîð-
äèíàò, îäèí ç ¨¨ ôîêóñiâ ñïiâïàäà¹ ç öåíòðîì êîëà x2 +y2−20y+19 = 0, à åêñöåíòðèñèòåò äîðiâíþ¹
1.25. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.22. Ôîêóñè ãiïåðáîëè ðîçòàøîâàíi íà îñi Ox ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ãiïåðáîëà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0(5; 3), à ¨¨ óÿâíà ïiââiñü äîðiâíþ¹ 6. Çíàéòè åêñöåíðèñèòåò ãiïåðáîëè i
ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ¨¨ àñèìïòîò. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.23. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè i ¨¨ äèðåêòðèñè, ÿêùî âiäîìî, ùî ïàðàáîëà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ y = 2x ç êîëîì x2 + y2 − 10y = 0, i âiñü Ox ¹ âiññþ ñèìåòði¨ ïàðàáîëè.
Çðîáèòè ðèñóíîê.



14 Ðîçäië 1. Òåìà �1

1.24. Çíàéòè âiäñòàíü âiä òî÷êè ãiïåðáîëè 9x2 − 16y2 = = 144, îðäèíàòà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1.5
√

5, à
àáñöèñà âiä'¹ìíà, äî ôîêóñiâ i àñèìïòîò ãiïåðáîëè. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.25. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ êîëà, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñè åëiïñà x2 + 4y2 = 16 i ìà¹ öåíòð â
âåðøèíi åëiïñà, îðäèíàòà ÿêî¨ âiä'¹ìíà. Çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó öüîãî êîëà ç âiññþ Oy. Çðîáèòè
ðèñóíîê.
1.26. Ôîêóñè åëiïñà, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè
A(
√

3; 3/2) i B(0;
√

3), ðîçòàøîâàíi íà îñi Ox ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Çíàéòè
âiäñòàíü ôîêóñiâ åëiïñà âiä ôîêóñà ïàðàáîëè x2 = 16y. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.27. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åëiïñà, ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíîãî âiäíîñíî îñåé êîîðäèíàò, ÿêùî îäèí
ç éîãî ôîêóñiâ ñïiâïàäà¹ ç ôîêóñîì ïàðàáîëè x2 = −12y, à âiäñòàíi îäíi¹¨ ç éîãî òî÷îê äî éîãî
ôîêóñiâ äîðiâíþþòü 4 i 6. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.28. Òî÷êà P äiëèòü âiäðiçîê ìiæ ôîêóñàìè ãiïåðáîëè 9x2 − 16y2 = 144, ÿêèé ìà¹ ïî÷àòîê â
ôîêóñi ç âiä'¹ìíîþ àáñöèñîþ, â âiäíîøåííi 1:4. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïåðïåíäèêóëÿðiâ, îïóùåíèõ ç
òî÷êè P íà àñèìïòîòè ãiïåðáîëè. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.29. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ êîëà, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî äèðåêòðèñè ïàðàáîëè x2 = 16y i ìà¹ öåíòð â
ôîêóñi öi¹¨ ïàðàáîëè. Çðîáèòè ðèñóíîê.
1.30. ×åðåç ôîêóñ ïàðàáîëè y2 = 8x i ÷åðåç òó ¨¨ òî÷êó, àáñöèñà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 0,5, à îðäèíàòà
äîäàòíÿ, ïðîâåäåíà ïðÿìà. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä öåíòðà êîëà x2 + y2 + 6x+ +4y − 3 = 0 äî öi¹¨
ïðÿìî¨. Çðîáèòè ðèñóíîê.

Çàäà÷à �2.

Çàäàíi êîîðäèíàòè âåðøèí ïiðàìiäè ABCD. Çíàéòè: 1) äîâæèíó ðåáðà AB; 2) êóò ìiæ ðåáðàìè
AB i AD;
3) ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ABC òà êóò ìiæ íåþ i ðåáðîì AD; 4) ïëîùó ãðàíi ABC; 5) îá'¹ì ïiðàìiäè;
6) ðiâíÿííÿ i äîâæèíó âèñîòè, îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D íà ãðàíü ABC; 7) ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç âèñîòó ïiðàìiäè, îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D íà ãðàíü ABC i âåðøèíó A ïiðàìiäè.
2.1.

A(3; 1; 4), B(−1; 6; 1), C(−1; 1; 6), D(0; 4;−1).

2.2.

A(3; 3; 9), B(6; 9; 1), C(1; 7; 3), D(8; 5; 8).

2.3.

A(3; 5; 4), B(5; 8; 3), C(1; 9; 9), D(6; 4; 8).

2.4.

A(2; 4; 3), B(7; 6; 3), C(4; 9; 3), D(3; 6; 7).

2.5.

A(9; 5; 5), B(−3; 7; 1), C(5; 7; 8), D(6; 9; 2).

2.6.

A(0; 7; 1), B(4; 1; 5), C(4; 6; 3), D(3; 9; 8).

2.7.

A(5; 5; 4), B(3; 8; 4), C(3; 5; 10), D(5; 8; 2).

2.8.

A(6; 1; 1), B(4; 6; 6), C(4; 2; 0), D(1; 2; 6).

2.9.

A(7; 5; 3), B(9; 4; 4), C(4; 5; 7), D(7; 9; 6).



1.3. Çàâäàííÿ òåìè 1 15

2.10.

A(6; 6; 2), B(5; 4; 7), C(2; 4; 7), D(7; 3; 0).

2.11.

A(3; 2; 1), B(2;−1; 8), C(2;−1; 2), D(6;−1; 6).

2.12.

A(−1; 3; 2), B(−8; 5; 0), C(−3; 7;−5), D(−4; 1; 3).

2.13.

A(2; 0;−1), B(−2;−11; 5), C(1;−4;−1), D(−2; 1;−4).

2.14.

A(4;−2; 3), B(10;−3;−2), C(8;−6; 3), D(5;−6; 0).

2.15.

A(2;−5; 2), B(−7; 2; 4), C(6;−1; 3), D(0; 1; 5).

2.16.

A(0; 1; 1), B(3; 4; 4), C(−3; 9; 3), D(0; 5; 4).

2.17.

A(−2; 0; 4), B(3;−3; 7), C(−3;−5; 11), D(−2;−7; 15).

2.18.

A(5;−1; 3), B(8; 8;−3), C(2; 0; 2), D(4; 1; 0).

2.19.

A(3; 2;−2), B(1; 3; 1), C(6; 2; 0), D(0; 2; 2).

2.20.

A(3;−2; 3), B(0;−6;−1), C(5;−9;−8), D(3;−8;−5).

2.21.

A(4; 2; 5), B(0; 7; 1), C(0; 2; 7), D(1; 5; 0).

2.22.

A(4; 4; 10), B(7; 10; 2), C(2; 8; 4), D(9; 6; 9).

2.23.

A(4; 6; 5), B(6; 9; 4), C(2; 10; 10), D(7; 5; 9).

2.24.

A(3; 5; 4), B(8; 7; 4), C(5; 10; 4), D(4; 7; 8).

2.25.

A(10; 6; 6), B(−2; 8; 2), C(6; 8; 9), D(7; 10; 3).

2.26.

A(1; 8; 2), B(5; 2; 6), C(5; 7; 4), D(4; 10; 9).

2.27.

A(6; 6; 5), B(4; 9; 5), C(4; 6; 11), D(6; 9; 3).

2.28.

A(7; 2; 2), B(5; 7; 7), C(5; 3; 1), D(2; 3; 7).
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2.29.

A(8; 6; 4), B(10; 5; 5), C(5; 6; 8), D(8; 10; 7).

2.30.

A(7; 7; 3), B(6; 5; 8), C(3; 5; 8), D(8; 4; 1).

Çàäà÷à �3.

Äîâåñòè ñóìiñíiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü i çíàéòè ðîçâ'ÿçîê â ïóíêòi à) ìåòîäîì ìàòðè÷íîãî ÷èñëå-
ííÿ, â ïóíêòi á) ìåòîäîì Æîðäàíà-Ãàóññà.
3.1.

a)


5x1 + 9x2 − x3 = 24;
x1 − x2 + 4x3 = −12;

2x1 + x2 − x3 = 3.
á)


x1 + 2x3 − x4 = 0;

3x1 + x2 + 6x3 − 3x4 = 3;
4x1 − x2 + 8x3 − 4x4 = −3;
2x1 + x2 + 4x3 − 2x4 = 3.

3.2.

a)


2x1 − 2x2 + x3 = 1;
3x1 + 5x2 − x3 = 10;
x1 + 2x2 + 2x3 = 11.

á)


3x1 − 2x2 + x3 = −1;

2x1 + x2 − x3 − 4x4 = −4;
3x1 − x2 + 2x3 = 1;

x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 1.

3.3.

a)


x1 − x2 + x3 = 7;

2x1 + 2x2 − 5x3 = −31;
x1 − 3x2 + x3 = 5.

á)


x1 + x2 − 3x3 = −1;

x1 − 3x2 − 3x3 + 4x4 = −1;
2x1 + 3x2 − 6x3 − x4 = −2;
2x1 − x2 − 6x3 + 3x4 = −2.

3.4.

a)


4x1 − x2 + 7x3 = 13;
2x1 + 3x2 − 3x3 = 11;
3x1 + 2x2 − x3 = 11.

á)


3x1 − 2x2 − 5x3 + 3x4 = −4;
x1 + 2x2 − 2x3 − 2x4 = 4;
x1 − x2 − 2x3 + x4 = −2;
2x1 + x2 − 4x3 − x4 = 2.

3.5.

a)


7x1 − 8x2 + 2x3 = 15;
x1 + 2x2 − x3 = 9;

2x1 − x2 + 3x3 = 13.
á)


3x1 − x2 − 5x3 + 5x4 = 1;

2x1 + x2 − 5x3 = −1;
x1 − 2x2 + 5x4 = 2;

x1 + x2 − 3x3 − x4 = −1.

3.6.

a)


2x1 − x2 + x3 = 4;

3x1 + 5x2 − 7x3 = −9;
x1 − x2 + 4x3 = 6.

á)


2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 3;
x1 + 2x2 − x3 + x4 = −3;

x1 + 3x2 − x4 = 0;
3x1 + 4x2 + 2x3 = 6.

3.7.

a)


2x1 + x2 + 7x3 = 31;
x1 − x2 − x3 = −1;

3x1 + 5x2 − 7x3 = 1.
á)


x1 + 2x2 − 3x3 − 6x4 = 4;
x1 − 4x2 − 3x3 = −8;

x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 = −4;
2x1 − 5x2 − 6x3 − 3x4 = −10.
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3.8.

a)


x1 + 3x2 + x3 = 7;

2x1 − x2 + 5x3 = −19;
3x1 − 3x2 + 2x3 = −11.

á)


2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5;
4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7;
6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9;
2x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 2.

3.9.

a)


3x1 + x2 − 5x3 = 12;
4x1 + 2x2 + x3 = 7;
x1 − x2 + 5x3 = 0.

á)


2x1 − x2 + x3 − 5x4 = 2;

x1 + 2x2 − 5x3 − 2x4 = −10;
3x1 − 5x2 + x4 = 0;

x1 + x2 − 3x3 − 2x4 = −6.

3.10.

a)


3x1 + 2x2 − x3 = −3;
2x1 − x2 + 2x3 = 11;
−x1 + 3x2 + x3 = 0.

á)


2x1 − x2 − 2x4 = 4;

x1 + x2 − 3x3 − x4 = 2;
3x1 + x2 − 5x3 − 3x4 = 6;

x1 − x3 − x4 = 2.

3.11.

a)


3x1 + 11x2 − 7x3 = −13;
2x1 + 7x2 − 3x3 = −2;
3x1 − 3x2 + x3 = 19.

á)


x1 + x2 + x3 − 5x4 = 0;
3x1 − 4x3 − x4 = −4;
2x1 − 3x2 − 3x3 = 0;

x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −4.

3.12.

a)


4x1 + 5x2 − 3x3 = 5;
2x1 + 7x2 + x3 = 5;
3x1 − x2 − 2x3 = 4.

á)


2x1 + x2 + 2x3 − x4 = 1;

2x1 − 3x2 + 2x3 + 3x4 = −3;
3x1 − x2 + 3x3 + x4 = −1;
x1 − x2 + x3 + x4 = −1.

3.13.

a)


2x1 − 3x2 + 4x3 = 3;
4x1 + 2x2 − 3x3 = 19;
x1 + x2 + x3 = 8.

á)


x1 + x2 + x3 − 3x4 = −1;

2x1 − 4x2 − x3 = 1;
3x1 − 5x2 − x4 = 0;

4x1 − 6x2 − 3x3 − 2x4 = 3.

3.14.

a)


3x1 + x2 + 5x3 = 18;
x1 + 2x2 − 3x3 = 11;
2x1 − x2 − x3 = 7.

á)


3x1 − x2 − x3 − 3x4 = −3;

2x1 − x2 − 2x4 = −3;
x1 + x2 − 3x3 − x4 = 3;

2x1 + x2 − 4x3 − 2x4 = 3.

3.15.

a)


3x1 + 2x2 + 5x3 = 15;
4x1 − x2 + 2x3 = 19;
x1 + 5x2 − 2x3 = −3.

á)


x1 + x2 − 7x3 − 2x4 = −1;
x1 − 2x2 + 5x3 + 7x4 = 5;
2x1 + x2 − 10x3 − x4 = 0;
3x1 − 2x2 − x3 + 9x4 = 7.

3.16.

a)


x1 − x2 + 5x3 = 17;
−3x1 + x2 − x3 = 1;
4x1 + 2x2 + x3 = 4.

á)


2x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 1;
x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1;

2x1 − x2 − 2x3 + 3x4 = −3;
x1 + x2 − x3 = 0.
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3.17.

a)


2x1 − 3x2 + 4x3 = −16;
x1 + x2 − 5x3 = 23;
x1 + 2x2 + 2x3 = 6.

á)


x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 6;

2x1 − x3 − x4 = −2;
3x1 + x2 − 2x4 = 0;

x1 − x2 + 2x3 − 4x4 = 4.

3.18.

a)


−x1 + x2 − x3 = −2;
−2x1 + 2x2 + 5x3 = 10;

2x1 − x2 + 3x3 = 5.
á)


x1 + x2 − x3 − x4 = −1;

2x1 − 3x2 − 2x3 + 3x4 = 8;
x1 − x2 − x3 + x4 = 3;

3x1 + 2x2 − 3x3 − 2x4 = −1.

3.19.

a)


−x1 + 3x2 + x3 = 1;
−2x1 − x2 + 4x3 = 19;
3x1 + x2 − x3 = −3.

á)


2x1 + x2 + x3 − x4 = 2;

3x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 1;
x1 − x2 + x3 + x4 = 0;

2x1 + 3x2 − x3 − 3x4 = 2.

3.20.

a)


−2x1 − 3x2 + 9x3 = 17;
x1 + 2x2 − x3 = 2;

2x1 + 3x2 + x3 = 13.
á)


x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = 1;

x1 + 3x2 − 13x3 − 22x4 = −1;
3x1 + 5x2 + x3 − 2x4 = 5;
2x1 + 3x2 + 4x3 − 7x4 = 4.

3.21.

a)


−3x1 + 3x2 − x3 = −4;
4x1 − 5x2 + 2x3 = 5;
−x1 + x2 + 3x3 = 2.

á)


x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 1;
3x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1;
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 1;

5x1 + 5x2 + 2x3 = 2.

3.22.

a)


3x1 + x2 − x3 = −7;
2x1 + 2x2 + 3x3 = 5;
x1 − 4x2 − x3 = 0.

á)


x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4;

x2 − x3 + x4 = −3;
x1 + 3x2 − 3x4 = 1;
−7x2 + 3x3 + x4 = −3.

3.23.

a)


3x1 − x2 + x3 = 1;
5x1 + 2x2 − x3 = 2;

11x1 − x2 − 2x3 = −11.
á)


2x1 + x2 − x3 − 3x4 = 2;

4x1 + x3 − 7x4 = 3;
2x2 − 3x3 + x4 = 1;

2x1 + 3x2 − 4x3 − 2x4 = 3.

3.24.

a)


5x1 + 8x2 + x3 = 2;

3x1 − 2x2 + 6x3 = −7;
2x1 + x2 − x3 = −5.

á)


x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3;
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 5;
x1 + 5x2 − 9x3 + 8x4 = 1;

5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12.

3.25.

a)


2x1 − 3x2 + x3 = −7;
x1 + 4x2 + 2x3 = −1;

x1 − 4x2 = −5.
á)


x1 − 4x2 + 2x3 = −1;

2x1 − 3x2 − x3 − 5x4 = −7;
3x1 − 7x2 + x3 − 5x4 = −8;

x2 − x3 − x4 = −1.
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3.26.

a)


2x1 − x2 = −1;

x1 + 2x2 − x3 = −2;
x2 + x3 = −2.

á)


2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 1;

8x1 + 12x2 − 9x3 + 8x4 = 3;
4x1 + 6x2 + 3x3 − 2x4 = 3;
2x1 + 3x2 + 9x3 − 7x4 = 3.

3.27.

a)


4x1 + 2x2 − x3 = 0;
x1 + 2x2 + x3 = 1;
x2 − x3 = −3.

á)


x1 − x2 + x3 − x4 = −2;
x1 + 2x2 − 2x3 − x4 = −5;
2x1 − x2 − 3x3 + 2x4 = −1;
x1 + 2x2 + 2x3 − 5x4 = −9.

3.28.

a)


2x1 + x2 + 3x3 = 7;
2x1 + 3x2 + x3 = 1;
3x1 + 2x2 + x3 = 6.

á)


4x1 + x2 − 2x3 + x4 = 3;
x1 − 2x2 − x3 + 2x4 = 2;

2x1 + 5x2 − x4 = −1;
3x1 + 3x2 − x3 − 3x4 = 1.

3.29.

a)


2x1 − x2 + 2x3 = 3;
x1 + x2 + 2x3 = −4;
4x1 + x2 + 4x3 = −3.

á)


2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2;
4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4;
4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4;
2x1 − 3x2 + 3x3 + x4 = 2.

3.30.

a)


3x1 − x2 + x3 = 12;
x1 + 2x2 + 4x3 = 6;
5x1 + x2 + 2x3 = 3.

á)


x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = −4;
5x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = −5;

2x1 + x2 + x3 + 4x4 = 2;
3x1 + 2x2 + x3 + x4 = −3.

Çàäà÷à �4.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð â äåÿêîìó áàçèñi çàäàíèé ìàòðèöåþ. Çíàéòè âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè
öüîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

4.1.

 4 −2 −1
−1 3 −1
1 −2 2

 . 4.2.

 5 4 0
3 1 0
2 3 −4

 . 4.3.

 3 −1 1
0 2 −1
0 −1 2

 .
4.4.

 5 −1 −1
0 4 −1
0 −1 4

 . 4.5.

 6 −2 −1
−1 5 −1
1 −2 4

 . 4.6.

 3 1 −1
2 2 −1
−2 1 4

 .
4.7.

 2 0 −1
1 1 −1
−1 0 2

 . 4.8.

 2 1 0
1 2 0
−1 1 3

 . 4.9.

 −3 11 7
0 5 −4
0 1 1

 .
4.10.

 5 1 −1
−2 4 −1
−2 1 6

 . 4.11.

 5 −4 4
2 1 2
2 0 3

 . 4.12.

 3 −2 2
2 −1 2
2 −2 3

 .
4.13.

 3 −2 2
0 3 0
0 2 1

 . 4.14.

 5 −2 2
0 5 0
0 2 3

 . 4.15.

 7 −4 4
2 3 2
2 0 5

 .
4.16.

 2 19 30
0 −5 −12
0 2 5

 . 4.17.

 −3 2 0
−2 1 0
15 −7 4

 . 4.18.

 4 1 1
2 4 1
0 1 4

 .
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4.19.

 5 −7 0
−3 1 0
12 6 −3

 . 4.20.

 1 8 23
0 5 7
0 3 1

 . 4.21.

 4 0 5
7 −2 9
3 0 6

 .
4.22.

 1 −1 16
0 1 −1
0 1 3

 . 4.23.

 4 1 0
1 4 0
−1 1 5

 . 4.24.

 5 9 7
0 3 −2
0 2 −1

 .
4.25.

 5 0 21
21 2 16
1 0 1

 . 4.26.

 3 0 5
0 2 8
0 3 7

 . 4.27.

 −1 −2 12
0 4 3
0 5 6

 .
4.28.

 1 1 8
0 2 0
1 0 −1

 . 4.29.

 5 0 1
3 −2 6
6 0 4

 . 4.30.

 0 5 0
−1 6 0
3 2 −1

 .



Ðîçäië 2

Âñòóï â ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç.

Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨

çìiííî¨

2.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

Ôóíêöiÿ. Îáëàñòü ¨¨ âèçíà÷åííÿ. Ñïîñîáè çàäàííÿ ôóíêöi¨. Îñíîâíi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨ òà ¨õ
ãðàôiêè. Ïîáóäîâà ãðàôiêiâ ôóíêöié ç äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ãðàôiêiâ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié.

Ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë. ×èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi. Ãðàíèöi. Ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü. Òå-
îðåìà Áîëüöàíî-Âåé¹ðøðàññà. Iñíóâàííÿ ãðàíèöi ìîíîòîííî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. ×èñëî e.
Hàòóðàëüíi ëîãàðèôìè.

Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi. Îäíîñòîðîííi ãðàíèöi. Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîñòi. Îñíîâíi
òåîðåìè ïðî ãðàíèöi. Håñêií÷åííî ìàëi òà íåñêií÷åííî âåëèêi ôóíêöi¨. Ïîðiâíÿííÿ íåñêií÷åííî
ìàëèõ. Çàñòîñóâàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðè îá÷èñëåííi ãðàíèöü.

Håïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨. Håïåðåðâíiñòü îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié. Òî÷êè ðîçðèâó òà ¨õ
êëàñèôiêàöiÿ. Âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ â òî÷öi ôóíêöié. Håïåðåðâíiñòü ñóìè, äîáóòêó òà ÷àñòêè.
Ãðàíèöÿ òà íåïåðåðâíiñòü ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨. Âëàñòèâîñòi ôóíêöié íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó: îáìå-
æåíiñòü, iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî òà íàéìåíøîãî çíà÷åíü, iñíóâàííÿ ïðîìiæíèõ çíà÷åíü.

Ïîõiäíà ôóíêöi¨, ¨¨ ãåîìåòðè÷íèé òà ôiçè÷íèé çìiñò. Îñíîâíi ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ.
Ïîõiäíi ñêëàäíî¨, îáåðíåíî¨ òà ïàðàìåòðè÷íî çàäàíî¨ ôóíêöi¨. Ïîõiäíi åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié (òà-
áëèöÿ ïîõiäíèõ).

Äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨. Äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ òà éîãî ãåîìåòðè÷íèé i ôiçè÷íèé çìiñò. Ií-
âàðiàíòíiñòü ôîðìè äèôåðåíöiàëà. Çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiàëà äî íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü.

Ïîõiäíi òà äèôåðåíöiàëè âèùèõ ïîðÿäêiâ. Ôîðìóëà Ëåéáíiöà.

Òåîðåìè Ôåðìà, Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøi. Ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ. Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ðîçêëàä çà
ôîðìóëîþ Òåéëîðà ôóíêöié: ex, sinx, cosx, ln(1 + x), (1 + x)α. Çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Òåéëîðà.

Äîñëiäæåííÿ ìîíîòîííîñòi ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ïîõiäíèõ; íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè. Åêñ-
òðåìóì ôóíêöié. Håîáõiäíà óìîâà, äîñòàòíi óìîâè. Hàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà
âiäðiçêó. Äîñëiäæåíÿ îïóêëîñòi ãðàôiêà ôóíêöi¨. Òî÷êè ïåðåãèíó. Àñèìïòîòè ãðàôiêà ôóíêöi¨.
Ïîáóäîâà ãðàôiêiâ ôóíêöié.

21
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2.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨

y = lg(4− 3x− x2).

Ðîçâ'ÿçîê.
Ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà, ÿêùî 4−3x−x2 > 0. Êîðåíi êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà: x1 = −4,

x2 = 1. Çàïèñàíà âèùå íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi −(x + 4)(x − 1) > 0, ùî ìîæëèâî ïðè
−4 < x < 1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ � iíòåðâàë (−4; 1).

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ãðàíèöi ôóíêöié, íå êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ:

à) lim
x→∞

7x4 + 2x3 + 5

6x4 + 3x3 − 7x
; á) lim

x→−2

5x2 + 13x+ 6

3x2 + 2x− 8
;

â) lim
x→1

√
x+ 3− 2

x− 1
; ã) lim

x→0

1− cosx

x
; ä) lim

x→∞

(
2x

2x− 3

)−x
.

Ðîçâ'ÿçîê.

à) lim
x→∞

7x4 + 2x3 + 5

6x4 + 3x3 − 7x
=
{∞
∞

}
= lim

x→∞

x4(7 + 2
x

+ 5
x4

)

x4(6 + 3
x
− 7

x3
)

=
7

6
.

á) lim
x→−2

5x2 + 13x+ 6

3x2 + 2x− 8
=
{

0

0

}
= lim

x→−2

(x+ 2)(5x+ 3)

(x+ 2)(3x− 4)
=

= lim
x→−2

5x+ 3

3x− 4
=

7

10
.

â) lim
x→1

√
x+ 3− 2

x− 1
=
{

0

0

}
== lim

x→1

(
√
x+ 3− 2)(

√
x+ 3 + 2)

(x− 1)(
√
x+ 3 + 2)

=

= lim
x→1

x− 1

(x− 1)(
√
x+ 3 + 2)

= lim
x→1

1√
x+ 3 + 2

=
1

4
.

ã) lim
x→0

1− cosx

x
=
{

0

0

}
= lim

x→0

2 sin2 x
2

x
=

= lim
x→0

sin x
2

x
2

sin
x

2
= 1 · 0 = 0.

ä) lim
x→∞

(
2x

2x− 3

)−x
= {1∞} = lim

x→∞

(
1 +

2x

2x− 3
− 1

)−x
=

= lim
x→∞

(
1 +

2x− 2x+ 3

2x− 3

)−x
= lim

x→∞

(
1 +

3

2x− 3

)−x
=

= lim
x→∞

(1 +
3

2x− 3

) 2x−3
3


−3x
2x−3

= e−
3
2 .

Ïðèêëàä 3. Äîñëiäèòè çàäàíó ôóíêöiþ íà íåïåðåðâíiñòü i ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê

f(x) =


x2, x ≤ 0;
(x− 1)2, 0 < x ≤ 2;
5− x, x > 2
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Ðèñ. 2.1:

Ðîçâ'ÿçîê.
Ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà íà iíòåðâàëàõ (−∞, 0), (0, 2) i (2,+∞), äå âîíà çàäàíà

íåïåðåðâíèìè åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè. Îòæå, ðîçðèâ ìîæëèâèé òiëüêè â òî÷êàõ x1 = 0, x2 = 2.
Äëÿ òî÷êè x1 = 0 ìà¹ìî:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x2 = 0, lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(x− 1)2 = 1,

f(0) = x2|x=0 = 0,

òîáòî ôóíêöiÿ f(x) â òî÷öi x1 = 0 ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó.
Äëÿ òî÷êè x2 = 2 çíàõîäèìî

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(x− 1)2 = 1, lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(5− x) = 3,

f(2) = (x− 1)2|x=2 = 1,

òîáòî â òî÷öi x2 = 2 ôóíêöiÿ ìà¹ ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó.
Ãðàôiê äàíî¨ ôóíêöi¨ çîáðàæåíî íà ðèñ 2.1.
Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ïîõiäíi dy

dx
äëÿ ôóíêöié, çàäàíèõ â ïóíêòàõ à), á), â), i ïîõiäíó d2y

dx2
äëÿ

ôóíêöi¨, çàäàíî¨ â ïóíêòi ã).

à)y =
√
x− (1 + x) arctg

√
x; á)y =

(
1 +

1

x

)x
;

â) x2y − y2 = 6x; ã)

{
x = cos t,
y = sin t;

0 ≤ t ≤ π

Ðîçâ'ÿçîê.

à)y′ =
1

2
√
x
− arctg

√
x− (1 + x)

1

1 + x
· 1

2
√
x

= − arctg
√
x.

á) Ïðîëîãàðôìó¹ìî çàäàíó ôóíêöiþ ln y = x ln
(
1 + 1

x

)
i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îäåðæàíå ðiâíÿííÿ

(ln y)′ =
y′

y
= ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x
,

y′ = (ln y)′ · y =
(

1 +
1

x

)x (
ln
(

1 +
1

x

)
− 1

1 + x

)
.
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â) Äèôåðåíöiþþ÷è ïî x òîòîæíiñòü x2y(x)−y2(x) = 6x, îäåðæèìî 2xy(x)+x2y(x)−2y(x)y′(x) = 6,
òîáòî

y′ =
6− 2xy

x2 − 2y
.

ã) Ôóíêöiÿ x = cos t íà âêàçàíîìó ïðîìiæêó ñòðîãî ìîíîòîííî ñïàäà¹. Òîìó iñíó¹ îäíîçíà÷íà
îáåðíåíà ôóíêöiÿ t = t(x).

Äàëi, x′t = − sin t, y′t = cos t i x′t ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü òiëüêè â òî÷êàõ âèãëÿäó t = πk, k =
0,±1,±2, ....Òîìó, ÿêùî t 6= πk, òî

y′x =
y′t
x′t

=
cos t

− sin t
= − ctg t;

y′′xx = (− ctg t)′x = (− ctg t)′t ·
1

x′t
=

1

sin2 t
· 1

− sin t
= − 1

sin3 t
.

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ãðàíèöi ôóíêöié çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ:

à) lim
x→0

e2x − 1

arctg 5x
, á) lim

x→1
sin(x− 1) tg

πx

2
,

â) lim
x→0

(cosx)ctg2 x .

Ðîçâ'ÿçîê.
à)

lim
x→0

e2x − 1

arctg 5x
=
{

0

0

}
= lim

x→0

2e2x

1
1+15x2

· 5
=

2

5
.

á)

lim
x→1

sin(x− 1) tg
πx

2
= {0 · ∞} = lim

x→1

sin(x− 1)

ctg πx
2

=
{

0

0

}
=

= lim
x→1

cos(x− 1)

−π
2

1
sin2 πx

2

= − 2

π
lim
x→1

cos(x− 1) sin2 πx

2
= − 2

π
.

â) Ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü òèïó {1∞}. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ y = cosxctg2 x. Òîäi ln y = ctg2 x ln cosx
¹ íåâèçíà÷åíiñòþ òèïó {∞ · 0}. Ïðåäñòàâèìî âèðàç ln y ó âèãëÿäi ln cosx

tg2 x
, çíàéäåìî çà ïðàâèëîì

Ëîïiòàëÿ

lim
x→0

ln y = lim
x→0

− sinx
cosx

2 tg x 1
cos2 x

= lim
x→0

− cos2 x

2
= −1

2
.

Îòæå,
lim
x→0

y = lim
x→0

cosxctg2 x = e−
1
2 .

Ïðèêëàä 6. Äîñëiäèòè ìåòîäàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ôóíêöiþ i ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê
y = x2−5

x−3

1. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, êðiì x = 1, ïðè ÿêîìó ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ â íóëü çíàìåííèê.

2. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ x2 − 5 = 0 ìà¹ êîðåíi x = −
√

5, x = −
√

5, òî ãðàôiê ôóíêöi¨ ïåðåòèíà¹ ç
âiñü Ox â òî÷êàõ A(−

√
5; 0) òà B(

√
5; 0). Êðiì òîãî ãðàôiê ïåðåòèíà¹ âiñü Oy â òî÷öi C(0; 5

3
).

3. Äîñëiäèìî iñíóâàííÿ àñèìïòîò. Îñêiëüêè y → −∞ ïðè x → 3−, à y → +∞ ïðè x → 3+, òî
ïðÿìà x = 3 ¹ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà ôóíêöi¨.
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Ðèñ. 2.2:

Iç iñíóâàííÿ ãðàíèöü

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

x2 − 5

x2 − 3x
= lim

x→∞

1− 5/x2

1− 3/x
= 1,

b = lim
x→∞

(y − kx) = lim
x→∞

(
x2 − 5

x− 3
− x

)
= lim

x→∞

3x− 5

x− 3
= 3

âèïëèâà¹, ùî ãðàôiê ôóíêöi¨ ìà¹ ïîõèëó àñèìïòîòó (i ëiâó, i ïðàâó) y = x+ 3.
4. Çíàéäåìî ïîõiäíi

y′ =
x2 − 6x+ 5

(x− 3)2
, y′′ =

8

(x− 3)3

òà êðèòè÷íi òî÷êè
x2 − 6x+ 5

(x− 3)2
= 0⇔ x1 = 1, x2 = 5.

Ñêëàäåìî òàáëèöþ çìiíè çíàêiâ ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ïîõiäíèõ â çàëåæíîñòi âiä çìiíè àðãóìåíòó,
âêëþ÷èâøè â íå¨ êðèòè÷íi òî÷êè:

x (−∞; 1) 1 (1; 3) 3 (3; 5) 5 (5; +∞)
y′ + 0 − íå iñíó¹ − 0 +
y ↗ 2 ↘ íå iñíó¹ ↘ 10 ↗
y′′ − íå iñíó¹ +
y

⋂
íå iñíó¹

⋃
Ãðàôiê ôóíêöi¨ çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.2

2.3 Çàâäàííÿ òåìè 2

Çàäà÷à �5.

Çíàéòè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöié
5.1.

à)y =
√

2− x− x2; á)y = arcsin
√

2x.

5.2.

à)y =
√

16− x2; á)y =
√

sinx.
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5.3.

à)y =
√

5x2 − 3x− 2; á)y = arcsin
1− x

2
.

5.4.

à)y =
x√

x2 − 5x+ 6
; á)y = arcsin

√
1− x2

2
.

5.5.

à)y =
√

3x2 + 2x− 1− 3
√

3− x; á)y = ln
5− x
x− 3

.

5.6.

à)y =
x− 5

x2 + x− 2
; á)y =

x− 1

lg(x− 2)
.

5.7.

à)y =
√

6− x− 2x2; á)y = arccos
x− 2

3
.

5.8.

à)y = lg(4− x2); á)y = arccos
√

3− 2x− x2.

5.9.

à)y =
√
x2 − 9; á)y =

√
− sin2 πx.

5.10.

à)y =
√
x2 − 4x+ 3; á)y = arcsin(2x− 5).

5.11.

à)y = lg sinx; á)y = arccos(x+ 2).

5.12.

à)y =
√
x2 − 4; á)y =

√
cosx.

5.13.

à)y =
√

1− lg x; á)y = arcsin(x− 2).

5.14.

à)y =

√
1

8
− 2x2−4x; á)y = lg sinx.

5.15.

à)y =
√

4− 3x− x2; á)y = lg cos(x/2).

5.16.

à)y =
√
−x+

1

x+ 4
+ lg(x2 − x− 6); á)y = arcsin

√
2x.

5.17.

à)y =
lg x√

x2 − 2x− 3
; á)y = arccos(2x− 5).

5.18.

à)y =
√

lg(x+ 1); á)y = arccos(3x+ 2).

5.19.

à)y =
√

4x− x2 − lg(x− 2); á)y = arcsin
x+ 1

x
.
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5.20.

à)y =

√
2− x− x2

x
; á)y = lg sin

(
x+

π

3

)
.

5.21.

à)y =
√

4x− x2 + log3(x2 − 1); á)y = arcsin(3x− 1).

5.22.

à)y =
log2(12 + x− x2)

x(x− 2)
; á)y =

√
sin2 πx.

5.23.

à)y =
x2 + x− 6

x2 − 4
; á)y = lg cos πx.

5.24.

à)y =
√
x2 − 6x+ 5; á)y = arccos

2x

1 + x
.

5.25.

à)y =
1√

x2 + x
; á)y = lg sin

(
x+

π

4

)
.

5.26.

à)y =
√

1− |x|; á)y = lg(23x − 4).

5.27.

à)y = lg(−x2 − 5x+ 6); á)y = arccos
1− 2x

4
.

5.28.

à)y = ln(2 cosx− 1); á)y =
√

sinx.

5.29.

à)y =
√

1− x+
1

x+ 5
; á)y = ln(3x − 27).

5.30.

à)y =
1

1− x2
; á)y = arcsin

√
1− x2

2
.

Çàäà÷à �6.

Çíàéòè ãðàíèöi ôóíêöié, íå êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ:
6.1.

à) lim
x→∞

3x3 − 5x2 + 2

2x3 + 5x2 − x
; á) lim

x→2

x2 − 5x+ 6

x2 − 12x+ 20
;

â) lim
x→3

x2 + x− 12√
x− 2−

√
4− x

; ã) lim
x→0

1− cos 8x

3x2
;

ä) lim
x→∞

(
x+ 4

x+ 8

)−3x

.

6.2.

à) lim
x→∞

4x3 + 7x

2x3 − 4x2 + 5
; á) lim

x→−1

x3 − 3x− 2

x2 − x− 2
;

â) lim
x→−4

√
x+ 12−

√
4− x

x2 + 2x− 8
; ã) lim

x→0

sin 3x− sinx

5x
;
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ä) lim
x→∞

(
x

x+ 1

)2x−3

.

6.3.

à) lim
x→∞

5x4 − 3x2 + 7

x4 + 2x3 + 1
; á) lim

x→1

x3 − 3x+ 2

x2 − 4x+ 3
;

â) lim
x→−3

√
x+ 10−

√
4− x

2x2 − x− 21
; ã) lim

x→0

cosx− cos 5x

2x2
;

ä) lim
x→∞

(
2x

1 + 2x

)−4x

.

6.4.

à) lim
x→∞

7x3 − 2x2 + 4x

2x3 + 5
; á) lim

x→2

3x2 + 2x− 16

x3 − 8
;

â) lim
x→−2

√
2− x−

√
x+ 6

x2 − x− 6
; ã) lim

x→0

tg 3x

2 sinx
;

ä) lim
x→∞

(
x− 1

x

)2−3x

.

6.5.

à) lim
x→∞

x3 − 4x2 + 28x

5x3 + 3x2 + x− 1
á) lim

x→−1

x4 − x2 + x+ 1

x3 + 1
;

â) lim
x→1

√
3 + 2x−

√
x+ 4

3x2 − 4x+ 1
; ã) lim

x→0

tg x− sinx

3x2
;

ä) lim
x→∞

(
2x+ 5

2x+ 1

)5x

.

6.6.

à) lim
x→∞

3x2 + 10x+ 3

2x2 + 5x− 3
; á) lim

x→1

2x2 − 3x+ 1

x4 − 1
;

â) lim
x→2

x2 − 3x+ 2√
5− x−

√
x+ 1

; ã) lim
x→0

arcsin 5x

sin 3x
;

ä) lim
x→∞

(
x+ 3

x

)−5x

.

6.7.

à) lim
x→∞

−3x4 + x2 + x

x4 + 3x− 2
; á) lim

x→1/3

3x2 + 2x− 1

27x3 − 1
;

â) lim
x→−1

3x2 + 4x+ 1√
x+ 3−

√
5 + 3x

; ã) lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
;

ä) lim
x→∞

(
x+ 2

x+ 1

)1+3x

.

6.8.

à) lim
x→∞

2x2 + 7x+ 3

5x2 − 3x+ 4
; á) lim

x→−2

x2 + 2x

x2 + 4x+ 4
;
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â) lim
x→4

2x2 − 9x+ 4√
5− x−

√
x− 3

; ã) lim
x→π/2

1− sinx

π − 2x
;

ä) lim
x→∞

(
x+ 3

x− 1

)x−4

.

6.9.

à) lim
x→∞

−x2 + 3x+ 1

3x2 + x+ 5
á) lim

x→−1

x2 − 1

x2 + 3x+ 2
;

â) lim
x→5

√
2x+ 1−

√
x+ 6

2x2 − 7x− 15
; ã) lim

x→0

tg 2x− sin 2x

x2
;

ä) lim
x→∞

(
2x

2x− 3

)3x

.

6.10.

à) lim
x→∞

x3 − 3x2 + 10

7x3 + 2x+ 1
á) lim

x→−4

2x2 + 7x− 4

x3 + 64
;

â) lim
x→−5

√
3x+ 17−

√
2x+ 12

x2 + 8x+ 15
; ã) lim

x→0

1− cos2 x

x tg x
;

ä) lim
x→∞

(
x− 7

x

)2x+1

.

6.11.

à) lim
x→∞

4x2 + 5x− 7

2x2 − x+ 10
; á) lim

x→2

x3 − 8

x2 + x− 6
;

â) lim
x→0

√
x2 + 2−

√
2√

x2 + 1− 1
; ã) lim

x→0

(
1

tg x
− 1

sinx

)
;

ä) lim
x→∞

(
x− 1

x+ 4

)3x+2

.

6.12.

à) lim
x→∞

3x4 + 2x+ 1

x4 − x3 + 2x
; á) lim

x→1

x3 − x2 + x− 1

x3 + x− 2
;

â) lim
x→0

√
7− x−

√
7 + x√

7x
; ã) lim

x→0

sin2 3x− sin2 x

x2
;

ä) lim
x→∞

(
2x+ 1

2x− 1

)x+2

.

6.13.

à) lim
x→∞

3x2 + 2x+ 9

2x2 − x+ 4
; á) lim

x→1

x2 − 2x+ 1

2x2 − 7x+ 5
;

â) lim
x→0

3x√
1 + x−

√
1− x

; ã) lim
x→0

sin 7x+ sin 3x

x sinx
;

ä) lim
x→∞

(
x− 2

x+ 1

)2x−3

.
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6.14.

à) lim
x→∞

3x2 + 5x− 7

3x2 + x+ 1
; á) lim

x→2

x3 − 8

2x2 − 9x+ 10
;

â) lim
x→4

√
2x+ 1− 3√
x− 2−

√
2

; ã) lim
x→0

1− cos 6x

1− cos 4x
;

ä) lim
x→∞

(
2x+ 1

2x− 1

)x+2

.

6.15.

à) lim
x→∞

2x3 + 7x− 2

3x3 − x− 4
; á) lim

x→−4

2x2 + 9x+ 4

x2 − x− 20
;

â) lim
x→−1

√
5 + x− 2√
8− x− 3

; ã) lim
x→0

cos 2x− cos 4x

3x2
;

ä) lim
x→∞

(
3x− 4

3x+ 2

)2x

.

6.16.

à) lim
x→∞

18x2 + 5x

8− 3x− 9x2
; á) lim

x→1

x3 + x− 2

x3 − x2 − x+ 1
;

â) lim
x→5

√
x+ 4− 3√
x− 1− 2

; ã) lim
x→0

arctg 2x

tg 3x
;

ä) lim
x→∞

(
2x− 1

2x+ 4

)3x−1

.

6.17.

à) lim
x→∞

3x4 − 6x2 + 2

x4 + 4x− 3
; á) lim

x→0

4x3 − 2x2 + 5x

3x2 + 7x
;

â) lim
x→1

√
3 + 2x−

√
x+ 4

3x2 − 4x+ 1
; ã) lim

x→0

tg 3x− sin 3x

3x2
;

ä) lim
x→∞

(
2x+ 5

2x+ 1

)5x

.

6.18.

à) lim
x→∞

8x2 + 4x− 5

4x2 − 3x+ 2
; á) lim

x→1

4x4 − 5x2 + 1

x2 − 1
;

â) lim
x→3

√
4x− 3− 3

x2 − 9
; ã) lim

x→π
4

1− sin 2x

π − 4x
;

ä) lim
x→∞

(
x+ 5

x

)3x+4

.

6.19.

à) lim
x→∞

8x4 − 4x2 + 3

2x4 + 1
; á) lim

x→3

3x2 − 5x− 12

x2 − 5x+ 6
;

â) lim
x→3

√
5x+ 1− 4

x2 + 2x− 15
; ã) lim

x→0

cos 4x− cos3 4x

3x2
;
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ä) lim
x→∞

(
x− 7

x+ 1

)4x−2

.

6.20.

à) lim
x→∞

3x2 − 4x+ 2

6x2 + 5x+ 1
; á) lim

x→−5

x2 − x− 30

x3 + 125
;

â) lim
x→0

2−
√
x2 + 4

3x2
; ã) lim

x→0

(
1

sin 2x
− 1

tg 2x

)
;

ä) lim
x→∞

(
x+ 2

x

)3−2x

.

6.21.

à) lim
x→∞

7x3 + 4x

x3 − 3x+ 2
; á) lim

x→4

x2 + 3x− 28

x3 − 64
;

â) lim
x→0

√
x2 + 4− 2√
x2 + 16− 4

; ã) lim
x→0

cosx− cos2 x

x2
;

ä) lim
x→∞

(
2− 3x

5− 3x

)x
.

6.22.

à) lim
x→∞

1 + 4x− x4

x+ 3x2 + 2x4
; á) lim

x→1/2

8x3 − 1

x2 − 1/4
;

â) lim
x→0

3x√
5− x−

√
5 + x

; ã) lim
x→0

arcsin 5x

x2 − x
;

ä) lim
x→∞

(
1− x
2− x

)3x

.

6.23.

à) lim
x→∞

2x3 + 7x2 − 2

6x3 − 4x+ 3
; á) lim

x→−1

x3 − 3x− 2

x+ x2
;

â) lim
x→9

√
2x+ 7− 5

3−
√
x

; ã) lim
x→0

1− cos 4x

x sinx
;

ä) lim
x→∞

(
4x− 1

4x+ 1

)2x

.

6.24.

à) lim
x→∞

3x+ 14x2

1 + 2x+ 7x2
; á) lim

x→−2

3x2 + 11x+ 10

x2 − 5x− 14
;

â) lim
x→4

2−
√
x√

6x+ 1− 5
; ã) lim

x→0

1− cos2 2x

x arcsinx
;

ä) lim
x→∞

(
3x+ 4

3x

)−2x

.

6.25.

à) lim
x→∞

x− 2x2 + 5x4

2 + 3x2 + x4
; á) lim

x→−2

x2 − 4

3x2 + x− 10
;
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â) lim
x→3

x3 − 27√
3x− x

; ã) lim
x→0

cos 5x− cosx

4x2
;

ä) lim
x→∞

(
2x− 1

2x+ 4

)−x
.

6.26.

à) lim
x→∞

3x4 − 2x2 − 7

3x4 + 3x+ 5
; á) lim

x→1

3x2 + x− 4

4x2 − 5x+ 1
;

â) lim
x→0

√
1 + 3x2 − 1

x3 + x2
; ã) lim

x→0

sin 5x+ sinx

arcsinx
;

ä) lim
x→∞

(
3x+ 4

3x+ 5

)x+1

.

6.27.

à) lim
x→∞

4− 5x2 − 3x5

x5 + 6x+ 8
; á) lim

x→6

2x2 − 11x− 6

3x2 − 20x+ 12
;

â) lim
x→−4

√
x+ 20− 4

x3 + 64
; ã) lim

x→π
2

1− sinx

(π/2− x)2
;

ä) lim
x→∞

(
1 + 2x

3 + 2x

)−x
.

6.28.

à) lim
x→∞

5x3 − 3x+ 1

2 + 2x− x3
; á) lim

x→1

x4 − 1

2x4 − x2 − 1
;

â) lim
x→1

2x2 − 2√
8 + x− 3

; ã) lim
x→π

2

(π/2− x) tg x;

ä) lim
x→∞

(
3x

3x+ 2

)x−2

.

6.29.

à) lim
x→∞

4x3 − 2x+ 1

2x3 + 3x2 + 2
; á) lim

x→2

x3 − 2x− 4

x2 − 11x+ 18
;

â) lim
x→0

√
9 + x− 3

x2 + x
; ã) lim

x→0

7x

sinx+ sin 7x
;

ä) lim
x→∞

(
x

x− 1

)3−2x

.

6.30.

à) lim
x→∞

5x2 − 3x+ 1

3x2 + x− 5
; á) lim

x→4

x3 − 64

7x2 − 27x− 4
;

â) lim
x→2

√
4x+ 1− 3

x3 − 8
; ã) lim

x→0

cosx− cos3 x

5x2
;

ä) lim
x→∞

(
4− 2x

1− 2x

)x+1

.
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Çàäà÷à �7.

Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà íåïåðåðâíiñòü i ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê:
7.1.

f(x) =


x+ 4, x < −1,
x2 + 2, −1 ≤ x < 1,
2x, x ≥ 1.

7.2.

f(x) =


x+ 1, x ≤ 0,
(x+ 1)2, 0 < x < 2,
−x+ 4, x ≥ 2.

7.3.

f(x) =


x+ 2, x ≤ −1,
x2 + 1, −1 < x ≤ 1,
−x+ 3, x > 1.

7.4.

f(x) =


−x, x ≤ 0,
−(x− 1)2, 0 < x < 2,
x− 3, x ≥ 2.

7.5.

f(x) =


−2(x+ 1), x ≤ −1,
(x+ 1)3, −1 < x < 0,
x, x ≥ 0.

7.6.

f(x) =


−x, x ≤ 0,
x2, 0 < x ≤ 2,
x+ 1, x > 2.

7.7.

f(x) =


x2 + 1, x ≤ 1,
2x, 1 < x ≤ 3,
x+ 2, x > 3.

7.8.

f(x) =


x− 3, x < 0,
x+ 1, 0 ≤ x ≤ 4,
3− x, x > 4.

7.9.

f(x) =


1− x2, x ≤ 0,
0, 0 < x ≤ 2,
x− 2, x > 2.

7.10.

f(x) =


2x2, x ≤ 0,
x, 0 < x ≤ 1,
2 + x, x > 1.

7.11.

f(x) =


sinx, x < 0,
x, 0 ≤ x ≤ 2,
0, x > 2.
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7.12.

f(x) =


cosx, x ≤ π/2,
0, π/2 < x < π,
2, x ≥ π.

7.13.

f(x) =


x− 1, x ≤ 0,
x2, 0 < x < 2,
2x, x ≥ 2.

7.14.

f(x) =


x+ 1, x < 0,
x2 − 1, 0 ≤ x < 1,
−x, x ≥ 1.

7.15.

f(x) =


−x, x < 0;
x2 + 1, 0 ≤ x < 2;
x+ 1, x ≥ 2.

7.16.

f(x) =


x+ 3, x ≤ 0,
1, 0 < x ≤ 2,
x2 − 2, x > 2.

7.17.

f(x) =


x− 1, x < 0,
sinx, 0 ≤ x < π,
3, x ≥ π.

7.18.

f(x) =


−x+ 1, x < −1,
x2 + 1, −1 ≤ x ≤ 2,
2x, x > 2.

7.19.

f(x) =


1, x ≤ 0,
2x, 0 < x ≤ 2,
x+ 3, x > 2.

7.20.

f(x) =


−x+ 2, x ≤ −2,
x2, −2 < x ≤ 1,
2, x > 1.

7.21.

f(x) =


3x+ 4, x ≤ −1,
x2 − 2, −1 < x < 2,
x, x ≥ 2.

7.22.

f(x) =


x, x ≤ 1,
(x− 2)2, 1 < x < 3,
−x+ 6, x ≥ 3.
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7.23.

f(x) =


x− 1, x < 1,
x2 + 2, 1 ≤ x ≤ 2,
−2x, x > 2.

7.24.

f(x) =


x3, x < −1,
x− 1, −1 ≤ x ≤ 3,
−x+ 5, x > 3.

7.25.

f(x) =


x, x < −2,
−x+ 1, −2 ≤ x ≤ 1,
x2 − 1, x > .1

7.26.

f(x) =


x+ 3, x ≤ 0,
−x2 + 4, 0 < x < 2,
x− 2, x ≥ 2.

7.27.

f(x) =


0, x ≤ −1,
x2 − 1, −1 < x ≤ 2,
2x, x > 2.

7.28.

f(x) =


−1, x < 0,
cosx, 0 ≤ x ≤ π,
1− x, x > π.

7.29.

f(x) =


3, x < −1,
1− x, −1 ≤ x ≤ 1,
lnx, x > 1.

7.30.

f(x) =


−x, x ≤ 0,
x3, 0 < x ≤ 2,
x+ 4, x > 2.

Çàäà÷à �8.

8.1.

à) y = 3

√
1 + x3

1− x3
; á) y = cos 2x sin2 x;

â) y = ln
(
x2 +

√
1 + x4

)
; ã) y = xsinx3 ;

ä) cos(xy)− 3x = 0; å)

{
x = 2 cos2 t,
y = 3 sin2 t.

8.2.

à) y =
x

3
√

1 + x3
; á) y =

√
1− 4x2 arcsin 2x− 2x;

â) y = 5−
1

sin2 x ; ã)y =
(
x4 + 5

)ctg x
;
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ä) exy − x2 + y3 = 0; å)

{
x = 5 cos3 t,
y = 2 sin3 t.

8.3.

à) y =

√√√√x+
√
x

x−
√
x

; á) y = x (sin lnx− cos lnx) ;

â) y = 2cos2 3x; ã) y = (arctg 2x)sinx ;

ä) y2 = x sin y; å)

{
x = 1 + ln cos t,
y = t− ln sin t.

8.4.

à) y =

√
x2 + 1

x2 − 1
; á) y =

1 + sin 2x

1− sin 2x
;

â) y = 3arctg2(4x+1); ã)y =
(
x+ x2

)x
;

ä) x tg y − x2 + y2 = 4; å)

{
x =
√
t,

y = 5
√
t.

8.5.

à) y =

√
1 + 3x2

2 + 3x2
; á) y =

ex
3

1 + x3
;

â) y =
√

1 + ln2 x; ã) y = (tg 2x)sinx ;

ä) ln y +
y

x
= 2; å)

{
x = e−2t,
y = e4t.

8.6.

à) y =
x√

4− x2
; á) y = 3x cos3 x;

â) y = tg2
(
x3 + 1

)
; ã) y = (ln(x+ 7))x ;

ä) x sin 2y − y cos 2x = 10; å)

{
x = t2 + 1,

y = et
2
.

8.7.

à) y =
2x√
1 + x

− 4
√

1 + x; á) y = ecosx sin2 x;

â) y = (1 + ln sin 2x)2 ; ã) y =
(
x2 + 1

)cosx
;

ä) x− y = ex+y; å)

{
x =
√
t2 − 1,

y = t+1√
t2−1

.

8.8.

à) y =
1

x+
√

1 + x2
; á) y = (9x2 + 1) arcctg 3x+ 3x;

â) y = ln(
√
x+
√
x+ 1); ã) y = (x+ 3)sin

√
x;

ä) ln
x

y
− x+ 2y = 0; å)

{
x = 4t+ 2t2,
y = 5t3 − 3t2.
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8.9.

à) y = 3

√
x+ 3

3x− 5
; á) y =

√
x− (1 + x) arctg

√
x;

â) y = (ecosx + 3)2 ; ã) y = (sinx)lnx;

ä) y = x+ x sin y; å)

{
x = ln t

t
,

y = t ln t.

8.10.

à) y = x 3

√
1 + x

1− x
; á) y = x ln2 x;

â) y = ln
(
cos2 x+

√
1 + cos4 x

)
; ã) y = xarctg x;

ä) y = x+ arctg y; å)

{
x = et cos t,
y = et sin t.

8.11.

à) y =
5
√
x+ x 3

√
x; á) y = sin3 5x cos5 3x;

â) y = arctg
x2 − 1

x
; ã) y = xarcsinx;

ä) y2 − x = cos y; å)

{
x = t4,
y = ln t.

8.12.

à) y =
4
√
x+
√
x; á) y =

sinx

1 + tg x
;

â) y = arctg

√
1− x

1−
√
x

; ã) y = (x4 + 5)ctg x;

ä) y = ey + 4x; å)

{
x = arctg t,
y = ln(1 + t2).

8.13.

à) y = x
3

√
1 + x2

1− x2
; á) y = x2 sin3 x;

â) y = arctg
(

tg
x

2
+ 1

)
; ã) y = x3x · 2x;

ä) 4 sin2(x+ y) = x; å)

{
x = arcsin t,

y =
√

1− t2.
8.14.

à) y =
x
√
x+ 1

x2 + x+ 1
; á) y = x sinx2;

â) y = ln(x+
√

1 + x2)−
√

1 + x2 arctg x; ã) y = (sinx)tg 1
x ;

ä) tg y = 4y − 5x; å)

{
x = 3(t− sin t),
y = 3(1− cos t).

8.15.

à) y =
√
x+ 3
√
x; á) y =

2 sinx

1 + cos x
;
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â) y =
1

2
ln(e2x + 1)− 2 arctg ex; ã) y = (sinx)5ex ;

ä) xy − 6 = cos y; å)

{
x = 3(sin t− t cos t),
y = 3(cos t+ t sin t).

8.16.

à) y = 5

√
x2 +

√
x+

1

x
; á) y =

x

cos2 x
;

â) y = ln(ex +
√
e2x − 1) + arcsin e−x; ã) y = xe

x

x9;

ä) y2 = x+ ln
y

x
; å)

{
x = sin 2t,
y = cos2 t.

8.17.

à) y =
3x+

√
x√

x2 + 2
; á) y = cos 2x− 2 sin2 x;

â) y = arcsin ex −
√

1− e2x; ã) y = (x3 + 4)tg x;

ä) x2y2 + x = 5y; å)

{
x = e3t,
y = e−3t.

.

8.18.

à) y =
(x2 − 2)

√
4 + x2

24x3
; á) y = (x3 + 2)e4x+3;

â) y =
√
x− (1 + x) arctg

√
x; ã) y = (sin

√
x)

1
x ;

ä) sin y = xy2 + 5; å)

{
x = ln t

t
,

y = t2 ln t.

8.19.

à) y =
(x2 − 6)

√
(4 + x2)3

12x12
; á) y = etg x cosx;

â) y =
2

3

√
(arctg ex)3; ã) y = xe

sin x

;

ä) yey = ex+1; å)

{
x = arccos t,

y =
√

1− t2.
8.20.

à) y =

√
(1 + x2)3

3x3
; á) y = e

x√
3 arctg2 x;

â) y = ln ln

√
1− cosx

1 + cos x
; ã) y = (ln(x+ 7))ctg 2x ;

ä) y lnx− x ln y = 1; å)

{
x = t2 + 1,

y = et
2
.

8.21.

à) y =
x2

2
√

1− 3x4
; á) y = e− cosx arcsinx;

â) y = ln

√
1 + tg x

1− tg x
− x; ã) y = (sin 4x)arctg 1

x ;
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ä) arcctg y = 4x+ 5y; å)

{
x = tg t+ ctg t,
y = 2 ln ctg t.

8.22.

à) y =
3x+

√
x√

x2 + 2
; á) y = ln(x− 3) arccos 3x4;

â) y = ln2(x+ cosx); ã) y = x2x5x;

ä) 3x+ sin y = 5y; å)

{
x = 2t− sin 2t,
y = sin3 t.

8.23.

à) y = 3 3

√
x+ 1

(x− 1)2
; á) y = 3cosx ln(x2 − 3x+ 7);

â) y = arcsin
x− 2

(x− 1)
√

2
; ã) y = (tg 3x4)

√
x+3;

ä) xy = ctg y, å)

{
x = 3

√
(t− 1)2;

y =
√
t− 1.

8.24.

à) y =
x6 + x3 − 2√

1− x3
; á) y = (x2 + 3x+ 1)e3x+2;

â) y = ln 4

√
1 + 2x

1− 2x
; ã) y = (arccosx)

√
cosx;

ä) ctg2(x+ y) = 5x; å)

{
x = ln2 t,
y = t+ ln t.

8.25.

à) y =
5

4

√
(x2 + 2)3

; á) y = e1−2x sin(2 + 3x);

â) y = ln sin
2x+ 4

x+ 1
; ã) y = (arcsinx)e

x

;

ä) y2 =
x− y
x+ y

; å)

{
x = tet,
y = t

et
.

8.26.

à) y =
2x− 1√

1− x
; á) y = (1− x− x2)e

x−1
2 ;

â) y = ln cos
2x+ 3

2x+ 1
; ã) y = (arctg x+ 7)cos 2x;

ä) x4 + x2y2 + y = 4; å)

{
x = arcsin t,
y = ln t.

8.27.

à) y = 3
3
√
x2 + x+ 1

x+ 1
; á) y = (5x− 8)2−x;

â) y = ln ln
(

1 +
1

x

)
; ã) y = (log5(3x+ 2))arccosx;



40 Ðîçäië 2. Òåìà �2

ä) xy2 − y3 = 4x− 5; å)

{
x = cos t,
y = ln sin t.

8.28.

à) y =
(2x2 + 3)

√
x2 − 3

9x3
; á) y =

e−x
2

2x
;

â) y = arcsin

√
x

x+ 1
+ arctg

√
x; ã) y = xx

x

;

ä) x2y + arctg
y

x
= 0; å)

{
x = ln t,
y = sin2 t.

8.29.

à) y =

√
x− 1(3x+ 2)

4x2
; á) y =

√
xe

x
2 ;

â) y = arccos
x2 − 4

4x2
; ã) y = (

√
x)

3√x;

ä) xy = yx; å)

{
x = arcsin t,
y = ln(1− t2).

Çàäà÷à �9.

Çíàéòè ãðàíèöi çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ.
9.1.

à) lim
x→0

x− sinx

x− tg x
; á) lim

x→0

(
ex + e−x − 2

)
ctg x;

â) lim
x→0

(cos 2x)
3
x2 .

9.2.

à) lim
x→0

e3x − 3x− 1

sin2 5x
; á) lim

x→1
(x− 1) ctg π(x− 1);

â) lim
x→0+

(
ln

1

x

)x
.

9.3.

à) lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sinx
; á) lim

x→1

(
1

lnx
− x

lnx

)
;

â) lim
x→0

(arctg x)tg x .

9.4.

à) lim
x→0

x(ex + 1)− 2(ex − 1)

x3
; á) lim

x→0

(
1

arctg x
− 1

x

)
;

â) lim
x→π

2

(tg x)2x−π.

9.5.

à) lim
x→0

lnx

1 + 2 ln sinx
; á) lim

x→∞
x sin

3

x
;

â) lim
x→0

x
1

ln(ex−1) .
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9.6.

à) lim
x→π

4

3
√

tg x− 1

2 sin2 x− 1
; á) lim

x→1
(x− 1) tg

πx

2
;

â) lim
x→0+

x
3

1+ln x .

9.7.

à) lim
x→0

ex sinx− x
3x2 + x5

; á) lim
x→π

2

(
x

ctg x
− π

2 cosx

)
;

â) lim
x→1

x
1

1−x .

9.8.

à) lim
x→0

sinx− x cosx

x2 sinx
; á) lim

x→1+
lnx ln(x− 1);

â) lim
x→+∞

(
2

π
arctg x

)x
.

9.9.

à) lim
x→π

4

ctg x− 1

sin 4x
; á) lim

x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
;

â) lim
x→+∞

(x+ 2x)
1
x .

9.10.

à) lim
x→+∞

π − 2 arctg x

e
3
x − 1

; á) lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
;

â) lim
x→0

(ex + x)
1
x .

9.11.

à) lim
x→0

tg x− x
x− sinx

; á) lim
x→ 1

2

ln 2x ln(2x− 1);

â) lim
x→1

(1 + sin πx)ctg πx.

9.12.

à) lim
x→1

1− 4 sin2 πx
6

1− x2
; á) lim

x→+∞
x3e−x;

â) lim
x→1

(1− x)log2 x.

9.13.

à) lim
x→0

π
x

ctg πx
2

; á) lim
x→0

arcsinx ctg x;

â) lim
x→1

(x− 1)x−1.

9.14.

à) lim
x→∞

e
1
x2 − 1

2 arctg x2 − π
; á) lim

x→1

(
1

2(1−
√
x)
− 1

3(1− 3
√
x)

)
;

â) lim
x→1

x
1

x−1 .

9.15.

à) lim
x→0

ln(1 + xex)

ln(x+
√

1 + x2)
; á) lim

x→0
x2e

1
x2 ;
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â) lim
x→0

(ctg 2x)
1

ln x .

9.16.

à) lim
x→0

1− cosx2

x2 − sinx2
; á) lim

x→0

(
1− e2x

)
ctg x;

â) lim
x→0

(1 + sin2 x)
1

tg2 x .

9.17.

à) lim
x→0

3 tg 4x− 12 tg x

3 sin 4x− 12 sinx
; á) lim

x→1
(x− 1) ctg π(x− 1);

â) lim
x→0

(cos 2x)
3
x2 .

9.18.

à) lim
x→0

cos(ex
2 − 1)− 1

cosx− 1
; á) lim

x→0

(
1

x2
− ctg2 x

)
;

â) lim
x→0

(
tg x

x

) 1
x2

.

9.19.

à) lim
x→3

cosx · ln(x− 3)

ln(ex − e3)
; á) lim

x→+∞
(x− ln3 x);

â) lim
x→π

2

(tg x)2x−π.

9.20.

à) lim
x→π

4

ctg x− 1

sin 4x
; á) lim

x→1
sin(x− 1) tg

πx

2
;

â) lim
x→+∞

x
1
x .

9.21.

à) lim
x→0

tg x− x
2 sinx+ x

; á) lim
x→5

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
;

â) lim
x→0

x
√

1− 2x.

9.22.

à) lim
x→1−

3
√

1 + 2x+ 1√
2 + x+ x

; á) lim
x→ 1

3

(
x

3x− 1
− 1

ln 3x

)
;

â) lim
x→0

x
√

cos
√
x.

9.23.

à) lim
x→0

ln(1 + x2)

cos 3x− e−x
; á) lim

x→+∞

(
ex − x2

)
;

â) lim
x→∞

(
cos

1

x
+ sin

1

x

)x
.

9.24.

à) lim
x→0

etg x − 1

tg x− x
; á) lim

x→+∞

(
lnx−

√
x
)

;

â) lim
x→0

(
cosx

cos 2x

) 1
x2

.
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9.25.

à) lim
x→1

lnx

1− x3
; á) lim

x→π
2

(
x− π

2

)
tg x;

â) lim
x→∞

(1 + ex)
1
x .

9.26.

à) lim
x→0

arcsin 4x

5− 5e−3x
; á) lim

x→1

(
5

x5 − 1
− 1

x7 − 1

)
;

â) lim
x→∞

x
6

1+2 ln x .

9.27.

à) lim
x→0

arcsin 2x− 2 arcsinx

x3
; á) lim

x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
;

â) lim
x→0

(
1 + sin2 x

) 1
tg2 x .

9.28.

à) lim
x→0

ax − asinx

x3
; á) lim

x→0

(
ctg x− 1

x

)
;

â) lim
x→0

(
1 + 3 tg2 x

)ctg2 x
.

9.29.

à) lim
x→π

6

1− 2 sinx

cos 3x
; á) lim

x→0

(
1

x3
− ctg3 x

)
;

â) lim
x→0

(
2− x

a

)tg πx
2a

.

9.30.

à) lim
x→π

4

1
cos2x

− 2 tg x

1 + cos 4x
; á) lim

x→0

(
1

x2
− 1

sin2 x

)
;

â) lim
x→0

(
5

2 +
√

9 + x

) 1
sin x

.

Çàäà÷à �10.

Äîñëiäèòè ìåòîäàìè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ ôóíêöiþ i ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê.

10.1. y =
x2 − 5

x− 3
. 10.2. y =

x4

x3 − 1
. 10.3. y =

8(x− 1)

(x+ 1)2
. 10.4. y =

x2

(x− 1)2
.

10.5. y =
2− 4x2

1− 4x2
. 10.6. y =

4− x3

x2
. 10.7. y =

x3

x2 + 1
. 10.8. y =

x4

x3 − 8
.

10.9. y =
x

3
+

2

x
. 10.10. y =

x2(1− x)

(x+ 1)2
. 10.11. y =

x2 + 1

x2 − 4
. 10.12. y =

4x

4 + x2
.

10.13. y =
x2 − 1

x2 + 1
. 10.14. y =

x2

x− 1
. 10.15. y = −4x3 + 5

x
. 10.16. y =

4x3

x3 − 1
.

10.17. y =
x2 − x+ 1

x− 1
. 10.18. y =

(
1 +

1

x

)2

. 10.19. y =
2

x2 + 2x
. 10.20. y =

1

x4 − 1
.

10.21. y =
12x

9 + x2
. 10.22. y =

x2 − 4x+ 1

x− 4
. 10.23. y =

3x− 2

x3
. 10.24. y =

x2 + 2x− 7

x2 + 2x− 3
.

10.25. y =
2x

(x+ 1)2
. 10.26. y =

x2 − 3x+ 3

x− 1
. 10.27. y =

12− 3x2

x2 + 12
. 10.28. y =

x2 − 1

x2 + 1
.

10.29. y =
4x4 + 1

x3
. 10.30. y =

(x− 1)2

x2
.



Ðîçäië 3

Ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ. Iíòåãðàëüíå

÷èñëåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨

3.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

Ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ. Ãðàíèöÿ. Håïåðåðâíiñòü.
×àñòèííi ïîõiäíi. Ïîõiäíà â íàïðÿìêó i ãðàäi¹íò. Ïîâíèé äèôåðåíöiàë. Çàñòîñóâàííÿ ïîâíîãî

äèôåðåíöiàëà äî íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü. Äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨. Äîòè÷íà ïëîùèíà
òà íîðìàëü äî ïîâåðõíi. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ïîâíîãî äèôåðåíöiàëà.

×àñòèííi ïîõiäíi òà ïîâíi äèôåðåíöiàëè âèùèõ ïîðÿäêiâ. Ôîðìóëà Òåéëîðà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ.
Åêñòðåìóì ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ. Håîáõiäíà òà äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìà. Ìåòîä íàé-

ìåíøèõ êâàäðàòiâ. Óìîâíèé åêñòðåìóì. Ìåòîä ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Hàéáiëüøå òà íàéìåíøå
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ íà îáìåæåíié çàìêíåíié ìíîæèíi.

Ïåðâiñíà. Håâèçíà÷åíèé iíòåãðàë i éîãî âëàñòèâîñòi. Òàáëèöÿ îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ. Áåçïîñåðå-
äí¹ iíòåãðóâàííÿ. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i ïiäñòàíîâêîþ. Êîìïëåêñíi ÷èñëà. Òåîðiÿ ìíîãî÷ëåíà
n-ãî ñòåïåíÿ. Hàéïðîñòiøi ðàöiîíàëüíi äðîáè òà iíòåãðóâàííÿ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié. Ií-
òåãðóâàííÿ äåÿêèõ iððàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ. Iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ, ÿêi ìiñòÿòü òðèãîíîìåòðè÷íi
ôóíêöi¨.

Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíèõ ñóì. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó.
Ôîðìóëà Hüþòîíà-Ëåéáíiöà. Çàìiíà çìiííî¨ òà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ó âèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi.
Hàáëèæåíå îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó.

Håâëàñíi iíòåãðàëè.
Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ äî îá÷èñëåíÿ ïëîù ïëîñêèõ ôiãóð, äîâæèí äóã êðèâèõ,

îá'¹ìiâ òië i ïëîù ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ. Ôiçè÷íi çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó.

3.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Ïåðåâiðèòè, ÷è ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíå ðiâíÿííÿ

∂2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+
∂2u

∂y2
=

4y2x

x2 + y2
· ∂u
∂x
, u = ln(x2 + y2).

Ðîçâ'ÿçîê.

44
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Ðèñ. 3.1:

Çíàõîäèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó:

∂u

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

2y

x2 + y2
,

∂2u

∂x2
=

2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
,

∂2u

∂x∂y
=

−4xy

(x2 + y2)2
,

∂2u

∂y2
=

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
.

Ïiäñòàâèìî îäåðæàíi çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ â ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè çàäàíîãî ðiâíÿííÿ

2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
+

8x2y2

(x2 + y2)2
+

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

8x2y2

(x2 + y2)2
,

4y2x

x2 + y2
· 2x

x2 + y2
=

8y2x2

(x2 + y2)2
.

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè, áà÷èìî, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ çàäàíå ðiâíÿííÿ.
Ïðèêëàä 2. Çíàéòè íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = x2 − xy + 2y2 + 3x + 2y + 1

â îáëàñòi, îáìåæåíié ïðÿìèìè: x = 0, y = 0, x+ y + 5 = 0 (ðèñ.3.1).
Ðîçâ'ÿçîê.
1) Çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè äàíî¨ ôóíêöi¨

∂z

∂x
= 2x− y + 3,

∂z

∂y
= −x+ 4y + 2.

Ç ñèñòåìè ðiâíÿíü
{ 2 x− y + 3 = 0, − x+ 4y + 2 = 0.

îäåðæó¹ìî ñòàöiîíàðíó òî÷êó (−2;−1).
Îá÷èñëèìî z(−2;−1) = −3.
2) Äîñëiäèìî ôóíêöiþ z íà ãðàíèöÿõ îáëàñòi
à) Ïðè y = 0 ìà¹ìî z = x2 + 3x+ 1, −5 ≤ x ≤ 0. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â ñòàöiîíàðíié

òî÷öi i íà êiíöÿõ âiäðiçêà [−5; 0]. Ìà¹ìî z′ = 2x + 3; z′ = 0 ïðè x = −3
2
i z

(
−3

2
; 0
)

= −5
4
,

z(−5; 0) = 11; z(0; 0) = 1.
á) Ïðè x = 0, z = 2y2 + 2y+ 1, −5 ≤ y ≤ 0. Ìà¹ìî z′ = 4y+ 2; z′ = 0 ïðè y = −1

2
i z
(
0;−1

2

)
= 1

2
,

z(0;−5) = 41, z(0; 0) = 1.
â) Håõàé x + y + 5 = 0, òîáòî y = −x − 5 i z = 4x2 + 26x + 41. Ìà¹ìî z′ = 8x + 26; z′ = 0 ïðè

x = −13
4
i z
(
−13

4
;−7

4

)
= −5

4
, z(−5; 0) = 11, z(0;−5) = 41.
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Ïîðiâíþþ÷è âñi çíàéäåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

zíàéá. = 41 â òî÷öi (0;−5),

zíàéì. = −3 â òî÷öi (−2;−1),

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè

a)
∫ xdx

1 + x4
; á)

∫
x lnxdx; â)

∫ 5x+ 3√
x2 + 4x+ 10

dx;

ã)
∫ xdx

(x2 + 1)(x− 1)
; ä)

∫ dx√
x+ 3
√
x

; å)
∫ dx

1 + sin x
.

Ðîçâ'ÿçîê.

a)
∫ xdx

1 + x4
=

1

2

∫ d(x2)

1 + (x2)2
=

1

2
arctg x2 + C.

á)
∫
x lnxdx =

∣∣∣∣∣ u = lnx, du = dx
x

dv = xdx, v = x2

2

∣∣∣∣∣ =

=
x2

2
lnx−

∫ x2

2

1

x
dx =

x2

2
lnx− x2

4
+ C.

â)
∫ 5x+ 3√

x2 + 4x+ 10
dx =

∫ 5
2
(2x+ 4) + (3− 10)√

x2 + 4x+ 10
dx =

=
5

2

∫ 2x+ 4√
x2 + 4x+ 10

dx− 7
∫ dx√

(x+ 2)2 + 6
=

= 5
√
x2 + 4x+ 10− 7 ln |x+ 2 +

√
x2 + 4x+ 10|+ C.

ã) Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíèé äðiá íå íàéïðîñòiøi

x

(x2 + 1)(x− 1)
=
Ax+B

x2 + 1
+

C

x− 1
.

Îòæå,
x = (Ax+B)(x− 1) + C(x2 + 1).

Ïîêëàâøè x = 1 îäåðæèìî 1 = 2C, C = 1
2
. Ïîêëàâøè x = 0, îäåðæèìî 0 = −B + C, B = 1

2
.

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè x2, îäåðæèìî 0 = A+ C, A = −1
2
. Òàêèì ÷èíîì,

∫ xdx

(x2 + 1)(x− 1)
= −1

2

∫ x− 1

x2 + 1
dx+

1

2

∫ dx

x− 1
=

= −1

2

∫ xdx

x2 + 1
+

1

2

∫ dx

x2 + 1
+

1

2

∫ dx

x− 1
=

= −1

4
ln(x2 + 1) +

1

2
arctg x+

1

2
ln |x− 1|+ C.

ä)
∫ dx√

x+ 3
√
x

=

∣∣∣∣∣ t = 6
√
x, x = t6

dx = 6t5dt

∣∣∣∣∣ =
∫ 6t5dt

t3 + t2
=
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Ðèñ. 3.2:

= 6
∫ t3dt

1 + t
= 6

[∫
(t2 − t+ 1)dt−

∫ dt

t+ 1

]
+ C =

= 6

[
t3

3
− t2

2
+ t− ln |t+ 1|

]
+ C =

= 2
√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− 6 ln | 6

√
x+ 1|+ C.

å)
∫ dx

1 + sin x
=

∣∣∣∣∣ t = tg x
2
, sinx = 2t

1+t2
,

x = 2 arctg t, dx = 2dt
1+t2

∣∣∣∣∣ =

= 2
∫ dt

(1 + t)2
= − 2

1 + t
+ C = − 2

1 + tg x
2

+ C.

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü

+∞∫
1

dx

x2 + 4x+ 13
.

Ðîçâ'çîê.

+∞∫
1

dx

x2 + 4x+ 13
= lim

b→+∞

b∫
1

dx

(x+ 2)2 + 9
=

= lim
b→+∞

1

3
arctg

x+ 2

3

∣∣∣∣b
1

=
1

3
lim
b→+∞

(
arctg

b+ 2

3
− arctg 1

)
=

=
1

3

(
π

2
− π

4

)
=

π

12
.

Ïðèêëàä 5. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè, çàäàíèìè ðiâíÿííÿìè: y = x,
y = 2− x2 (ðèñ.3.2).

Ðîçâ'ÿçîê.
Çíàéäåìî àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó ïðÿìî¨ y = x ç ïàðàáîëîþ y = 2− x2. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó

ðiâíÿíü { y = x,
y = 2− x2, îäåðæèìî x1 = −2, x2 = 1. Öå i ¹ ìåæi iíòåãðóâàííÿ. Òîäi

S =

1∫
−2

[(2− x2)− x]dx =

[
2x− x3

3
− x2

2

]1

−2

=
9

2
(êâ.îä.).
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3.3 Çàâäàííÿ òåìè 3

Çàäà÷à �11.

Ïåðåâiðèòè, ÷è ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíå ðiâíÿííÿ.
11.1.

x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2∂

2u

∂y2
= 0, u =

y

x
.

11.2.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 3(x3 − y3), u = ln

x

y
+ x3 − y3.

11.3.
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = ln(x2 + (y + 1)2).

11.4.

y
∂2u

∂x∂y
= (1 + y lnx)

∂u

∂x
, u = xy.

11.5.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u, u =

xy

x+ y
.

11.6.

x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
= 0, u = exy.

11.7.

4
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂y2
, u = sin2(x− 2y).

11.8.

x2∂
2u

∂x2
− y2∂

2u

∂y2
= 0 u = y

√
y

x
.

11.9.
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0, u = ln(x2 − y2).

11.10.

9
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂y2
, u = e− cos(x+3y).

11.11.
∂u

∂x
+
∂u

∂y
=
x+ 2y

u
, u =

√
2xy + y2.

11.12.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u, u = x ln

y

x
.

11.13.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0, u = arcsin

x

x+ y
.

11.14.

y
∂u

∂x
− x∂u

∂y
= 0, u = ln(x2 + y2).
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11.15.

x2∂u

∂x
− xy∂u

∂y
+ y2 = 0, u =

y2

3x
+ arcsin(xy).

11.16.
∂2u

∂x∂y
= 0, u = arctg

x+ y

1− xy
.

11.17.
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = ln(x2 + y2 + 2x+ 1).

11.18.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ u = 0, u =

2x+ 3y

x2 + y2
.

11.19.
1

x

∂u

∂x
+

1

y

∂u

∂y
=

u

y2
, u =

y

(x2 − y2)5
.

11.20.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 2u, u = (x2 + y2) tg

x

y
.

11.21.

9
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0, u = e−(x+3y) sin(x+ 3y).

11.22.

x2∂
2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2∂

2u

∂y2
= 0, u = xey/x.

11.23.
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = arctg

y

x
.

11.24.

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0, u = arctg

x

y
.

11.25.
∂u

∂x
· ∂

2u

∂x∂y
− ∂u

∂y
· ∂

2u

∂x2
= 0 u = ln(x+ e−y).

11.26.

2
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂x∂y
= 0, u = 2 cos2

(
y − x

2

)
.

11.27.
1

x

∂u

∂x
+

1

y

∂u

∂y
=

u

y2
, u = y(x2 − y2).

11.28.
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂x
∂y +

∂2u

∂y2
= 0, u = x sin(x+ y).

11.29.

x
∂u

∂x
+ y2∂

2u

∂y2
+ 2x = u, u = x ln

y

x
.
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11.30.
∂u

∂x
− ∂u

∂y
+ y

∂2u

∂x∂y
= 0, u = ex/y.

Çàäà÷à �12.

Çíàéòè íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = z(x; y) â îáëàñòi G, îáìåæåíié çàäàíèìè
ëiíiÿìè.
12.1.

z = 3x+ y − xy, G : y = x, y = 4, x = 0.

12.2.

z = xy − x− 2y, G : x = 3, y = x, y = 0.

12.3.

z = x2 + 2xy − 4x+ 8y, G : x = 0, x = 1, y = 0, y = 2.

12.4.

z = 5x2 − 3xy + y2, G : x = 0, x = 1, y = 0, y = 1.

12.5.

z = x2 + 2xy − y2 − 4x, G : x− y + 1 = 0, x = 3, y = 0.

12.6.

z = x2 + y2 − 2x− 2y + 8, G : x = 0, y = 0, x+ y − 1 = 0.

12.7.

z = 2x3 − xy2 + y2, G : x = 0, x = 1, y = 0, y = 6.

12.8.

z = 3x+ 6y − x2 − xy − y2, G : x = 0, x = 1, y = 0, y = 1.

12.9.

z = x2 − 2y2 + 4xy − 6x− 1, G : x = 0, y = 0, x+ y − 3 = 0.

12.10.

z = x2 + 2xy − 10, G : y = 0, y = x2 − 4.

12.11.

z = xy − 2x− y, G : x = 0, x = 3, y = 0, y = 4.

12.12.

z =
1

2
x2 − xy, G : y = 8, y = 2x2.

12.13.

z = 3x2 + 3y2 − 2x− 2y + 2, G : x = 0, y = 0, x+ y − 1 = 0.

12.14.

z = 2x2 + 3y2 + 1, G : y =

√
9− 9

4
x2, y = 0.

12.15.

z = x2 − 2xy − y2 + 4x+ 1, G : x = −3, y = 0, x+ y + 1 = 0.

12.16.

z = 3x2 + 3y2 − x− y + 1, G : x = 5, y = 0, x− y − 1 = 0.
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12.17.

z = 2x2 + 2xy − 1

2
y2 − 4x, G : y = 2x, y = 2, x = 0.

12.18.

z = x2 − 2xy +
5

2
y2 − 2x, G : x = 0, x = 2, y = 0, y = 2.

12.19.

z = xy − 3x− 2y, G : x = 0, x = 4, y = 0, y = 4.

12.20.

z = x2 + xy − 2, G : y = 4x2 − 4, y = 0.

12.21.

z = 4y − xy − y2, G : x = 0, y = 0, y = 6− x.
12.22.

z = x3 + y3 − 3xy, G : x = 0, x = 2, y = −1, y = 2.

12.23.

z = 4(x− y)− x2 − y2, G : x+ 2y = 4, x− 2y = 4, x = 0.

12.24.

z = x2 + 2xy − y2 − 4x, G : x = 3, y = 0, y = x+ 1.

12.25.

z = 6xy − 9x2 − 9y2 + 4x+ 4y, G : x = 0, x = 1, y = 0, y = 2.

12.26.

z = x2 + 2xy − y2 − 2x+ 2y, G : y = x+ 2, y = 0, x = 2.

12.27.

z = 4− 2x2 − y2, G : y = 0, y =
√

1− x2.

12.28.

z = 5x2 − 3xy + y2 + 4, G : x = −1, x = 1, y = −1, y = 1.

12.29.

z = x2 + 2xy + 4x− y2, G : x+ y + 2 = 0, x = 0, y = 0.

12.30.

z = 2x2y − x3y − x2y2, G : x = 0, y = 0, x+ y = 6.

Çàäà÷à �13.

Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè.
13.1.

a)
∫ sin 3x√

cos2 3x
dx; á)

∫
x cos 5xdx; â)

∫ (2− x)dx√
8− x2 − 2x

;

ã)
∫ (x− 1)dx

2x3 + 3x2 + x
; ä)

∫ dx
3
√

3x+ 1− 1
; å)

∫ dx

2 + tg x
.

13.2.

a)
∫ cosxdx

2 sinx− 5
; á)

∫ ln(2x+ 1)

x3
dx; â)

∫ xdx

x2 − 7x+ 13
;

ã)
∫ (x+ 4)dx

x3 + 6x2 + 5x
; ä)

∫ √
x√

x+ 1
dx; å)

∫ dx

4 + sin x
.
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13.3.

a)
∫ xdx√

2x2 + 3
; á)

∫
xe3x−5dx; â)

∫ (x+ 2)dx√
x2 + 2x+ 10

;

ã)
∫ (x2 + x− 1)dx

x3 + x2 − 6x
; ä)

∫ (x+ 2)dx√
3x+ 1

; å)
∫ sinxdx

1 + sin x
.

13.4.

a)
∫ sinxdx

2 + 5 cosx
; á)

∫
(x+ 1) cos 2xdx; â)

∫ 2xdx√
x2 + 2x+ 5

;

ã)
∫ dx

x4 + x3 + x2 + x
; ä)

∫ x− 1√
2x− 1

dx; å)
∫

sin 3x cos 5xdx.

13.5.

a)
∫ dx

x ln2 x
; á)

∫ xdx

sin2 x
; â)

∫ 3dx√
x2 + 2x+ 3

;

ã)
∫ x3 − 2x+ 2

(x− 1)2(x2 + 1)
dx; ä)

∫ 3
√

3x+ 4

1 + 3
√

3x+ 4
dx; å)

∫
sin5 2xdx.

13.6.

a)
∫ √2 + tg x

cos2 x
dx; á)

∫
(2− x) cos 3xdx; â)

∫ 3x− 2

x2 − 4x+ 5
dx;

ã)
∫ dx

x4 + 5x2 + 4
; ä)

∫ dx

(9 + 3
√
x)
√
x

; å)
∫ dx

5− 4 cosx
.

13.7.

a)
∫ e3xdx

16 + e6x
; á)

∫
x ln(x− 1)dx; â)

∫ 5dx√
3− x2 − 2x

;

ã)
∫ x2dx

x4 + x2 − 2
; ä)

∫
x
√

2− xdx; å)
∫ 2− sinx

2 + sin x
dx.

13.8.

a)
∫
x cos(x2 + 1)dx; á)

∫
(2x+ 1) arctg xdx; â)

∫ 2x− 8√
1− x− x2

dx;

ã)
∫ (3x− 7)dx

x3 + x2 + 4x+ 4
; ä)

∫ 1 + 4
√
x

x+
√
x
dx; å)

∫ dx

1 + sin2 x
.

13.9.

a)
∫ cosx

3− 5 sin2 x
dx; á)

∫
arctg

√
2x− 1dx; â)

∫ x+ 4√
2− x− x2

dx;

ã)
∫ (2x2 − 3x− 3)dx

(x− 1)(x2 − 2x+ 5)
; ä)

∫ √
x

4
√
x+ 1

dx; å)
∫ dx

3− 2 cosx
.

13.10.

a)
∫ dx

(1 + x2) arctg x
; á)

∫
arcsinx; â)

∫ xdx√
5x2 − 2x+ 1

;

ã)
∫ 3x2 + 8

x4 + 5x2 + 4
dx; ä)

∫ 3
√
x

3
√
x+ 1

dx; å)
∫ sinx

1− sinx
dx.

13.11.

a)
∫
esin2 x sin 2xdx; á)

∫
arctg

√
4x− 1dx; â)

∫ dx

x2 + 4x+ 14
;
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ã)
∫ 2x2 + x+ 1

x3 + x
dx; ä)

∫ dx

1 + 3
√
x+ 1

; å)
∫

sin3 xdx.

13.12.

a)
∫ xdx

(x2 + 4)6
; á)

∫
ln(x2 + 4)dx; â)

∫ dx

x2 + 3x+ 6
;

ã)
∫ (x+ 5)dx

x4 + 2x3 + x2
; ä)

∫ x4dx√
x− 1

; å)
∫

cos5 xdx.

13.13.

a)
∫ x3dx√

1− x8
; á)

∫
(x+ 5) sin 3xdx; â)

∫ 3x+ 4

x2 + 7x+ 14
dx;

ã)
∫ dx

x3 − x2 − x+ 1
; ä)

∫ x2dx√
(5x+ 2)3

; å)
∫

cos 3x cos 9xdx.

13.14.

a)
∫ lnxdx

x
√

7 + ln2 x
; á)

∫
e−3x(2− 9x)dx; â)

∫ 2x− 3

x2 + x+ 5
dx;

ã)
∫ x2 + 4x+ 4

x(x− 1)2
dx; ä)

∫ 3
√
x

3
√
x2 −

√
x
dx; å)

∫
sin 2x sin 5xdx.

13.15.

a)
∫
x · 7x2dx; á)

∫
(3x− 2) cos 5xdx; â)

∫ x− 3

x2 − 9x+ 23
dx;

ã)
∫ (x+ 2)dx

x3 − 2x2 + 2x
; ä)

∫ √2x− 3

x
dx; å)

∫
sin7 xdx.

13.16.

a)
∫ sinx

3
√

cos2 x
dx; á)

∫
e−2x(4x− 3)dx; â)

∫ 2x+ 3

x2 − 7x+ 12
dx;

ã)
∫ 2x2 − 3x+ 12

x3 + x2 − 6x
dx; ä)

∫ √x− 5

x
; å)

∫
cos9 xdx.

13.17.

a)
∫ x+ arctg x

1 + x2
dx; á)

∫
(2− 4x) sin 2xdx; â)

∫ dx√
7x2 + 5x+ 4

;

ã)
∫ (x2 − 3)dx

x3 + 2x2 − 3x
; ä)

∫ dx

x
√
x− 8

; å)
∫

sin4 x cos3 xdx.

13.18.

a)
∫ sinx

3
√

3 + 2 cosx
dx; á)

∫
xe−3xdx; â)

∫ dx√
11 + 5x+ 6x2

;

ã)
∫ xdx

x3 − 3x+ 2
; ä)

∫ xdx
3
√

2x− 3
dx; å)

∫
cos2 x sin5 xdx.

13.19.

a)
∫ 3
√

4 + ln x

x
dx; á)

∫
(4x− 2) cos 2xdx; â)

∫ dx√
5 + 3x− x2

;

ã)
∫ 5x2 + 6x+ 9

(x− 3)2(x+ 1)2
dx; ä)

∫ 1

x2

√
1 + x

x
dx; å)

∫ sin5 x

cos4 x
dx.
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13.20.

a)
∫ arctg

√
x√

x(1 + x)
dx; á)

∫
(5x− 2)e3xdx; â)

∫ xdx√
2x2 + 5x+ 3

;

ã)
∫ 2x2 + 41x− 91

(x− 1)(x+ 3)(x− 4)
dx; ä)

∫ x3

√
x+ 1

dx; å)
∫ cos3 x

sin6 x
dx.

13.21.

a)
∫ xdx

(x2 + 1)2
; á)

∫
x3 lnxdx; â)

∫ xdx√
8− 3x− 2x2

;

ã)
∫ (3x+ 13)dx

(x− 1)(x2 + 2x+ 5)
; ä)

∫ √3x+ 4

x2
dx; å)

∫ sin3 x

cos2 x
dx.

13.22.

a)
∫
x2
√
x3 + 5dx; á)

∫
(x2 + 4x) cosxdx; â)

∫ 3x− 6√
x2 − 4x+ 5

dx;

ã)
∫ x2 − 6x+ 8

x3 + 8
dx; ä)

∫ x3dx√
x− 1

; å)
∫

tg4 xdx.

13.23.

a)
∫ xdx

(x2 + 1)2 + 4
; á)

∫
(3x+ 5) sinxdx; â)

∫ dx

3x2 − x+ 1
;

ã)
∫ 2x2 + 2x+ 20

(x− 1)(x2 + 2x+ 5)
dx; ä)

∫ √
x

x+ 2
dx; å)

∫
sin5 xdx.

13.24.

a)
∫ sin

√
x√

x
dx; á)

∫
x2e8xdx; â)

∫ 3x− 2

x2 − 4x+ 5
dx;

ã)
∫ (x2 + 3x− 6)dx

(x+ 1)(x2 + 6x+ 13)
; ä)

∫ dx

(2− x)
√

1− x
; å)

∫
cos3 xdx.

13.25.

a)
∫ 5x+ 3√

3− x2
dx; á)

∫
lnxdx; â)

∫ dx

2x2 − 5x+ 7
;

ã)
∫ x2 + 3x+ 2

x3 − 1
dx; ä)

∫
x
√
x− 1dx; å)

∫ cos3 x

sin4 x
dx.

13.26.

a)
∫ dx

(x+ 1)
√
x

; á)
∫

(x+ 1)exdx; â)
∫ x− 1

x2 − x− 1
dx;

ã)
∫ 36dx

(x+ 2)(x2 − 2x+ 10)
; ä)

∫ 1 + x

1 +
√
x
dx; å)

∫ dx

cos4 x
.

13.27.

a)
∫ √

arcsinx

1− x2
dx; á)

∫
(x2 + 2x+ 3) cosxdx; â)

∫ dx√
2 + 3x− 2x2

;

ã)
∫ (9x− 9)dx

(x+ 1)(x2 − 4x+ 13)
; ä)

∫ dx

x
√

2x+ 1
; å)

∫
sin2 x cos2 xdx.

13.28.

a)
∫ x2dx√

x6 − 1
; á)

∫
e2x cosxdx; â)

∫ x+ 3√
x2 + 2x+ 2

dx;
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ã)
∫ 7x− 10

x3 + 8
dx; ä)

∫ dx√
x+ 3
√
x

; å)
∫

sin3 x cos4 xdx.

13.29.

a)
∫ xdx√

x4 − 1
; á)

∫
(x+ 5) arctg xdx; â)

∫ dx

x2 + 2x+ 5
;

ã)
∫ (4x2 + 3x+ 17)dx

(x− 1)(x2 + 2x+ 5)
; ä)

∫ √x− 1
3
√
x+ 1

dx; å)
∫

sin2 x cos3 xdx.

13.30.

a)
∫ dx

(x− 7)
√
x

; á)
∫
x2 arctg xdx; â)

∫ xdx√
5x2 − 2x+ 1

;

ã)
∫ dx

(x+ 2)2(x+ 3)2
; ä)

∫ xdx√
x+ 1

; å)
∫

cos2 x sin4 xdx.

Çàäà÷à �14.

Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü.

14.1.

+∞∫
0

xdx

16x4 + 1
14.2.

+∞∫
1

16xdx

16x4 − 1
14.3.

1∫
0

dx
3
√

2− 4x

14.4.

1∫
−1

3x2 + 2
3
√
x2

dx 14.5.

1∫
1
3

ln(3x− 1)

3x− 1
dx 14.6.

+∞∫
0

x2dx
3

√
(x3 + 8)4

14.7.

+∞∫
0

xdx
4

√
(16 + x2)5

14.8.

2
3∫

0

3

√
ln(2− 3x)

2− 3x
14.9.

+∞∫
0

arctg 2x

π(1 + 4x2)
dx.

14.10.

1∫
0

2xdx√
1− x4

14.11.

+∞∫
0

xdx

4x2 + 4x+ 5

14.12.
+∞∫

1/2

16dx

π(4x2 + 4x+ 5)
.

14.13.

0∫
−1/3

dx
3
√

1 + 3x
14.14.

1∫
3/4

dx
5
√

3− 4x
. 14.15.

+∞∫
0

(x+ 2)dx
3

√
(x2 + 4x+ 1)4

14.16.

+∞∫
0

4dx

x(1 + ln2 x)
14.17.

π∫
π/2

sinxdx
7
√

cos2 x
14.18.

+∞∫
0

x sinxdx

14.19.

0∫
−3/4

dx√
4x+ 3

14.20.

+∞∫
0

e−3xdx 14.21.

+∞∫
2

dx

x ln3 x

14.22.

3∫
0

3
√

9xdx
3
√

9− x2
14.23.

+∞∫
0

e−3xxdx 14.24.

1∫
0

x4dx
3
√

1− x5

14.25.

+∞∫
0

dx

2x2 − 2x+ 1
14.26.

1∫
1/2

dx
9
√

1− 2x
14.27.

+∞∫
1

dx

x2(x+ 1)

14.28.

+∞∫
e2

dx

x(lnx− 1)2 14.29.

3/2∫
1

dx√
3x− x2 − 2

14.30.

+∞∫
0

dx

x2 − 3x+ 2

Çàäà÷à �15.

Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè.
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15.1. y = x3, y = 4x.
15.2. y = 2/(1 + x2), y = x2.
15.3. xy = 4, x+ y − 5 = 0.
15.4. y2 = 16− 8x, y2 = 24x+ 48.
15.5. y = x2, y = 6− x, y = 0.
15.6. y = 3x2 + 1, y = 3x+ 7.
15.7. y = x2, y = 2− x2.
15.8. y =

√
x, y = x3.

15.9. y = x+ 1, y = cosx, y = 0.
15.10. y2 = x, y = −x+ 2.

Çíàéòè äîâæèíó äóãè ëiíi¨
15.11. y = x

√
x (0 ≤ x ≤ 4).

15.12. y = 1
2
x2 (0 ≤ x ≤ 1).

15.13. 2y = ex + e−x (0 ≤ x ≤ 1).

15.14. y = ln sin x
(
π
3
≤ x ≤ π

2

)
.

15.15. y = (x+ 1)
√
x+ 1 (−1 ≤ x ≤ 3).

15.16. y = 1− ln cosx
(
0 ≤ x ≤ π

3

)
.

15.17. y = ln(1− x2)
(
0 ≤ x ≤ 1

2

)
.

15.18. y = x2

4
− lnx

2
(1 ≤ x ≤ 2).

15.19. y = arcsinx+
√

1− x2
(
0 ≤ x ≤ 7

9

)
.

15.20. y = 2− ex (ln
√

3 ≤ x ≤ ln
√

8).
Çíàéòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñi Ox ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè

15.21. y = −x2 + 5x− 6, y = 0.
15.22. 2y = x2, 2x+ 2y − 3 = 0.
15.23. y = 3 sin x, y = sinx, 0 ≤ x ≤ π.
15.24. x = 3

√
y − 2, x = 1, y = 1.

15.25. y = 2x− x2, y = −x+ 2, y = 0.
15.26. y = x2, y2 = x.
15.27. y = x2, y = 1, x = 2.
15.28. y =

√
xex, x = 1, y = 0.

15.29. y2 = x, y = 1
2
x.

15.30. y =
√

6x, y =
√

16− x2, x = 0.
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Ðîçäië 4

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ëiòåðàòóðà:

[1]Êí.2; [2]×.2; [3]×.2; [4]; [5]Êí.3; [9].

4.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Çàäà÷à Êîøi. Òåîðåìà iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i Êîøi. Îñíîâíi òèïè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî iíòåãðóþòüñÿ â êâàäðàòóðàõ: ðiâíÿííÿ
ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè, îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ òà çâiäíi äî íèõ, ëiíiéíi ðiâíÿííÿ, ðiâíÿííÿ
Áåðíóëëi, ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ.

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ. Çàäà÷à Êîøi. Òåîðåìà iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i Êîøi. Ðiâíÿííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü çíèçèòè ¨õ ïîðÿäîê.

Ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ: îäíîðiäíi i íåîäíîðiäíi. Ñòðóêòóðà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.
Ìåòîä Ëàãðàíæà âàðiàöi¨ äîâiëüíèõ ñòàëèõ. Ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ iç ñòàëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè. Ðiâíÿííÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ñïåöiàëüíîãî âèäó.

Hîðìàëüíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çàäà÷à Êîøi. Òåîðåìà iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i Êîøi. Ìåòîä âèêëþ÷åííÿ. Hîðìàëüíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ç äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

4.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Â ïóíêòi á) çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâié óìîâi y(x0) = y0.

a)y′ =
y

x
+ 1; á)y′ +

2xy

x2 + 1
= ex; y(0) = 2;

â)(2x+ 3x2y)dx+ (x3 − 3y2)dy = 0.

Ðîçâ'ÿçîê.
à) Öå ðiâíÿííÿ � îäíîðiäíå. Çàñòîñîâóþ÷è ïiäñòàíîâêó y = ux, ìàòèìåìî u′x+ u = u+ 1, àáî

u′ = 1
x
. Çâiäñè u = ln |x|+ C, àáî îñòàòî÷íî

y = x ln |x|+ Cx.
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á) Çàäàíå ðiâíÿííÿ � ëiíiéíå. Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi y = u(x)v(x). Ìà¹ìî

v
du

dx
+ u

dv

dx
+

2x

x2 + 1
uv = ex àáî v

du

dx
+ u(

dv

dx
+

2x

x2 + 1
v) = ex.

Âèáåðåìî ôóíêöiþ v òàê, ùîá dv
dx

+ 2x
x2+1

v = 0. Äëÿ çíàõîäæåííÿ v ìà¹ìî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëþ-
âàíèìè çìiííèìè, ðîçâ'ÿçàâøè ÿêå, çíàõîäèìî îäíó ç òàêèõ ôóíêöié v = 1

x2+1
. Òîäi ôóíêöiþ u

çíàõîäèìî iç ðiâíÿííÿ 1
x2+1

du
dx

= ex àáî

u =
∫

(x2 + 1)exdx = (x2 + 1)ex −
∫

2xexdx =

= (x2 + 1)ex − 2xex + 2ex + C = (x2 − 2x+ 3)ex + C.

Òàêèì ÷èíîì

y =
(x2 − 2x+ 3)ex + C

x2 + 1

-çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ. Âèõîäÿ÷è ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, îäåðæó¹ìî 2 = 3+C
1
, çâiäêè C = −1.

Øóêàíèé ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

y =
(x2 − 2x+ 3)ex − 1

x2 + 1
.

â) Îñêiëüêè ∂
∂y

(2x + 3x2y) = 3x2, ∂
∂x

(x3 − 3y2) = 3x2, òî çàäàíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ
äèôåðåíöiàëàõ. Çíàéäåìî ôóíêöiþ U(x, y), ïîâíèé äèôåðåíöiàë ÿêî¨ dU = = U ′xdx+U ′ydy äîðiâíþ¹
ëiâié ÷àñòèíi çàäàíîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî òàêó, ùî

U ′x = 2x+ 3x2y, U ′y = x3 − 3y2.

Iíòåãðó¹ìî ïî x ïåðøå ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíÿíü, ââàæàþ÷è y ñòàëèì

U =
∫

(2x+ 3x2y)dx = x2 + x3y + φ(y).

Òîäi
U ′y = (x2 + x3y + φ(y))′y = x3 − 3y2;

φ′(y) = −3y2, φ(y) = −y3 + const.

Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

x2 + x3y − y3 = C.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Â ïóíêòi â) çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâèì óìîâàì y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0.

a)yy′′ = y′2; á)y′′ + 2y′ + 10y = 30x− 14;

â)y′′ + 2y′ + y =
e−x

x
; y(1) = 0, y′(1) = 0.

Ðîçâ'ÿçîê.
à) Â ðiâíÿííÿ íå âõîäèòü x. Håõàé y′ = p(y). Òîäi

y′′ =
d(y′)

dx
=
dp(y)

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p′p, yp
dp

dy
= p2.



60 Ðîçäië 4. Òåìà �4

Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê p = 0 i, îòæå, y = C ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíîãî ðiâíÿííÿ. Âââàæà-
þ÷è òåïåð p 6= 0, ñêîðî÷óþ÷è íà p i âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi, ìà¹ìî dp

p
= dy

y
. Iíòåãðóþ÷è, îäåðæó¹ìî

p = C1y; çâiäñè y′ = C1y. Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îäåðæèìî

y = C2e
C1x.

Ðîçâ'ÿçîê y = C òàêîæ çàäà¹òüñÿ öèì âèðàçîì ïðè C1 = 0.
á) Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ k2 + 2k+ 10 = 0 ìà¹ êîðåíi k1 = −1 + 3i; k2 = −1− 3i. Çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ y0 = e−x(C1 cos 3x + C2 sin 3x). ×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê
y1 øóêà¹ìî ó âèãëÿäi y1 = Ax+B. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî y1 äâà ðàçè i ïiäñòàâèìî â çàäàíå ðiâíÿííÿ

y′1 = A; y′′1 = 0;

2A+ 10Ax+ 10B = 30x− 14;

Çâiäñè A = 3, B = −2 i y1(x) = 3x− 2.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ

y = e−x(C1 cos 3x+ C2 sin 3x) + 3x− 2.

â) Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ k2 + 2k + 1 = 0 ìà¹ êîðåíi
k1 = k2 = −1. Òîìó äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ¹ y1 = = e−x, y2 = xe−x,
à éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ȳ = (C1 + C2x)e−x.

Ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi y = C1(x)e−x+C2(x)xe−x. Äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ C1(x) i C2(x) îäåðæó¹ìî ñèñòåìó{

C ′1(x)e−x + C ′2(x)xe−x = 0;

−C ′1(x)e−x + C ′2(x)(1− x)e−x = e−x

x
.

Çâiäñè C ′1(x) = −1, C ′2(x) = 1
x
. Òîäi C1(x) = −x+C1, C2(x) = ln |x|+C2, äå C1 i C2 - äîâiëüíi ñòàëi

i, îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

y = (−x+ C1)e−x + (ln |x|+ C2)xe−x.

Âèõîäÿ÷è ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, îäåðæó¹ìî{
C1 + C2 = 1,
C1 = 1,

òîáòî C1 = 1, C2 = 0.
Øóêàíèé ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

y = (1− x)e−x + x ln |x|e−x.

Ïðèêëàä 3.

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñèñòåìó ïóíêòó à) ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì âèêëþ-
÷åííÿ. Ñèñòåìó ïóíêòó á) ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, à òàêîæ çíàéòè
÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çaäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâèì óìîâaì x(0) = x0, y(0) = y0.
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a)

{
dx
dt

= x+ y + t;
dy
dt

= −4x− 3y + 2t;
á)

{
dx
dt

= 5x+ 4y, x(0) = −1;
dy
dt

= 4x+ 5y, y(0) = 5.
′.
à) Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ïî t:

x′′ = x′ + y′ + 1.

Iç ñèñòåìè îäåðæó¹ìî x′′ = x+y+ t−4x−3y+2t+1 àáî x′′ = −3x−2y+3t+1. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè y = x′ − x− t. Ïiäñòàâèâøè â îäåðæàíå ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî x′′ = −3x− 2(x′ − x− t) + 3t+ 1
àáî x′′ + 2x′ + x = 5t+ 1. Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

x = (C1 + C2t)e
−t + 5t− 9.

Òîäi
y = x′ − x− t = (C2 − 2C1 − 2C2t)e

−t − 6t+ 14.

Îòæå çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê{
x = (C1 + C2t)e

−t + 5t− 9,
y = (C2 − 2C1 − 2C2t)e

−t − 6t+ 14
.

á) Ñêëàäà¹ìî i ðîçâ'ÿçó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ∣∣∣∣∣ 5− k 4
4 5− k

∣∣∣∣∣ = 0, (5− k)2 − 16 = 0, k1 = 1, k2 = 9.

Äëÿ êîðåíÿ k1 = 1 çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð (α1, β1), ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó{
4α1 + 4β1 = 0,
4α1 + 4β1 = 0.

, çíàõîäèìî α1 = −β1 i, îòæå, âåêòîð (1;−1) � âëàñíèé, à x1 = et, y1 = −et - ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè.

Äëÿ êîðåíÿ k2 = 9 çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð (α2, β2), ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó{
−4α1 + 4β1 = 0,
4α1 − 4β1 = 0,

,

Çíàõîäèìî α2 = β2 i, îòæå, âåêòîð (1;1) � âëàñíèé, à x2 = = e9t, y2 = e9t � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ÷åðåç äâà çíàéäåíèõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêè.{
x = C1e

t + C2e
9t;

y = −C1e
t + C2e

9t.

Âèêîðèñòàâøè ïî÷àòêîâi óìîâè, îäåðæèìî:{
C1 + C2 = −1,
−C1 + C2 = 5

.

Çâiäñè ìà¹ìî C1 = −3;C2 = 2. ×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè{
x = −3et + 2e9t;
y = 3et + 2e9t .
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4.3 Çàâäàííÿ òåìè 4

Çàäà÷à �16.

Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Â ïóíêòi á) çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ïî÷àòêîâié óìîâi y(x0) = y0.
16.1.

a)y − xy′ = x

cos y
x

; á)y′ − y

x
= x2, y(1) = 0;

â)3x2eydx+ (x3ey − 1)dy = 0.

16.2.

a)(y2 − 3x2)y′ + 2xy = 0; á)y′ − y ctg x = 2x sinx, y
(
π

2

)
= 0;

â)

(
3x2 +

2

y
cos

2x

y

)
dx− 2x

y2
cos

2x

y
dy = 0.

16.3.

a)(x+ 2y)dx− xdy = 0; á)y′ + y cosx =
1

2
sin 2x, y(0) = 0;

â)(3x2 + 4y2)dx+ (8xy + ey)dy = 0.

16.4.

a)(x− y)dx+ (x+ y)dy = 0; á)y′ + y tg x = cos2 x, y
(
π

4

)
=

1

2
;

â)
(

2x− 1− y

x2

)
dx−

(
2y − 1

x

)
dy = 0.

16.5.

a)(y2 − 2xy)dx+ x2dy = 0; á)y′ − y

x+ 2
= x2 + 2x, y(−1) =

3

2
;

â)
(
y2 +

y

cos2 x

)
dx+ (2xy + tg x)dy = 0.

16.6.

a)y2 + x2y′ = xyy′; á)y′ − y

x+ 1
= ex(x+ 1), y(0) = 1;

â)(3x2y + 2y + 3)dx+ (x3 + 2x+ 3y2)dy = 0.

16.7.

a)xy′ − y = x tg
(
y

x

)
; á)y′ − y

x
= x sinx, y

(
π

2

)
= 1;

â)

(
x√

x2 + y2
+

1

x
+

1

y

)
dx+

(
y√

x2 + y2
+

1

y
− x

y2

)
dy = 0.

16.8.

a)xy′ = y − xe
y
x ; á)y′ +

y

x
= sinx, y(π) =

1

π
;

â)[(sin 2x− 2cos(x+ y)]dx− 2 cos(x+ y)dy = 0.

16.9.

a)xy′ − y = (x+ y) ln
(
x+ y

x

)
; á)y′ +

y

2x
= x2, y(1) = 1;
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â)

(
xy2 +

x

y2

)
dx+

(
x2y − x2

y3

)
dy = 0.

16.10.

a)xy′ = y cos ln
y

x
; á)y′ +

2x

1 + x2
y =

2x2

1 + x2
, y(0) =

2

3
;

â)

(
1

x2
+

3y2

x4

)
dx− 2y

x3
dy = 0.

16.11.

a)(y +
√
xy)dx = xdy; á)y′ +

y

x
= 2 ln x+ 1, y(1) = 3;

â)
y

x2
cos

y

x
dx−

(
1

x
cos

y

x
+ 2y

)
dy = 0.

16.12.

a)xy′ =
√
x2 − y2 + y; á)y′ +

y

x
=
x+ 1

x
ex, y(1) = e;

â)

(
x√

x2 + y2
+ y

)
dx+

(
x+

y√
x2 + y2

)
dy = 0.

16.13.

a)y = x
(
y′ − e

y
x

)
; á)y′ − y

x
= −2

lnx

x
, y(1) = 1;

â)
1 + xy

x2y
dx+

1− xy
xy2

dy = 0.

16.14.

a)y′ =
y

x
− 1; á)y′ − y

x
= −12

x3
, y(1) = 4;

â)
dx

y
− x+ y2

y2
dy = 0.

16.15.

a)y′x+ x+ y = 0; á)y′ +
2

x
y = x3, y(1) = −5

6
;

â)
y

x2
dx− xy + 1

x
dy = 0.

16.16.

a)ydx+ (2
√
xy − x)dy = 0; á)y′ +

y

x
= 3x, y(1) = 1;

â)
(
xex +

y

x2

)
dx− 1

x
dy = 0.

16.17.

a)xdy − ydx =
√
x2 + y2dx; á)y′ − 2xy

1 + x2
= 1 + x2, y(1) = 3;

â)

(
10xy − 1

sin y

)
dx+

(
5x2 +

x cos y

sin2 y
− y2 sin y3

)
dy = 0.

16.18.

a)xy′ = 3
√
x2 + y2 + y; á)y′ + y tg x =

2 sinx

cos2 x
, y(0) = −3;
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â)

(
y

x2 + y2
+ ex

)
dx− xdy

x2 + y2
= 0.

16.19.

a)(x− y)ydx− x2dy = 0; á)y′ +
3y

x
=

2

x3
, y(1) = 1;

â)eydx+ (cos y + xey)dy = 0.

16.20.

a)xy + y2 = (2x2 + xy)y′; á)y′ + 2xy = −2x3, y(1) = e−1;

â)(y3 + cosx)dx+ (3xy2 + ey)dy = 0.

16.21.

a)(x2 − 2xy)y′ = xy − y2; á)y′ +
xy

2(1− x2)
=
x

2
, y(0) =

2

3
;

â)xey
2

dx+ (x2yey
2

+ tg2 y)dy = 0.

16.22.

a)(2
√
xy − y)dx+ xdy = 0; á)y′ + xy = −x3, y(0) = 3;

â)(5xy2 − x3)dx+ (5x2y − y)dy = 0.

16.23.

a)y′ +
y

x

(
ln
y

x
− 1

)
= 0; á)y′ − 2y

x+ 2
= ex(x+ 1)2, y(0) = 1;

â)[cos(x+ y2) + sin x]dx+ 2y cos(x+ y2)dy = 0.

16.24.

a)x2 + y2 + 2xyy′ = 0; á)y′ + 2xy = xe−x
2

sinx, y(0) = 1;

â)(x2 − 4xy − 2y2)dx+ (y2 − 4xy − 2x2)dy = 0.

16.25.

a)y2 − 2xy − x2y′ = 0; á)y′ − 2y

x+ 1
= (x+ 1)3, y(0) =

1

2
;

â)
(

sin y + y sinx+
1

x

)
dx+

(
x cos y − cosx+

1

y

)
dy = 0.

16.26.

a)(x+ 2y)dx+ xdy = 0; á)y′ − y cosx = − sin 2x, y(0) = 3;

â)

(
1 +

1

y
e
x
y

)
dx+

(
1− x

y2
e
x
y

)
dy = 0

16.27.

a)2x− y + (x+ y)y′ = 0; á)y′ − 4xy = −4x3, y(0) = −1

2
;

â)
(x− y)dx+ (x+ y)dy

x2 + y2
= 0.

16.28.

a)2x3y′ = y(2x2 − y2); á)y′ − y

x
= − lnx

x
, y(1) = 1;

â)2(3xy2 + 2x3)dx+ 3(2x2y + y2)dy = 0.



4.3. Çàâäàííÿ òåìè 4 65

16.29.

a)x2y′ = y(x+ y); á)y′ − 3x2y =
x2(1 + x3)

3
, y(0) = 0;

â)(3x3 + 6x2y + 3xy2)dx+ (2x3 + 3x2y)dy = 0.

16.30.

a)y′ =
x

y
+
y

x
; á)y′ − y cosx = sin 2x, y(0) = −1;

â)xy2dx+ y(x2 + y2)dy = 0.

Çàäà÷à �17.

Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Â ïóíêòi â) çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ïî÷àòêîâèì óìîâàì y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0.
17.1.

a)xy′′ = y′ ln
y′

x
; á)y′′ − 8y′ + 17y = 10e2x;

â)y′′ + π2y =
π

cosπx
, y(0) = 3, y′(0) = 0.

17.2.

a)y′′ tg y = 2(y′)2; á)y′′ + y′ − 6y = (6x+ 1)e3x;

â)y′′ + 3y′ =
9e3x

1 + e3x
, y(0) = ln 4, y′(0) = 3(1− ln 2).

17.3.

a)y′′x lnx = y′; á)y′′ − 7y′ + 12y = 3e4x;

â)y′′ + 4y = 8 ctg 2x, y
(
π

4

)
= 5, y′

(
π

4

)
= 4.

17.4.

a)yy′′ + y′3 = y′2; á)y′′ − 2y′ = 6 + 12x− 24x2;

â)y′′ − 6y′ + 8y =
4

1 + e−2x
, y(0) = 1 + 2 ln 2, y′(0) = 6 ln 2.

17.5.

a)y′′ + 2y(y′)3 = 0; á)y′′ − 6y′ + 34y = 18 cos 5x+ 60 sin 5x;

â)y′′ − y =
ex

1 + ex
, y(0) =

1

2
, y′(0) = −2 ln 2.

17.6.

a)y′′ + y′ tg x = sin 2x; á)y′′ − 2y′ = (4x+ 4)e2x;

â)y′′ + π2y =
π2

sin πx
, y

(
1

2

)
= 1, y′

(
1

2

)
=
π2

2
.

17.7.

a)(1 + ex)y′′ + y′ = 0; á)y′′ + 2y′ + y = 4x3 + 24x2 + 22x− 4;

â)y′′ +
1

π2
y =

1

π2 cos x
π

, y(0) = 2, y′(0) = 0.

17.8.

a)yy′′ + (y′)2 = 0; á)y′′ − 4y′ = 8− 16x;
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â)y′′ − 3y′ =
9e−3x

3 + e−3x
, y(0) = 4 ln 4, y′(0) = 3(3 ln 4− 1).

17.9.

a)x3y′′ + x2y′ = 1; á)y′′ − 2y′ + y = 4ex;

â)y′′ + y = 4 ctg x, y
(
π

2

)
= 4, y′

(
π

2

)
= 4.

17.10.

a)yy′′ − 2yy′ ln y − y′2 = 0; á)y′′ − 8y′ + 20y = 16(sin 2x− cos 2x);

â)y′′ − 6y′ + 8y =
4

2 + e−2x
, y(0) = 1 + 3 ln 3, y′(0) = 10 ln 3.

17.11.

a)xy′′ − y′ − x sin
y′

x
= 0; á)y′′ − 6y′ + 13y = 39e−3x sin 2x;

â)y′′ + 6y′ + 8y =
4e−2x

2 + e2x
, y(0) = 0, y′(0) = 0.

17.12.

a)yy′′ + 1 = y′2; á)y′′ + 2y′ − 3y = (12x2 + 6x− 4)ex;

â)y′′ + 9y =
9

sin 3x
, y

(
π

6

)
= 4, y′

(
π

6

)
=

3π

2
.

17.13.

a)xy′′ + y′ = lnx; á)y′′ + 4y′ + 4y = 6e−2x;

â)y′′ + 9y =
9

cos 3x
, y(0) = 1, y′(0) = 0.

17.14.

a)y′2 + 2yy′′ = 0; á)y′′ + 3y′ = 10− 6x;

â)y′′ − y′ = e−x

2 + e−x
, y(0) = ln 27, y′(0) = ln 9− 1.

17.15.

a)y′′ = 2yy′; á)y′′ + 10y′ + 25y = 40 + 52x− 240x2 − 200x3;

â)y′′ + 4y = 4 ctg 2x, y
(
π

4

)
= 3, y′

(
π

4

)
= 2.

17.16.

a)2xy′y′′ = y′2; á)y′′ + 4y′ + 20y = −4 cos 4x− 52 sin 4x;

â)y′′ − 3y′ + 2y =
1

3 + e−x
, y(0) = 1 + 8 ln 2, y′(0) = 14 ln 2.

17.17.

a)yy′′ + y′ − y′2 = 0; á)y′′ + 4y′ + 5y = 5x2 − 32x+ 5;

â)y′′ − 6y′ + 8y =
4e2x

1 + e−2x
, y(0) = 0, y′(0) = 0.

17.18.

a)y′′ +
2

1− y
y′2 = 0; á)y′′ + 2y′ + y = (12x− 10)e−x;
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â)y′′ + 16y =
16

sin 4x
, y

(
π

8

)
= 3, y′

(
π

8

)
= 2π.

17.19.

a)xy′′ − y′ = x2ex; á)y′′ − 4y = (−24x− 10)e2x;

â)y′′ + 16y =
16

cos 4x
, y(0) = 3, y′(0) = 0.

17.20.

a)x2y′′ + y′2 = 0; á)y′′ + 6y′ + 9y = 72e3x;

â)y′′ − 2y′ =
4e−2x

1 + e−2x
, y(0) = ln 4, y′(0) = ln 4− 2.

17.21.

a)x(y′′ + 1) + y′ = 0; á)y′′ + 16y = 80e2x;

â)y′′ +
y

4
=

1

4
ctg

x

2
, y(π) = 2, y′(π) =

1

2
.

17.22.

a)xy′′ = y′ + x2; á)y′′ + 4y′ = 15ex;

â)y′′ − 3y′ + 2y =
1

2 + e−x
, y(0) = 1 + 3 ln 3, y′(0) = 5 ln 3.

17.23.

a)y′′ +
1

x
y′ = 0; á)y′′ + y′ − 2y = 9 cos x− 7 sinx;

â)y′′ + 3y′ + 2y =
e−x

2 + ex
, y(0) = 0, y′(0) = 0.

17.24.

a)y′′ − y′

x− 1
= x(x− 1); á)y′′ + 2y′ + y = (18x+ 8)e−x;

â)y′′ + 4y =
4

sin 2x
, y

(
π

4

)
= 2, y′

(
π

4

)
= π.

17.25.

a)y′′ =
√

1− y′2; á)y′′ − 14y′ + 49y = 147 sin 7x;

â)y′′ + 4y =
4

cos 2x
, y(0) = 2, y′(0) = 0.

17.26.

a)y′′(1 + y) = 5y′2; á)y′′ + 9y = 10e3x;

â)y′′ + y′ =
ex

2 + ex
, y(0) = ln 27, y′(0) = 1− ln 9.

17.27.

a)xy′′ + 2y′ = 0; á)4y′′ − 4y′ + y = −25 cosx;

â)y′′ + y = 2 ctg x, y
(
π

2

)
= 1, y′

(
π

2

)
= 2.

17.28.

a)y′′ =
y′
√
y

; á)3y′′ − 5y′ − 2y = 14 cos 2x− 10 sin 2x;
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â)y′′ − 3y′ + 2y =
1

1 + e−x
, y(0) = 1 + 2 ln 2, y′(0) = 3 ln 2.

17.29.

a)2yy′′ = y′2 + 1; á)y′′ + 4y′ + 29y = 34e−x;

â)y′′ − 3y′ + 2y =
ex

1 + e−x
, y(0) = 0, y′(0) = 0.

17.30.

a)y′′(2y + 3)− 2y′2 = 0; á)4y′′ + 3y′ − y = 11 cos x− 7 sinx;

â)y′′ + y =
1

sinx
, y

(
π

2

)
= 1, y′

(
π

2

)
=
π

2
.

Çàäà÷à �18.

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñèñòåìó ïóíêòó à) ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì âèêëþ-
÷åííÿ. Ñèñòåìó ïóíêòó á) ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, à òàêîæ çíàéòè
÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâèì óìîâàì x(0) = x0, y(0) = y0.
18.1.

a)

{
dx
dt

= y + 2e2t,
dy
dt

= −x+ e2t;
á)

{
dx
dt

= x+ y, x(0) = 0,
dy
dt

= −8x− 5y, y(0) = 2.

18.2.

a)

{
dx
dt

= 4x− y − 5t+ 1,
dy
dt

= x+ 2y + t− 1;
á)

{
dx
dt

= −x− 2y, x(0) = 0,
dy
dt

= 3x+ 4y, y(0) = 1.

18.3.

a)

{
dx
dt

= 2x+ 4y + cos t,
dy
dt

= −x− 2y + sin t;
á)

{
dx
dt

= 6x− y, x(0) = 1,
dy
dt

= 3x+ 2y, y(0) = 7.

18.4.

a)

{
dx
dt

= −3x− 4y + 2t,
dy
dt

= x+ y + t;
á)

{
dx
dt

= −5x+ 2y, x(0) = 1,
dy
dt

= x− 6y, y(0) = 5.

18.5.

a)

{
dx
dt

= −5x+ 2y + 4et,
dy
dt

= −8x+ 5y + 9et;
á)

{
dx
dt

= 2x+ y, x(0) = −1,
dy
dt

= 3x+ 4y, y(0) = 5.

18.6.

a)

{
dx
dt

= x− y,
dy
dt

= x+ y + et;
á)

{
dx
dt

= 5x− 3y, x(0) = −1,
dy
dt

= x+ y, y(0) = −3.

18.7.

a)

{
dx
dt

= 5x− 3y + 4 sin t,
dy
dt

= 3x− y + 1
3

cos t;
á)

{
dx
dt

= x− y, x(0) = 1,
dy
dt

= 6y, y(0) = 5.

18.8.

a)

{
dx
dt

= 5x− 3y − 15et,
dy
dt

= 3x− y − 11et;
á)

{
dx
dt

= 2x− y, x(0) = −2,
dy
dt

= 3x− 2y, y(0) = 2.

18.9.

a)

{
dx
dt

= −3x− y,
dy
dt

= 5x+ y − 2t;
á)

{
dx
dt

= −2x+ y, x(0) = 2,
dy
dt

= −3x+ 2y, y(0) = −4.

18.10.

a)

{
dx
dt

= −y − t+ 7,
dy
dt

= x− 3t− 5;
á)

{
dx
dt

= x+ y, x(0) = −2,
dy
dt

= −2x+ 4y, y(0) = 1.



4.3. Çàâäàííÿ òåìè 4 69

18.11.

a)

{
dx
dt

= y − cos t,
dy
dt

= −x+ sin t;
á)

{
dx
dt

= x− y, x(0) = 2,
dy
dt

= 2x+ 4y, y(0) = 6.

18.12.

a)

{
dx
dt

= −2x+ y − e2t,
dy
dt

= −3x+ 2y + 6e2t;
á)

{
dx
dt

= −x+ 8y, x(0) = 6,
dy
dt

= x+ y, y(0) = 0.

18.13.

a)

{
dx
dt

= 5x+ 4y + et,
dy
dt

= 4x+ 5y + 2et;
á)

{
dx
dt

= −2x− 3y, x(0) = 3,
dy
dt

= −x, y(0) = 1.

18.14.

a)

{
dx
dt

= 2x− y + 2et,
dy
dt

= 3x− 2y + 4et;
á)

{
dx
dt

= x+ y, x(0) = 1,
dy
dt

= −4x− 4y, y(0) = −4.

18.15.

a)

{
dx
dt

= x+ y − cos t,
dy
dt

= −2x− y + sin t;
á)

{
dx
dt

= −2x+ y, x(0) = −1,
dy
dt

= −3x+ 2y, y(0) = 5.

18.16.

a)

{
dx
dt

= −2x− y + sin t,
dy
dt

= 4x+ 2y + cos t;
á)

{
dx
dt

= 2x+ y, x(0) = −2,
dy
dt

= −6x− 3y, y(0) = 3.

18.17.

a)

{
dx
dt

= y + 3et,
dy
dt

= x− et; á)

{
dx
dt

= 4x− 8y, x(0) = 4,
dy
dt

= −8x+ 4y, y(0) = −2.

18.18.

a)

{
dx
dt

= x+ y + t,
dy
dt

= −2x+ 4y + 6t2;
á)

{
dx
dt

= x− 5y, x(0) = −4,
dy
dt

= −x− 3y, y(0) = 2.

18.19.

a)

{
dx
dt

= −2x− 4y,
dy
dt

= x+ y − t á)

{
dx
dt

= 3x+ y, x(0) = 1,
dy
dt

= 8x+ y, y(0) = −4.

18.20.

a)

{
dx
dt

= −2x− 4y + 1,
dy
dt

= x+ 3y + 6t2;
á)

{
dx
dt

= 5x+ 8y, x(0) = 10,
dy
dt

= 3x+ 3y, y(0) = 0.

18.21.

a)

{
dx
dt

= 3x− 2y + t,
dy
dt

= 3x− 4y;
á)

{
dx
dt

= 2x+ 8y, x(0) = 3,
dy
dt

= x+ 4y, y(0) = −2.

18.22.

a)

{
dx
dt

= 5x− 3y + te2t,
dy
dt

= 3x− y + e2t;
á)

{
dx
dt

= 4x− y, x(0) = 3,
dy
dt

= −x+ 4y, y(0) = 5.

18.23.

a)

{
dx
dt

= x− y + 4 cos 2t,
dy
dt

= 2x− 2y + 5 sin 2t
á)

{
dx
dt

= 7x+ 3y, x(0) = 1,
dy
dt

= x+ 5y, y(0) = −1.

18.24.

a)

{
dx
dt

= x+ y + cos t,
dy
dt

= −2x− y;
á)

{
dx
dt

= x+ 4y, x(0) = 5,
dy
dt

= 2x+ 3y, y(0) = −1.

18.25.

a)

{
dx
dt

= 2x+ y − 4,
dy
dt

= x+ 2y + 3t− 6;
á)

{
dx
dt

= 3x− 2y, x(0) = 3,
dy
dt

= 2x+ 8y, y(0) = −1.
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18.26.

a)

{
dx
dt

= −y + t2,
dy
dt

= x;
á)

{
dx
dt

= x+ 4y, x(0) = 2,
dy
dt

= x+ y, y(0) = 1.

18.27.

a)

{
dx
dt

= 2x− y − sin t,
dy
dt

= 3x− 2y − cos t;
á)

{
dx
dt

= x+ 2y, x(0) = −1,
dy
dt

= 4x+ 3y, y(0) = 4.

18.28.

a)

{
dx
dt

= −x− 2y + 2e−t,
dy
dt

= 3x+ 4y + e−t;
á)

{
dx
dt

= x+ 2y, x(0) = 3,
dy
dt

= 3x+ 6y, y(0) = 2.

18.29.

a)

{
dx
dt

= −3x− y,
dy
dt

= 5x+ y + t2;
á)

{
dx
dt

= 2x+ 3y, x(0) = −5,
dy
dt

= 5x+ 4y, y(0) = 1.

18.30.

a)

{
dx
dt

= −y − sin t,
dy
dt

= x;
á)

{
dx
dt

= 3x+ y, x(0) = −2,
dy
dt

= x+ 3y, y(0) = 4.



Ðîçäië 5

Êðàòíi iíòåãðàëè òà åëåìåíòè âåêòîðíîãî

àíàëiçó

Ëiòåðàòóðà:

[1]Êí.2; [2]×.2; [3]×.1; [4]; [5]Êí.3.

5.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

Ïîäâiéíi òà ïîòðiéíi iíòåãðàëè, ¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi. Ïîíÿòòÿ ïðî n-âèìiðíi iíòåãðàëè. Îá÷è-
ñëåííÿ ïîäiâiéíèõ i ïîòðiéíèõ iíòåãðàëiâ â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ. Çàìiíà çìiííèõ â êðàòíèõ
iíòåãðàëàõ. Ïåðåõiä âiä äåêàðòîâèõ äî ïîëÿðíèõ, öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò. Çàñòî-
ñóâàííÿ êðàòíèõ iíòåãðàëiâ äî çàäà÷ ãåîìåòði¨, ìåõàíiêè i ôiçèêè.

Çàäà÷i, ùî ïðèâîäÿòü äî êðèâîëiéíèõ iíòåãðàëiâ. Îçíà÷åííÿ êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ ïåðøîãî
i äðóãîãî ðîäó, ¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi òà îá÷èñëåííÿ. Çàñòîñóâàííÿ êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ äî
çàäà÷ ãåîìåòði¨ òà ìåõàíiêè. Çâ'ÿçîê ìiæ êðèâîëiíiéíèìè iíòåãðàëàìè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó.
Ôîðìóëà Ãðiíà.

Ïëîùà ïîâåðõíi. Îçíà÷åííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ, ¨õ âëàñòèâîñòi òà îá÷èñëåííÿ.

Ñêàëÿðíå ïîëå. Ïîâåðõíi òà ëiíi¨ ðiâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïîõiäíà çà íàïðÿìîì. Ãðàäi¹íò ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ, éîãî êîîðäèíàòíå òà iíâàðiàíòíå îçíà÷åííÿ. Âåêòîðíå ïîëå. Âåêòîðíi ëiíi¨ òà ¨õ
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ.

Îäíîñòîðîííi òà äâîñòîðîííi ïîâåðõíi. Ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíþ. Ôiçè÷íèé çìiñò
ïîòîêó â ïîëi øâèäêîñòåé ðiäèíè. Îá÷èñëåííÿ ïîòîêó. Òåîðåìà Îñòðîãðàäñüêîãî. Äèâåðãåíöiÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ, ¨¨ iíâàðiàíòíå îçíà÷åííÿ i ôiçè÷íèé çìiñò. Îá÷èñëåííÿ äèâåðãåíöi¨. Ñîëåíî¨äàëüíi
(òðóá÷àñòi) ïîëÿ.

Ëiíiéíèé iíòåãðàë ó âåêòîðíîìó ïîëi. Ðîáîòà ñèëîâîãî ïîëÿ. Öèðêóëÿöiÿ âåòîðíîãî ïîëÿ. Òå-
îðåìà Ñòîêñà. Ðîòîð (âèõîð) ïîëÿ, éîãî êîîðäèíàòíå òà iíâàðiàíòíå îçíà÷åííÿ. Ôiçè÷íèé çìiñò
ðîòîðà â ïîëi øâèäêîñòåé. Håçàëåæíiñòü ëiíiéíîãî iíòåãðàëà âiä ôîðìè øëÿõó iíòåãðóâàííÿ. Ïî-
òåíöiàëüíå ïîëå, óìîâà ïîòåíöiàëüíîñòi ïîëÿ. Îá÷èñëåííÿ ëiíiéíîãî iíòåãðàëà â ïîòåíöiàëüíîìó
ïîëi.

Îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà. Îïåðàöi¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ó âåêòîðíîìó àíàëiçi. Îïåðàòîð Ëàïëàñà, éîãî
âèðàç ó öèëiíäðè÷íèõ i ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ.
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Ðèñ. 5.1:

5.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â ïîâòîðíîìó iíòåãðàëi

1∫
0

dy

1−y∫
−
√

1−y2

f(x, y) dx.

Ðîçâ'ÿçîê.
Áóäó¹ìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ G çà ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ ψ1(y) = −

√
1− y2, ψ2(y) = 1 − y,

y = 0, y = 1 (ðèñ. 5.1)
Çâåðõó îáëàñòü G îáìåæåíà êðèâîþ

ψ(x) =

{ √
1− x2, ïðè − 1 ≤ x ≤ 0,

1− x, ïðè 0 < x ≤ 1,

à çíèçó � ïðÿìîþ y = 0. Òîìó ìà¹ìî

1∫
0

dy

1−y∫
−
√

1−y2

f(x, y) dx =

=

0∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

f(x, y) dy +

1∫
0

dx

1−x∫
0

f(x, y) dy.

Ïðèêëàä 2. Çà äîïîìîãîþ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ îá÷èñëèòè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ïëîùó
ïëîñêî¨ ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà ëiíi¹þ (x2 + y2)2 = 2xy.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, â ÿêié ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ëiíi¨

ìàòèìå âèãëÿä
ρ =

√
sin 2φ.

Ïîáóäó¹ìî êðèâó (ðèñ. 5.2)
Âîíà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïîëþñà i ïðè çìiíi φ âiä 0 äî π

2
ïîòî÷íà òî÷êà îïèøå ïîëîâèíó

êðèâî¨. Òîäi

S = 2

π
2∫

0

dφ

√
sin 2φ∫
0

ρdρ =

π
2∫

0

sin 2φdφ = −1

2
cos 2φ

∣∣∣∣
π
2

0
= 1.
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Ðèñ. 5.2:

Ðèñ. 5.3:

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

y =
√
x, y = 2

√
x, x+ z = 4, z = 0.

′. Çàäàíå òiëî ¹ öèëiíäðî¨äîì, îáìåæåíèì çâåðõó ïëîùèíîþ x + z = 4, çíèçó ïëîùèíîþ z = 0
i áîêiâ ïðÿìèìè öèëiíäðàìè y =

√
x, y = 2

√
x (ðèñ. 5.3à). Îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ïîêàçàíà íà ðèñ.

5.3á.
Ìà¹ìî z = 4− x

∫∫
G

(4− x)dx dy =

4∫
0

dx

2
√
x∫

√
x

(4− x)dy =

4∫
0

(4− x)(2
√
x−
√
x)dx =

=

4∫
0

(4− x)
√
xdx =

(
8

3
x3/2 − 2

5
x5/2

)∣∣∣∣4
0

=
128

15
.

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíi iíòåãðàëè
à)
∫
L

dl
x+2y+5

, äå L - âiäðiçîê ïðÿìî¨ y = 2x−2, ÿêèé ðîçòàøîâàíèé ìiæ òî÷êàìè A(0;−2), B(1; 0).

á)
∫

LAB

xydx+ (x2 + y)dy, ÿêùî LAB- äóãà ïàðàáîëè y = x2, ÿêà ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A(0, 0)

i B(2, 4).
Ðîçâ'ÿçîê.
à) Çíàéäåìî dl =

√
1 + y′2dx =

√
1 + 4 =

√
5dx. Îòæå

∫
L

dl

x+ 2y + 5
=

1∫
0

√
5dx

x+ 2(2x− 2) + 5
=
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Ðèñ. 5.4:

Ðèñ. 5.5:

=
√

5

1∫
0

dx

5x+ 1
=

√
5

5
ln |5x+ 1|

∣∣∣∣∣
1

0

=

√
5

5
ln 6.

á)
∫

LAB

xydx+ (x2 + y)dy =

2∫
0

(x · x2 + (x2 + x2) · 2x)dx =

=

2∫
0

5x3dx =
5

4
x4

∣∣∣∣2
0

= 20.

Ïðèêëàä 5. Â ïóíêòi à) îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó
∫
S

∫
(3x − y + z) dS

ïî ïîâåðõíi S, äå S - ÷àñòèíà ïëîùèíè (p) : x + z − 2y = 2, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ êîîðäèíàòíèìè
ïëîùèíàìè; â ïóíêòi á) îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó

∫
S

∫
(y2 + z2) dx dy, äå S -

âåðõíÿ ñòîðîíà ïîâåðõíi z =
√

1− x2, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíàìè y = 0, y = 1 (ðèñ. 5.4)
Ðîçâ'ÿçîê.
à) Ç ðiâíÿííÿ ïëîùèíè çíàéäåìî: z = 2 − x + 2y, z′x = −1, z′y = 2, dS =

√
1 + z′2x + z′2ydxdy =√

6dxdy.
Çâåäåìî îá÷èñëåííÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà äî îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà ïî îáëàñòi G,

äå G - òðèêóòíèê AOB, ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ ïîâåðõíi S íà ïëîùèíó Oxy (ðèñ. 5.5)
Òîäi ∫

S

∫
(3x− y + z) dS =

∫
G

∫
(3x− y + 2− x+ 2y)

√
6 dx dy =
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=
√

6

0∫
−1

dy

2+2y∫
0

(2x+ y + 2)dx =
√

6

0∫
−1

(x2 + (y + 2)x)
∣∣∣2+2y

0
dy =

=
√

6

0∫
−1

(6y2 + 14y + 8)dy =
√

6(2y3 + 7y2 + 8y)
∣∣∣0
−1

= 3
√

6.

á) Ïðîåêöi¹þ G çàäàíî¨ ïîâåðõíi íà ïëîùèíó Oxy ¹ ïðÿìîêóòíèê, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíî-
ñòÿìè −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Òîäi∫

S

∫
(y2 + z2) dx dy =

∫
S

∫
(y2 + (

√
1− x2)2) dx dy =

=

1∫
−1

dx

1∫
0

(y2 + 1− x2)dy =

1∫
−1

(
y3

3
+ y − x2y

)∣∣∣∣∣
1

0

dx =

=

1∫
−1

(
4

3
− x2

)
dx =

(
4

3
x− x3

3

)∣∣∣∣∣
1

−1

= 2.

Ïðèêëàä 6. Çàäàíî âåêòîðíå ïîëå −→a = (x− 2z)
−→
i + (x+ +3y + z)

−→
j + (5x + y)

−→
k i ïëîùèíó

x+ y + z = 1 (p), ÿêà ðàçîì ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè óòâîðþ¹ ïiðàìiäó V . Håõàé S � îñíîâà
ïiðàìiäè, ÿêà íàëåæèòü ïëîùèíi (p); L � êîíòóð, ÿêèé îáìåæó¹ S; −→n � çîâíiøíÿ íîðìàëü äî
S. Îá÷èñëèòè: à) öèðêóëÿöiþ âåêòîðíîãî ïîëÿ −→a âçäîâæ çàìêíåíîãî êîíòóðà L, çàñòîñóâàâøè
ôîðìóëó Ñòîêñà äî êîíòóðà L i îáìåæåíî¨ íèì ïîâåðõíi S ç íîðìàëëþ −→n ; á) ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ
−→a ÷åðåç ïîâíó ïîâåðõíþ ïiðàìiäè V â íàïðÿìi çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ¨¨ ïîâåðõíi, çàñòîñóâàâøè
ôîðìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî.

Ðîçâ'ÿçîê.
à) Îá÷èñëèìî öèðêóëÿöiþ âåêòîðíîãî ïîëÿ −→a âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòîêñà

Ö =
∮
L

−→a (M) · d−→l =
∫
S

∫
rot−→a (M) · −→n dS.

Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî

rot−→a (M) =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x− 2z x+ 3y + z 5x+ y

∣∣∣∣∣∣∣ = −7
−→
j +
−→
k .

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Ñòîêñà (ðèñ. 5.6)

Ö =
∫
S

∫
(rot−→a )xdy dz + (rot−→a )ydx dz + (rot−→a )zdx dy =

= −7
∫

SOAC

∫
dx dz +

∫
SOAB

∫
dx dy = −3.

á) Îá÷èñëèìî ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ −→a ÷åðåç ïîâíó ïîâåðõíþ ïiðàìiäè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîð-
ìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî

Ï =
∫
G

∫
−→a · −→n dG ==

∫∫
V

∫
div−→a dV.
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Ðèñ. 5.6:

Çíàéäåìî

div−→a =
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

=

=
∂

∂x
(x− 2z) +

∂

∂y
(x+ 3y + z) +

∂

∂x
(5x+ y) = 1 + 3 = 4.

Òîäi

Ï = 4
∫∫
V

∫
dV =

4

6
=

2

3
.

5.3 Çàâäàííÿ òåìè 5

Çàäà÷à �19.

Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ.

19.1.

2∫
0

dx

4−x2∫
4−2x2

f(x, y) dy. 19.2.

3∫
0

dx

√
25−x2∫

√
9−x2

f(x, y) dy.

19.3.

4∫
0

dy

√
25−y2∫

3
√
y/2

f(x, y) dx. 19.4.

1∫
0

dy

4−y2∫
2y+1

f(x, y) dx.

19.5.

4∫
0

dy

7−y∫
y/4+1

f(x, y) dx. 19.6.

4∫
0

dx

√
25−x2∫
0

f(x, y) dy.

19.7.

2∫
0

dx

2
√
x∫

x2/4

f(x, y) dy. 19.8.

4∫
−2

dy

y+4∫
y2/2

f(x, y) dx.

19.9.

1∫
−2

dy

4∫
y2

f(x, y) dx. 19.10.

2∫
0

dy

y2+2∫
y2

f(x, y) dx.

19.11.

2∫
0

dy

x2/2+2∫
2x

f(x, y) dx. 19.12.

1∫
0

dy

2−x∫
x3

f(x, y) dx.

19.13.

π/4∫
0

dy

π/2−y∫
y

f(x, y) dx. 19.14.

2∫
0

dx

12x∫
3x2

f(x, y) dy.
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19.15.

1∫
0

dx

1−y∫
−
√

1−y2

f(x, y) dy.19.16.

1∫
0

dy

x2+1∫
−1

f(x, y) dx.

19.17.

2∫
−1

dx

x+2∫
x2

f(x, y) dy. 19.18.

1∫
0

dx

x2∫
−x2

f(x, y) dy.

19.19.

1∫
0

dy

3−y∫
2y2

f(x, y) dx. 19.20.

0∫
−1

dy

1+y∫
−1−y

f(x, y) dx.

19.21.

1∫
0

dx

5x∫
2x

f(x, y) dy. 19.22.

1∫
0

dx

3−x∫
2x2

f(x, y) dy.

19.23.

1∫
0

dy

2−2y∫
1−y

f(x, y) dx. 19.24.

4∫
0

dy

3y/2+4∫
y/2+1

f(x, y) dx.

19.25.

0∫
−1

dx

1+x∫
−
√

1+x

f(x, y) dy.19.26.

4/5∫
0

dy

3−3y/2∫
1+y

f(x, y) dx.

19.27.

1∫
0

dy

y∫
−√y

f(x, y) dx.19.28.

1∫
0

dx

√
1−(x−1)2∫
−x

f(x, y) dy.

19.29.

0∫
−1

dy

2y+1∫
−2−y

f(x, y) dx. 19.30.

3∫
0

dx

√
4−x∫
0

f(x, y) dy.

Çàäà÷à �20.

Çà äîïîìîãîþ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ îá÷èñëèòè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè,
îáìåæåíî¨ âêàçàíîþ ëiíi¹þ.

20.1. (x2 + y2)2 = 4(4x2 + y2).20.2. (x2 + y2)3 = 16x2y2.
20.3. (x2 + y2)3 = x2(4x2 + 3y2).
20.4. (x2 + y2)2 = 3x2 + 2y2.20.5. x4 − y4 = (x2 + y2)3.

20.6. r = 2 sin2 2φ. 20.7. r = 3 sin2 φ.
20.8. r = 2(1− cosφ). 20.9. (x2 + y2)2 = 2x2 + 3y2.
20.10. (x2 + y2)2 = 5x2 + 3y2.
20.11. (x2 + y2)2 = 7x2 + 5y2.20.12. (x2 + y2)2 = 2xy.
20.13. (x2 + y2)3 = 4x2y2. 20.14. (x2 + y2)3 = y2.
20.15. (x2 + y2)3 = x2. 20.16. r = 3 cos2 φ.
20.17. r2 = 4(1 + sin2 φ). 20.18. (x2 + y2)3 = 2x4.
20.19. (x2 +y2)2 = 4(3x2 + 4y2).
20.20. (x2 + y2)3 = 3x2y2.
20.21. (x2 + y2)3 = x4 + y4. 20.22. (x2 + y2)3 = 2y4.
20.23. (x2 +y2)3 = 4xy(x2−y2).20.24. r = 2 sin 2φ.
20.25. r = 2 cos 5φ. 20.26. r = 4(1 + cosφ).
20.27. r = 2(2 + cosφ). 20.28. r2 = cos 3φ.
20.29. r2 = 9 cos 2φ. 20.30. r = 2 sin 3φ.

Çàäà÷à �21.

Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî çàäàíèìè ïîâåðõíÿìè.
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21.1.

z = x2 + y2, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0.

21.2.

z = 2− (x2 + y2), x+ 2y = 1, x = 0, y = 0, z = 0,

(x+ 2y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0).

21.3.

z = x2, x− 2y + 2 = 0, x+ y − 7 = 0, z = 0.

21.4.

z = 2x2 + 3y2, y = x2, y = x, z = 0.

21.5.

z = 2x2 + y2, y = x, y = 3x, x = 2, z = 0.

21.6.

z = x, y = 4, x =
√

25− y2, y = 0, z = 0,

(z ≥ 0).

21.7.

y =
√
x, y = x, x+ y + z = 2, z = 0.

21.8.

y = 1− x2, x+ y + z = 3, y = 0, z = 0.

21.9.

z = 2x2 + y2, x+ y = 4, x = 0, y = 0, z = 0.

21.10.

z = 4− x2, x2 + y2 = 4, x = 0, y = 0, z = 0,

(x ≥ 0, y ≥ 0).

21.11.

2x+ 3y − 12 = 0, 2z = y2, x = 0, y = 0, z = 0.

21.12.

z = 10 + x2 + 2y2, y = x, x = 1, y = 0, z = 0.

21.13.

z = x2, x+ y = 6, y = 2x, z = 0.

21.14.

z = 3x2 + 2y2 + 1, y = x2 − 1, y = 1, z = 0.

21.15.

3y =
√
x, y = x, x+ y + z = 10, y = 1, z = 0.

21.16.

y2 = 1− x, x+ y + z = 1, x = 0, z = 0.

21.17.

y = x2, x = y2, z = 3x+ 2y + 6, z = 0.

21.18.

x2 = 1− y, x+ y + z = 3, y = 2x, y = 0, z = 0,
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(y ≥ 0, y ≥ 2x).

21.19.

x = y2, x = 1, x+ y + z = 4, z = 0.

21.20.

z = 2x2 + y2, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0.

21.21.

y = x2, y = 4, z = 2x+ 5y + 10, z = 0.

21.22.

y = 2x, x+ y + z = 2, x = 0, z = 0.

21.23.

y = 1− z2, y = x, y = −x, z = 0, (z ≥ 0).

21.24.

x2 + y2 = 4y, z2 = 4− y, z = 0, (z ≥ 0).

21.25.

x2 + y2 = 1, z = 2− x2 − y2, z = 0.

21.26.

y = x2, z = 0, y + z = 2.

21.27.

z2 = 4− x, x2 + y2 = 4x, z = 0, (z ≥ 0).

21.28.

z = x2 + 2y2, y = x, x = 0, y = 1, z = 0.

21.29.

z = y2, x+ y = 1, x = 0, z = 0.

21.30.

y2 = x, x = 3, z = x, z = 0.

Çàäà÷à �22.

Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíi iíòåãðàëè
22.1. a)

∫
L

(2z −
√
x2 + y2) dl, äå L - äóãà êðèâî¨ x = t cos t, y = t sin t, z = t, 0 ≤ t ≤ 2π;

á)
∫

LAB

(x2 − 2xy) dx+ (y2 − 2xy) dy, äå LAB - äóãà ïàðàáîëè y = x2 âiä òî÷êè A(−1, 1) äî òî÷êè

B(1, 1).
22.2. a)

∮
L

(x2 + y2) dl, äå L - êîëî x2 + y2 = 4;

á)
∫

LAB

x2 dy−y2 dx
3√
x5+ 3
√
y5
, äå LAB - äóãà àñòðî¨äè x = 2 cos3 t, y = 2 sin3 t âiä òî÷êè A(2, 0) äî òî÷êè B(0, 2).

22.3. a)
∫

LOB

dl√
8−x2−y2

, äå LOB - âiäðiçîê ïðÿìî¨, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè O(0, 0) i B(2, 2);

á)
∫

LOA

(x2 + y2) dx + 2xy dy, äå LOA - äóãà êóái÷íî¨ ïàðàáîëè y = x3 âiä òî÷êè O(0, 0) äî òî÷êè

A(1, 1).
22.4. a)

∫
LAB

(4 3
√
x− 3

√
y) dl, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A(−1, 0); B(0, 1);

á)
∮
L

(x+ 2y) dx+ (x− y) dy, äå L - êîëî x = 2 cos t, y = 2 sin t ïðè äîäàòíüîìó íàïðÿìêó îáõîäó.
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22.5. a)
∫

LAB

dl√
5(x−y)

, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A(0, 4); B(4, 0);

á)
∮
L

(x2y−x) dx+(y2x−2y) dy, äå L - äóãà åëiïñà x = 3 cos t, y = 2 sin t ïðè äîäàòíüîìó íàïðÿìêó

îáõîäó.
22.6. a)

∫
LAB

dl
x+2y+5

, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A(0;−2), B(1; 0).

á)
∮

LAB

(xy − 1) dx + x2y dy, äå LAB - äóãà åëiïñà x = cos t, y = 2 sin t âiä òî÷êè A(1, 0) äî òî÷êè

B(0, 2).

22.7. a)
∫

LAB

y dl, äå L - äóãà àñòðî¨äè x = cos3 t, y = sin3 t, ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè A(1, 0) i

B(0, 1);

á)
∫

LOBA

2xy dx− x2 dy, äå LOBA - ëàìàíà OBA (O(0, 0), B(2, 0), A(2, 1)).

22.8. a)
∫

LOB

y dl, äå LOB - äóãà ïàðàáîëè y2 = 2
3
x ìiæ òî÷êàìè O(0, 0) i B(35/6,

√
35/3);

á)
∫

LAB

(x2 − y2) dx+ xy dy, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(1, 1), B(3, 4)).

22.9. a)
∫
L

(x2 + y2 + z2) dl, äå L - äóãà êðèâî¨ x = cos t, y = sin t, z =
√

3t, 0 ≤ t ≤ 2π.

á)
∫

LAB

cos y dx− sinx dy, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(2π,−2π), B(−2π, π)).

22.10. a)
∫

LOB

x dl, äå LOB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ OB (O(0, 0), B(1, 2)).

á)
∫

LAB

y dx+x dy
x2+y2

, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(1, 2), B(3, 6)).

22.11. a)
∫
L

√
2y dl, äå L � ïåðøà àðêà öèêëî¨äè

x = 2(t− sin t), y = 2(1− cos t).

á)
∫

LAB

xy dx + (y − x) dy, äå LAB - äóãà êóái÷íî¨ ïàðàáîëè y = x3 âiä òî÷êè A(0, 0) äî òî÷êè

B(1, 1).

22.12. a)
∫

LOA

dl√
x2+y2+4

, äå LOA - âiäðiçîê ïðÿìî¨, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè O(0, 0) i A(1, 2);

á)
∫

LABC

(x2 + y2) dx+ (x+ y2) dy, äå LABC - ëàìàíà ABC (A(1, 2), B(3, 2), C(3, 5)).

22.13. à)
∫

LAB

dl
x−y , äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(0,−2), B(4, 0)).

á)
∫

LOB

xy2 dx+ yz2 dy − x2z dz, äå LOB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ OB (O(0, 0, 0), B(−2, 4, 5)).

22.14. a)
∫

LOABC

xy dl, äå LOABC - êîíòóð ïðÿìîêóòíèêà ç âåðøèíàìèO(0, 0); A(4, 0); B(4, 2); C(0, 2).

á)
∫

LOA

y dx+ x dy, äå LOA - äóãà êîëà x = R cos t, y = R sin t; O(R, 0); A(0, R).

22.15. a)
∫

LABO

(x+ y) dl, äå LABO - êîíòóð òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè A(1, 0); B(0, 1); O(0, 0).

á)
∫

LOA

xy dx+ (y − x) dy, äå LOA - äóãà ïàðàáîëè y2 = x âiä òî÷êè O(0, 0) äî òî÷êè A(1, 1).

22.16. a)
∫
L

z2 dl
x2+y2

, äå L - ïåðøèé âèòîê ãâèíòîâî¨ ëiíi¨ x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 2t.

á)
∫

LAB

x dx+ y dy + (x− y + 1) dz, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(1, 1, 1), B(2, 3, 4)).

22.17. a)
∫

LOAB

(x+ y) dl, äå LOAB - êîíòóð òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè O(0, 0), A(−1, 0), B(0, 1).

á)
∫

LAB

(xy − 1) dx + x2y dy, äå LAB � äóãà ïàðàáîëè y2 = = 4 − 4x âiä òî÷êè A(1, 0) äî òî÷êè

B(0, 2).
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22.18. a)
∫
L

dl
x2+y2+z2

, äå L � äóãà êðèâî¨ x = 4 cos t, y = 4 sin t, z = 3t, 0 ≤ t ≤ π
2
.

á)
∫

LOB

xy dx+ (y − x) dy, äå LOB - äóãà ïàðàáîëè y = x2 âiä òî÷êè O(0, 0) äî òî÷êè B(1, 1).

22.19. a)
∮
L

√
x2 + y2 dl, äå L - êîëî x = 2 cos y; y = 2 sin t.

á)
∫

LOB

(xy − y2) dx+ x dy, äå LOB - äóãà ïàðàáîëè y = x2 âiä òî÷êè O(0, 0) äî òî÷êè B(1, 1).

22.20. a)
∫

LOABC

xy dl, äå LOABC - êîíòóð ïðÿìîêóòíèêà ç âåðøèíàìèO(0, 0); A(5, 0); B(5, 3); C(0, 3).

á)
∫

LAB

x dy − y dx, äå LAB - äóãà àñòðî¨äè x = 2 cos3 t, y = 2 sin3 t; âiä òî÷êè A(2, 0) äî òî÷êè

B(0, 2).
22.21. à)

∮
L

(x2 + y2) dl, äå L - êîëî x = cos t, y = sin t.

á)
∫

LAB

(xy − x) dx+ 1
2
x2 dy, äå LOA - äóãà ïàðàáîëè y2 = 4x âiä òî÷êè A(0, 0) äî òî÷êè B(1, 2).

22.22. a)
∫

LAB

(4 3
√
x − 3 3

√
y) dl, äå LAB - äóãà àñòðî¨äè x = cos3 t, y = sin3 t ìiæ òî÷êàìè A(1, 0) i

B(0, 1).
á)

∫
LAB

(xy − 1) dx+ x2y dy, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(1, 0), B(0, 2)).

22.23. a)
∫
L
xy dl, äå LOAB - êîíòóð êâàäðàòà çi ñòîðîíàìè x = 1, x = −1, y = 1, y = −1.

á)
∫

LAB

2xy dx+y2 dy+ z2 dz, äå LAB - äóãà îäíîãî âèòêà ãâèíòîâî¨ ëiíi¨ x = cos t, y = sin t, z = 2t

(A(1, 0, 0), B(1, 0, 2π)).
22.24. a)

∫
L
y2 dl, äå L - ïåðøà àðêà öèêëî¨äè x = t− sin t, y = 1− cos t.

á)
∫

LAB

y
x
dx+ x dy, äå LAB - äóãà ëiíi¨ y = lnx âiä òî÷êè A(1, 0) äî òî÷êè B(e, 1).

22.25. a)
∫

LABCD

xy dl, äå LABCD - êîíòóð ïðÿìîêóòíèêà ç âåðøèíàìè A(2, 0), B(4, 0), C(4, 3),

D(2, 3).

á)
∮
L
ydx−xdy, äå L - äóãà åëiïñà x = 3 cos t, y = 2 sin t, ÿêà ïðîáiãà¹òüñÿ â äîäàòíüîìó íàïðÿìêó

îáõîäó.
22.26. a)

∫
L
y dl, äå L - äóãà ïàðàáîëè y2 = 2x, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïàðàáîëîþ x2 = 2y.

á)
∫

LOA

2xydx− x2dy, äå LOA - äóãà ïàðàáîëè y = x2

4
âiä òî÷êè O(0, 0) äî òî÷êè B(2, 2).

22.27. a)
∫

LAB

dl
x−y , äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(4, 0), B(6, 1)).

á)
∫

LAB

(x2 +y2)dx+(x2−y2)dy, äå LAB - ëàìàíà ëiíiÿ y = |x| âiä òî÷êè A(−1, 1) äî òî÷êè B(2, 2).

22.28. a)
∫
L
y(x2 + y2)2 dl, äå L � ïåðøà ÷âåðòü êîëà x = 2 cos t, y = 2 sin t.

á)
∫

LOA

2xydx− x2dy + zdz, äå LOA - âiäðiçîê ïðÿìî¨, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè O(0, 0, 0) i A(2, 1,−1).

22.29. a)
∫

LAB

dl√
x2+y2+z2

, äå L - âiäðiçîê ïðÿìî¨, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A(1, 1, 1) i B(2, 2, 2).

á)
∮
L
xdy−ydx, äå L - êîíòóð òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè A(−1, 0), B(1, 0), C(0, 1) ïðè äîäàòíüîìó

íàïðÿìêó îáõîäó.
22.30. a)

∫
LAB

(xy + x2) dl, äå LAB - âiäðiçîê ïðÿìî¨ AB (A(1, 1), B(3, 3)).

á)
∫

LACB

(x2 + y)dx+ (x+ y2)dy, äå LACB - ëàìàíà ACB (A(2, 0), C(5, 0), B(5, 3)).
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Çàäà÷à �23.

Â ïóíêòi à) îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó ïî ïîâåðõíi S, äå S � ÷àñòèíà
ïëîùèíè (p), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè; â ïóíêòi á) îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé
iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó.
23.1. à)

∫
S

∫
(2x+ 3y + 2z) dS, (p) : x+ 3y + z = 3;

á)
∫
S

∫
(y2 + z2) dy dz, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà x = 9− y2 − z2 (íîðìàëüíèé âåêòîð −→n

ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
i ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ x = 0.

23.2. à)
∫
S

∫
(2 + y − 7x+ 9z) dS, (p) : 2x− y − 2z = −2;

á)
∫
S

∫
z2 dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïîâåðõíi åëiïñî¨äà x2 + y2 + 2z2 = 2.

23.3. à)
∫
S

∫
(6x+ y + 4z) dS, (p) : 3x+ 3y + z = 3;

á)
∫
S

∫
z dx dy + y dx dz + x dy dz, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïîâåðõíi êóáà, îáìåæåíîãî ïëîùèíàìè

x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1.
23.4. à)

∫
S

∫
(x+ 2y + 3z) dS, (p) : x+ y + z = 2;

á)
∫
S

∫
(z + 1) dx dy, äå S -çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïîâåðõíi ñôåðè x2 + y2 + z2 = 16.

23.5. à)
∫
S

∫
(3x− 2y + 6z) dS, (p) : 2x+ y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
y z dy dz+x z dx dy+x y dx dy, äå S - âåðõíÿ ñòîðîíà ïëîùèíè x+y+z = 4, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ

êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè.
23.6. à)

∫
S

∫
(2x+ 5y − z) dS, (p) : x+ 2y + z = 2;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz + y2 dx dz + z2 dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = 16, ÿêà ëåæèòü

â ïåðøîìó îêòàíòi.
23.7. à)

∫
S

∫
(5x− 8y − z) dS, (p) : 2x− 3y + z = 6;

á)
∫
S

∫
x dy dz + y dx dz + z dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = 1.

23.8. à)
∫
S

∫
(3y − x− z) dS, (p) : x− y + z = 2;

á)
∫
S

∫
xz dx dy+xy dy dz+yz dx dz, äå S - âåðõíÿ ÷àcòèíà ïëîùèíè x+y+z = 1, ùî âiäòèíà¹òüñÿ

êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè.
23.9. à)

∫
S

∫
(3y − 2x− 2z) dS, (p) : 2x− y − 2z = −2;

á)
∫
S

∫
yz dx dy+xz dy dz+xy dx dz, äå S - çîâíiøíÿ ïîâåðõíÿ öèëiíäðà x2+y2 = 1, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ

êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè z = 0, z = 5.
23.10. à)

∫
S

∫
(2x− 3y + z) dS, (p) : x+ 2y + z = 2;

á)
∫
S

∫
y2z dx dy+xz dy dz+x2y dx dz, äå S - ÷àcòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà z = x2 +y2 (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
k , ÿêà âèðiçà¹òüñÿ öèëiíäðîì x2 + y2 = 1.

23.11. à)
∫
S

∫
(5x+ y − z) dS, (p) : x+ 2y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
(x2 + y2)z dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà íèæíüî¨ ïîëîâèíè ñôåðè x2 + y2 + z2 = 9.

23.12. à)
∫
S

∫
(3x+ 2y + 2z) dS, (p) : 3x+ 2y + 2z = 6;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz+ z2 dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi êîíóñà z2 = x2 + y2, (íîðìàëüíèé âåêòîð −→n ÿêî¨

óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
k , ÿêà ëåæèòü ìiæ ïëîùèíàìè z = 0, z = 1.
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23.13. à)
∫
S

∫
(2x+ 3y − z) dS, (p) : 2x+ y + z = 2;

á)
∫
S

∫
(2y2− z) dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà z = x2 + y2 (íîðìàëüíèé âåêòîð −→n ÿêî¨

óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 2.

23.14. à)
∫
S

∫
(9x+ 2y + z) dS, (p) : 2x+ y + z = 4;

á)
∫
S

∫ dx dy√
x2+y2−1

, äå S � ÷àñòèíà ïîâåðõíi ãiïåðáîëî¨äà x2 + y2 = z2 + 1 (íîðìàëüíèé âåêòîð −→n

ÿêî¨ óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíàìè z = 0, z =

√
3.

23.15. à)
∫
S

∫
(3x+ 8y + 8z) dS, (p) : x+ 4y + 2z = 8;

á)
∫
S

∫
xy dy dz + yz dx dz + xz dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = 1, ÿêà ëåæèòü

â ïåðøîìó îêòàíòi.
23.16. à)

∫
S

∫
(4y − x+ 4z) dS, (p) : x− 2y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz + z dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà z = x2 + y2(íîðìàëüíèé âåêòîð −→n

ÿêî¨ óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 4.

23.17. à)
∫
S

∫
(7x+ y + 2z) dS, (p) : 3x− 2y + 2z = 6;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz + y2 dx dz − z dx dy, äå S � ÷àñòèíà ïîâåðõíi êîíóñà z2 = x2 + y2, (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíàìè z = 0, z = 3.

23.18. à)
∫
S

∫
(2x+ 3y + z) dS, (p) : 2x+ 3y + z = 6;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz−z2 dx dz+z dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà z = 3−x2−y2(íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 0.

23.19. à)
∫
S

∫
(4x− y + z) dS, (p) : x− y + z = 2;

á)
∫
S

∫
yz dy dz − x2 dx dz − y2 dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi êîíóñà x2 + z2 = y2 (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
j ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíàìè y = 0, y = 1.

23.20. à)
∫
S

∫
(6x− y + 8z) dS, (p) : x+ y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz + 2y2 dx dz − z dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà z = x2 + y2(íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 1.

23.21. à)
∫
S

∫
(4x− 4y − z) dS, (p) : x+ 2y + 2z = 4;

á)
∫
S

∫
2x dy dz + (1 − z) dx dy, äå S - âíóòðiøíÿ ñòîðîíà öèëiíäðà x2 + y2 = 4, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ

ïëîùèíàìè z = 0, z = 1.
23.22. à)

∫
S

∫
(2x+ 5y + z) dS, (p) : x+ y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
2x dy dz − y dx dz + z dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà çàìêíóòî¨ ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ ïàðàáî-

ëî¨äîì 3z = x2 + y2 i ïiâñôåðîþ z =
√

4− x2 − y2.
23.23. à)

∫
S

∫
(4x− y + 4z) dS, (p) : 2x+ 2y + z = 4;

á)
∫
S

∫
4x dy dz + 2y dx dz − z dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = 4.

23.24. à)
∫
S

∫
(5x+ 2y + 2z) dS, (p) : x+ 2y + z = 2;

á)
∫
S

∫
(x+ z) dy dz+ (z+ y) dx dy, äå S - çîâíiøíÿ ñòîðîíà öèëiíäðà x2 + y2 = 1, ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ

ïëîùèíàìè z = 0, z = 2.
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23.25. à)
∫
S

∫
(2x+ 5y + 10z) dS, (p) : 2x+ y + 3z = 6;

á)
∫
S

∫
3x dy dz−y dx dz−z dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà 9−z = x2 +y2 (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 0.

23.26. à)
∫
S

∫
(2x+ 15y + z) dS, (p) : x+ 2y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
(y − x) dy dz + (z − y) dx dz + (x − z) dx dy, äå S - âíóòðiøíÿ ñòîðîíà çàìêíóòî¨ ïîâåðõíi,

óòâîðåíî¨ êîíóñîì x2 = y2 + z2 i ïëîùèíîþ x = 1.
23.27. à)

∫
S

∫
(3x+ 10y − z) dS, (p) : x+ 3y + 2z = 6;

á)
∫
S

∫
3x2 dy dz−y2 dx dz−z dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà 1−z = x2+y2, (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 0.

23.28. à)
∫
S

∫
(2x+ 3y + z) dS, (p) : 2x+ 2y + z = 2;

á)
∫
S

∫
(1 + 2x2) dy dz+ y2 dx dz+ z dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi êîíóñà x2 + y2 = z2 (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíàìè z = 0, z = 4.

23.29. à)
∫
S

∫
(5x− y + 5z) dS, (p) : 3x+ 2y + z = 6;

á)
∫
S

∫
x2 dy dz+z2 dx dz+y dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà x2+y2 = 4−z, (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç îðòîì
−→
k ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíîþ z = 0.

23.30. à)
∫
S

∫
(x+ 3y + 2z) dS, (p) : 2x+ y + 2z = 2;

á)
∫
S

∫
(y2+z2) dy dz−y2 dx dz+2yz2 dx dy, äå S - ÷àñòèíà ïîâåðõíi êîíóñà x2+z2 = y2 (íîðìàëüíèé

âåêòîð −→n ÿêî¨ óòâîðþ¹ òóïèé êóò ç îðòîì
−→
j ), ÿêà âiäòèíà¹òüñÿ ïëîùèíàìè y = 0, y = 1.

Çàäà÷à �24.

Çàäàíî âåêòîðíå ïîëå −→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k i ïëîùèíó Ax + By + Cz + D = 0 (p), ÿêà

ðàçîì ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè óòâîðþ¹ ïiðàìiäó V . Håõàé S � îñíîâà ïiðàìiäè, ÿêà íàëåæèòü
ïëîùèíi (p); L � êîíòóð, ÿêèé îáìåæó¹ S; −→n � çîâíiøíÿ íîðìàëü äî S. Îá÷èñëèòè: à) öèðêóëÿöiþ
âåêòîðíîãî ïîëÿ −→a âçäîâæ çàìêíåíîãî êîíòóðà L, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Ñòîêñà äî êîíòóðà L
i îáìåæåíî¨ íèì ïîâåðõíi S ç íîðìàëëþ −→n ; á) ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ −→a ÷åðåç ïîâíó ïîâåðõíþ
ïiðàìiäè V â íàïðÿìi çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ¨¨ ïîâåðõíi, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî.
24.1.

−→a = 3x
−→
i + (y + z)

−→
j + (x− z)

−→
k , (p) : x+ 3y + z = 3.

24.2.
−→a = (3x− 1)

−→
i + (y − x+ z)

−→
j + 4z

−→
k , (p) : 2x− y − 2z = 2.

24.3.
−→a = x

−→
i + (x+ z)

−→
j + (y + z)

−→
k , (p) : 3x+ 3y + z = 3.

24.4.
−→a = (x+ z)

−→
i + (z − x)

−→
j + (x+ 2y + z)

−→
k , (p) : x+ y + z = 2.

24.5.
−→a = (y + 2z)

−→
i + (x+ 2z)

−→
j + (x− 2z)

−→
k , (p) : 2x+ y + 2z = 2.

24.6.
−→a = (x+ z)

−→
i + 2y

−→
j + (x+ y − z)

−→
k , (p) : x+ 2y + z = 2.
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24.7.
−→a = (3x− y)

−→
i + (2y + z)

−→
j + (2z − x)

−→
k , (p) : 2x− 3y + z = 6.

24.8.
−→a = (2y + z)

−→
i + (x− y)

−→
j − 2z

−→
k , (p) : x+ 3y + z = 3.

24.9.
−→a = (x+ y)

−→
i + 3y

−→
j + (y − z)

−→
k , (p) : 2x− y − 2z = −2.

24.10.
−→a = (x+ y − z)

−→
i − 2y

−→
j + (x+ 2z)

−→
k , (p) : x+ 2y + z = 2.

24.11.
−→a = (y − z)

−→
i + (2x+ y)

−→
j + z

−→
k , (p) : 2x+ y + z = 2.

24.12.
−→a = x

−→
i + (y − 2z)

−→
j + (2x− y + 2z)

−→
k , (p) : x+ 2y + 2z = 2.

24.13.
−→a = (x+ 2z)

−→
i + (y − 3z)

−→
j + z

−→
k , (p) : 3x+ 2y + 2z = 6.

24.14.
−→a = 4x

−→
i + (x− y − z)

−→
j + (3y + 2z)

−→
k , (p) : 2x+ y + z = 4.

24.15.
−→a = (2z − x)

−→
i + (x+ 2y)

−→
j + 3z

−→
k , (p) : x+ 4y + 2z = 8.

24.16.
−→a = 4z

−→
i + (x− y − z)

−→
j + (3y + z)

−→
k , (p) : x− 2y + 2z = 2.

24.17.
−→a = (x+ y)

−→
i + (y + z)

−→
j + 2(z + x)

−→
k , (p) : 3x− 2y + 2z = 6.

24.18.
−→a = (x+ y + z)

−→
i + 2z

−→
j + (y − 7z)

−→
k , (p) : 2x+ 3y + z = 6.

24.19.
−→a = (2x− z)

−→
i + (x+ 2z)

−→
j + (x+ 2z)

−→
k , (p) : x− y + z = 2.

24.20.
−→a = (2y − z)

−→
i + (x+ y)

−→
j + x

−→
k , (p) : x+ 2y + 2z = 4.

24.21.
−→a = (2z − x)

−→
i + (x− y)

−→
j + (3x+ z)

−→
k , (p) : x+ y + 2z = 2.

24.22.
−→a = (x+ z)

−→
i + (x+ 3y)

−→
j + y

−→
k , (p) : x+ y + 2z = 2.

24.23.
−→a = (x+ z)

−→
i + z

−→
j + (2x− y)

−→
k , (p) : 2x+ 2y + z = 4.

24.24.
−→a = (3x+ y)

−→
i + (x+ z)

−→
j + y

−→
k , (p) : x+ 2y + z = 2.

24.25.
−→a = (y + z)

−→
i + (2x− z)

−→
j + (y + 3z)

−→
k , (p) : 2x+ y + 3z = 6.
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24.26.
−→a = (y + z)

−→
i + (x+ 6y)

−→
j + y

−→
k , (p) : x+ 2y + 2z = 2.

24.27.
−→a = (2y − z)

−→
i + (x+ 2y)

−→
j + y

−→
k , (p) : x+ 3y + 2z = 6.

24.28.
−→a = (y + z)

−→
i + x

−→
j + (y − 2z)

−→
k , (p) : 2x+ 2y + z = 2.

24.29.
−→a = (x+ z)

−→
i + z

−→
j + (2x− y)

−→
k , (p) : 3x+ 2y + z = 6.

24.30.
−→a = (2z − x)

−→
i + (x+ 2y)

−→
j + 3z

−→
k , (p) : x+ 4y + 2z = 8.



Ðîçäië 6

Ðÿäè

Ëiòåðàòóðà:

[1]Êí.2; [2]×.2; [3]×.2; [4]; [5]Êí.2; [10].

6.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

×èñëîâi ðÿäè. Çáiæíiñòü i ñóìà ðÿäó. Çàëèøîê ðÿäó. Håîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi. Äîñòàòíi îçíà-
êè çáiæíîñòi ðÿäiâ ç äîäàòíiìè ÷ëåíàìè. Òåîðåìà Ëåéáíiöà. Àáñîëþòíî i óìîâíî çáiæíi ðÿäè.
Âëàñòèâîñòi àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ.

Ôóíêöiîíàëüíi ðÿäè. Çáiæíiñòü i ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ. Òåîðåìè ïðî
íåïåðåðâíiñòü ñóìè ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ, ïðî ¨õ ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ñòåïåíåâi ðÿäè. Òåîðåìà Àáåëÿ. Iíòåðâàë i ðàäióñ çáiæíîñòi ñòåïåíîâîãî ðÿäó. Ðiâíîìiðíà çái-
æíiñòü ñòåïåíåâîãî ðÿäó, íåïåðåðâíiñòü éîãî ñóìè, ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ
ñòåïåíèõ ðÿäiâ. Ðÿä Òåéëîðà (Ìàêëîðåíà). Ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöié ex, cosx, sinx, ln(1 + x),
(1 + x)α, arctg x. Çàñòîñóâàííÿ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.

Ðÿäè Ôóð'¹, êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹.

6.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè

a)
∞∑
n=2

1

lnn
; á)

∞∑
n=1

nn

3n · n!
; â)

∞∑
n=1

(
2n+ 5

3n− 1

)2n−1

;

ã)
∞∑
n=2

1

n ln3 n
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
.

Ðîçâ'ÿçîê.
à) Îñêiëüêè lnn < n(n ≥ 2), òî 1

lnn
> 1

n
(n ≥ 2), à 1

n
�çàãàëüíèé ÷ëåí ãàðìîíi÷íîãî ðÿäó, ùî

ðîçáiãà¹òüñÿ. Òîìó çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ çàäàíèé ðÿä òàêîæ ðîçáiãà¹òüñÿ.
á) Ìà¹ìî

un+1

un
=

(n+ 1)n+1

3n+1(n+ 1)!
:

nn

3n · n!
=

1

3

(
n+ 1

n

)n
=

1

3

(
1 +

1

n

)n
.

Òîìó lim
n→∞

un+1

un
= e

3
< 1. Ðÿä çáiæíèé çà îçíàêîþ Äàëàìáåðà.

87
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â) Ìà¹ìî un =
(

2n+5
3n−1

)2n−1
, òîìó

lim
n→∞

n

√
|un| = lim

n→∞

(
2n+ 5

3n− 1

)2− 1
n

=
(

2

3

)2

< 1

Îòæå, çà îçíàêîþ Êîøi äàíèé ðÿä çáiæíèé.
ã) Çàìiíèìî â çàäàíîìó âèðàçi çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó un = f(n) íîìåð n íåïåðåðâíîþ çìiííîþ

i âïåâíþ¹ìîñÿ, ùî îäåðæàíà ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïåðåðâíîþ i ñïàäíîþ íà âñüîìó íåñêií÷åííîìó
iíòåðâàëi çìiíè x. Îñêiëüêè íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
2

1

x ln3 x
dx = lim

b→b

+∞∫
2

(lnx)−3d(lnx) = lim
b→+∞

(
− 1

2 ln2 x

)
|b2 =

= lim
b→+∞

(
1

2 ln2 2
− 1

2 ln2 b

)
=

1

2 ln2 2
,

çáiãà¹òüñÿ, òî çà iíòåãðàëüíîþ îçíàêîþ çàäàíèé ðÿä òàêîæ çáiãà¹òüñÿ.
ä) Îñêiëüêè un = 1

n
> 1

n+1
= un+1, n = 1, 2, ... i lim

n→∞
1
n

= = 0, òî âèêîíàíi óìîâè îçíàêè
Ëåéáíiöà, i çàäàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ. Ðÿä ç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí ÷ëåíiâ äàíîãî ðÿäó, òîáòî ðÿä
∞∑
n=1

1
n
, ðîçáiãà¹òüñÿ. Îòæå, ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n
çáiãà¹òüñÿ óìîâíî.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè îáëàñòü çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ

a)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n3n
√

(x+ 2)n
; á)

∞∑
n=0

n2xn

2n
.

Ðîçâ'ÿçîê.
à) Îñêiëüêè |fn(x)| = 1

n3n
√

(x+2)n
i x > −2,òî çàñòîñîâóþ÷è îçíàêó Êîøi, ìà¹ìî

lim
n→∞

n

√√√√ 1

n3n
√

(x+ 2)n
== lim

n→∞

1
n
√
n3(x+ 2)1/2

=
1

3
√
x+ 2

.

Îòæå, ðÿä çáiæíèé, ÿêùî 1
3
√
x+2

< 1, òîáòî ïðè x > −17
9
.

Ïðè x = −17
9
îäåðæèìî çíàêîïåðåìiæíèé ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
,

ÿêèé çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ Ëåéáíiöà.
Òàêèì ÷èíîì, îáëàñòü çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó � ïiâiíòåðâàë [−17/9,+∞).

á) Òóò Cn = n2

2n
, Cn+1 = (n+1)2

2n+1 . Îòæå

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ CnCn+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2 · 2n+1

2n(n+ 1)2
= 2.

Iíòåðâàë çáiæêîñòi ðÿäó � (−2; 2). Äîñëiäèìî çáiæíiñòü ðÿäó íà êðàÿõ öüîãî iíòåðâàëó. Ïðè x = 2

i x = −2 ñòåïåíåâèé ðÿä íàáóäå âèãëÿäó âiäïîâiäíî
∞∑
n=0

n2 i
∞∑
n=0

(−1)nn2. Îáèäâà ðÿäè ðîçáiãàþòüñÿ

(íå âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi). Îòæå, îáëàñòü çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó: −2 < x < 2.
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Ïðèêëàä 3. Â ïóíêòi à) îá÷èñëèòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ç òî÷íiñòþ äî 0,001, ðîçêëàâøè
ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ñòåïåíåâèé ðÿä, à ïîòiì ïðîiíòåãðóâàâøè éîãî ïî÷ëåííî; â ïóíêòi á)
çíàéòè òðè ïåðøèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ, ÷ëåíè ðîçêëàäó â ñòåïåíåâèé ðÿä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.

a)
1∫

0

e−x
2

dx; á)y′ = 2x+ y3, y(1) = 1.

′.
à) Ñòåïåíåâèé ðÿä

e−x
2

= 1− x2

1!
+
x4

2!
− ...+ (−1)n

x2n

n!
+ ...,

ùî îäåðæó¹òüñÿ iç âiäîìîãî ðîçêëàäó ex çàìiíîþ x íà (−x2), çáiãà¹òüñÿ ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åíÿõ x.
Çàìiíèâøè ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ¨¨ ðîçêëàäîì â ðÿä i iíòåãðóþ÷è, îäåðæèìî

1∫
0

e−x
2

dx =

1∫
0

(
1− x2

1!
+
x4

2!
− ...+ (−1)n

x2n

n!
+ ...

)
dx =

=

[
x− x3

3 · 1!
+

x5

5 · 2!
− ...+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)n!
+ ...

]∣∣∣∣∣
1

0

=

= 1− 1

3 · 1!
+

1

5 · 2!
− ...+ (−1)n

(2n+ 1)n!
+ ...

Ìè îäåðæàëè øóêàíèé iíòåãðàë ó âèãëÿäi çíàêîïåðåìiæíîãî ðÿäó. Îñêiëüêè 1
11·5!

= 1
1320

< 0, 001, à
ïîõèáêà çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ìåíøà íiæ ìîäóëü ïåðøîãî ç âiäêèíóòèõ ÷ëåíiâ, òî çàëèøèâøè
ï'ÿòü ÷ëåíiâ, ìàòèìåìî ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ

1∫
0

e−x
2

dx == 1− 1

3
+

1

10
− 1

42
+

1

216
≈ 0, 747.

á) Òî÷êà x = 1 íå ¹ îñîáëèâîþ äëÿ äàíîãî ðiâíÿííÿ, òîìó éîãî ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó
âèãëÿäi ðÿäó:

y = f(1) +
f ′(1)

1!
(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3 + ...

Çíàéäåìî f ′′(x) = 2 + 3y2y′ òà f(1) = 1, f ′(1) = 2 + 13 = 3, f ′′(1) = 2 + 3 · 12 · 3 = 11. Ïiäñòàâèâøè
çíàéäåíi çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ â øóêàíèé ðÿä, îäåðæèìî ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ

y = 1 +
3

1!
(x− 1) +

11

2!
(x− 1)2 + ...

Ïðèêëàä 4. Ðîçêëàñòè ïåðiîäè÷íó ç ïåðiîäîì 2 ôóíêöiþ

f(x) = { 1 , −1 ≤ x < 0, x, 0 ≤ x ≤ 1. â ðÿä Ôóð'¹.

′. Îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹.

a0 =

0∫
−1

1 · dx+

1∫
0

xdx = x|0−1 +
1

2
x2

∣∣∣∣1
0

= 1 +
1

2
=

3

2
.



90 Ðîçäië 6. Òåìà �6

an =

0∫
−1

cosnπxdx+

1∫
0

x cosnπxdx =

=

∣∣∣∣∣ u = x dv = cosnπxdx
du = dx v = 1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣∣ =
1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣0
−1

+

+x · 1

nπ
sinnπx

∣∣∣∣1
0
− 1

nπ

1∫
0

sinnπxdx =

= − 1

nπ

(
− 1

nπ
cosnπx

)∣∣∣∣1
0

=
((−1)n − 1)

(nπ)2
,

òîáòî

a2k = 0, a2k−1 =
−2

(π(2k − 1))2
.

bn =

0∫
−1

sinnπxdx+

1∫
0

x sinnπxdx =

=

∣∣∣∣∣ u = x dv = sinnπxdx
du = dx v = − 1

nπ
cosnπx

∣∣∣∣∣ = − 1

nπ
cosnπx

∣∣∣∣0
−1
−

−x ·
∣∣∣∣ 1

nπ
cosnπx

∣∣∣∣1
0

+
1

nπ

1∫
0

cosnπxdx =

= −(1− (−1)n)

nπ
− (−1)n

nπ
+

sinnπx

(nπ)2

∣∣∣∣∣
1

0

=
−1

nπ
.

Îòæå, øóêàíèé ðÿä Ôóð'¹:

f(x) =
3

4
− 1

π

∞∑
n=1

(
2 cos(2n− 1)πx

π(2n− 1)2
+

1

n
sinnπx

)
.

6.3 Çàâäàííÿ òåìè 6

Çàäà÷à �25.

Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:
25.1.

a)
∞∑
n=1

sin2 n
√
n

n
√
n

; á)
∞∑
n=2

n+ 1

2n(n− 1)!
; â)

∞∑
n=1

1

3n

(
n

n+ 1

)−n2

;

ã)
∞∑
n=2

1

n ln2(3n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n+1 2n+ 1

n(n+ 1)
.

25.2.

a)
∞∑
n=1

n sin
2 + (−1)n

n3
; á)

∞∑
n=1

(n!)2

2n2 ; â)
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2
1

4n
;

ã)
∞∑
n=1

1

n ln2(2n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n+1
(

n

2n+ 1

)n
.
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25.3.

a)
∞∑
n=1

lnn
3
√
n7

; á)
∞∑
n=1

2n+1(n3 + 1)

(n+ 1)!
; â)

∞∑
n=1

(
2n2 + 1

n2 + 1

)n2

;

ã)
∞∑
n=1

1

(2n+ 3) ln2(2n+ 1)
; ä)

∞∑
n=2

(−1)n+1

ln(n+ 1)
.

25.4.

a)
∞∑
n=1

cos2(nπ/2)

n(n+ 1)(n+ 2)
; á)

∞∑
n=1

10n2n!

(2n)!
; â)

∞∑
n=1

n4
(

2n

3n+ 5

)n
;

ã)
∞∑
n=3

1

(3n− 5) ln2(4n− 7)
; ä)

∞∑
n=3

(−1)n

n(ln lnn) lnn
.

25.5.

a)
∞∑
n=1

2 + (−1)n

n− lnn
; á)

∞∑
n=1

(2n+ 2)!

3n+ 5
· 1

2n
; â)

∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n− 2

)n2

;

ã)
∞∑
n=1

1

(3n+ 4) ln2(5n+ 2)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n2n2

n4 − n2 + 1
.

25.6.

a)
∞∑
n=1

arctg 1+(−1)n

2
n

n3 + 2
; á)

∞∑
n=1

n+ 5

n!
sin

2

3n
; â)

∞∑
n=1

n4 arctg2n π

4n
;

ã)
∞∑
n=1

1

(2n+ 1) ln2(n
√

5 + 2)
; ä)

∞∑
n=3

(−1)n

(n+ 1) lnn
.

25.7.

a)
∞∑
n=1

n(2 + cosnπ)

2n2 − 1
; á)

∞∑
n=1

arctg 5
n

n!
; â)

∞∑
n=1

(
4n− 3

5n+ 1

)n3

;

ã)
∞∑
n=1

1

(n
√

2 + 1) ln2(n
√

3 + 1)
; ä)

∞∑
n=3

(−1)n

n ln(n+ 1)
.

25.8.

a)
∞∑
n=1

arcsin n−1
n

3
√
n3 − 3n

; á)
∞∑
n=1

nn

3nn!
; â)

∞∑
n=1

(
n

10n+ 5

)n2

;

ã)
∞∑
n=5

1

(n− 2) ln(n− 3)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n 4
√

2n+ 3
.

25.9.

a)
∞∑
n=1

sin2 n

n2 + 1
; á)

∞∑
n=1

n!

(2n)!
tg

1

5n
; â)

∞∑
n=1

n arcsinn
π

4n
;

ã)
∞∑
n=1

1

(2n− 1) ln(2n)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n sin π
2
√
n√

3n+ 1
.

25.10.

a)
∞∑
n=2

ln
√
n2 + 3n√
n2 − n

; á)
∞∑
n=1

6n(n2 − 1)

n!
; â)

∞∑
n=1

(
n+ 2

3n− 1

)n2

;

ã)
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln(2n)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n cos
π

6n
.



92 Ðîçäië 6. Òåìà �6

25.11.

a)
∞∑
n=2

arccos (−1)nn
n+1

n2 + 2
; á)

∞∑
n=1

n2

(n+ 2)!
; â)

∞∑
n=1

(
n− 1

n

)n n

5n
;

ã)
∞∑
n=2

1

(3n− 1) lnn
; ä)

∞∑
n=1

sinn

n!
.

25.12.

a)
∞∑
n=1

n cos2 n

n3 + 5
; á)

∞∑
n=1

1 · 3 · 5...(2n− 1)

3n(n+ 1)!
; â)

∞∑
n=1

(
2n+ 3

n+ 1

)n2

;

ã)
∞∑
n=2

1

(2n− 1) ln(n+ 1)
; ä)

∞∑
n=3

(−1)n

n ln(2n)
.

25.13.

a)
∞∑
n=1

n lnn

n2 − 3
; á)

∞∑
n=1

72n

(2n− 1)!
; â)

∞∑
n=1

(
3n+ 2

4n− 1

)n
(n− 1)2;

ã)
∞∑
n=2

1

(2n− 3) ln(3n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n tg
1

n
.

25.14.

a)
∞∑
n=1

n2 + 3

n3(2 + sin(nπ/2))
; á)

∞∑
n=1

n!

(3n)!
; â)

∞∑
n=2

(
n+ 1

2n− 3

)n2

;

ã)
∞∑
n=2

1

(n+ 2) ln2 n
; ä)

∞∑
n=1

cosn

n2
.

25.15.

a)
∞∑
n=2

1
4
√
n3

sin
2 + (−1)n

6
π; á)

∞∑
n=1

nn

(n!)2
; â)

∞∑
n=1

(
n

3n+ 1

)2n+1

;

ã)
∞∑
n=2

1

(n+ 3) ln2(2n)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n−1

(n+ 1)22n
.

25.16.

a)
∞∑
n=1

lnn

n3 + n+ 1
; á)

∞∑
n=1

n!

nn−1
; â)

∞∑
n=1

(
2n− 1

3n+ 1

)n/2
;

ã)
∞∑
n=2

1

(2n+ 3) ln2(n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n

cos π
3
√
n

3
√

3n+ lnn
.

25.17.

a)
∞∑
n=1

1 + sin πn
2

n2
; á)

∞∑
n=1

(n!)2

(3n + 1)(2n)!
; â)

∞∑
n=1

2n+1

nn
;

ã)
∞∑
n=3

1

n ln(n− 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n−1

(n+ 1)(3/2)n
.

25.18.

a)
∞∑
n=1

cos2 πn
3

3n + 2
; á)

∞∑
n=1

n! sin
π

2n
; â)

∞∑
n=1

n2 sinn
π

2n
;

ã)
∞∑
n=2

1

2n
√

ln(3n− 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n
2n− 1

3n
.
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25.19.

a)
∞∑
n=1

(
2 + cos nπ

2

)√
n

4
√
n7 + 5

; á)
∞∑
n=1

(n+ 1)!

nn
; â)

∞∑
n=2

n3

(lnn)n
;

ã)
∞∑
n=5

1

(n− 2)
√

ln(n− 3)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n(n+ 3)

ln(n+ 4)
.

25.20.

a)
∞∑
n=1

2 + sin πn
4

n2
ctg

1√
n

; á)
∞∑
n=1

5n
3
√
n2

(n+ 1)!
; â)

∞∑
n=1

(
n

3n− 1

)n2

;

ã)
∞∑
n=4

1

(3n− 1)
√

ln(n− 2)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n
n+ 1√
n3

.

25.21.

a)
∞∑
n=1

sin π
2n+1

n
(
3 + sin nπ

4

) ; á)
∞∑
n=1

2nn!

nn
; â)

∞∑
n=1

n3 arctgn
π

3n
;

ã)
∞∑
n=2

1

(n+ 5) ln2(n+ 1)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n tg π
4
√
n√

5n− 1
.

25.22.

a)
∞∑
n=2

3
π

arctg
√
n2 − 1√

n2 − n
; á)

∞∑
n=1

5n(n+ 1)!

(2n)!
; â)

∞∑
n=1

n53n

(2n+ 1)n
;

ã)
∞∑
n=2

1

(n/3) ln2(n+ 7)
; ä)

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)22n+1
.

25.23.

a)
∞∑
n=3

1

n2 lnn+
3
√

ln2 n
; á)

∞∑
n=1

3n

(n+ 2)!4n
; â)

∞∑
n=1

2n−1e−n;

ã)
∞∑
n=2

n2

(n3 + 1) lnn
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n
sin(n

√
n)

n
√
n

.

25.24.

a)
∞∑
n=1

lnn√
n5 + n

; á)
∞∑
n=1

3 · 5 · 7...(2n+ 1)

2 · 5 · 8...(3n− 1)
; â)

∞∑
n=1

n
(

3n− 1

4n+ 2

)2n

;

ã)
∞∑
n=3

n

(n2 − 3) ln2 n
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n

n+ cos(2/
√
n+ 4)

.

25.25.

a)
∞∑
n=1

sin2 2n

n2
; á)

∞∑
n=1

1 · 4 · 7...(3n− 2)

7 · 9 · 11...(2n+ 5)
; â)

∞∑
n=1

(
2n

4n+ 3

)n2

;

ã)
∞∑
n=4

1

(n/3− 1) ln2(n/2)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n sin
π

2n
.

25.26.

a)
∞∑
n=2

2 cos 2π
3n

4
√
n4 − 1

; á)
∞∑
n=1

2n!√
2n + 3

; â)
∞∑
n=1

nn+2

(2n2 + 1)n/2
;

ã)
∞∑
n=2

n

(n2 + 5) lnn
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + sin2 n
.
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25.27.

a)
∞∑
n=1

3 + (−1)n

2n+2
; á)

∞∑
n=1

(3n+ 2)!

10nn2
; â)

∞∑
n=1

√
n
(

n

3n− 1

)2n

;

ã)
∞∑
n=2

3n

(2n2 + 3) lnn
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n
sin 3n

3n
.

25.28.

a)
∞∑
n=1

3n2 − 2

n4 − 5n
; á)

∞∑
n=2

4n−1
√
n2 + 5

(n− 1)!
; â)

∞∑
n=1

(
n+ 1

n

)n2
1

2n
;

ã)
∞∑
n=4

n+ 1

(5n2 − 9) ln(n− 2)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n ln
(

1 +
1

n2

)
.

25.29.

a)
∞∑
n=1

arcctg(−1)n√
n(2 + n2)

; á)
∞∑
n=1

n! 3
√
n

3n + 2
; â)

∞∑
n=1

n · 3n+2

5n
;

ã)
∞∑
n=3

2n+ 1

(3n2/2 + 2) ln(n/2)
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n sin
1

n
· tg 1

n
.

25.30.

a)
∞∑
n=1

arcsin 3+(−1)n

4

2n + n
; á)

∞∑
n=1

n!(2n+ 1)!

(3n)!
; â)

∞∑
n=2

3
√
n
(
n− 2

2n+ 1

)3n

;

ã)
∞∑
n=2

n

(n2 − 1) lnn
; ä)

∞∑
n=1

(−1)n
(

1− cos
1√
n

)
.

Çàäà÷à �26.

Çíàéòè îáëàñòü çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ
26.1.

a)
∞∑
n=1

(3− x2)n; á)
∞∑
n=1

(n− 2)3(x+ 3)2n

2n+ 3
.

26.2.

a)
∞∑
n=1

(−1)n

2n− 1

(
1− x
1 + x

)n
; á)

∞∑
n=1

(−1)n(x− 3)n

(n+ 1)5n
.

26.3.

a)
∞∑
n=1

n

n+ 1

1

(3x2 + 4x+ 2)n
; á)

∞∑
n=1

(x− 1)2n

n9n
.

26.4.

a)
∞∑
n=1

n+ 1

3n
(x2 − 4x+ 6)n; á)

∞∑
n=1

(x− 1)n

2n ln(n+ 1)
.

26.5.

a)
∞∑
n=1

lnn x

nn
; á)

∞∑
n=1

(−1)n−1 (x− 2)2n

2n
.

26.6.

a)
∞∑
n=1

n+ 3

n+ 1

1

(27x2 + 12x+ 2)n
; á)

∞∑
n=1

(x− 5)2n+1

3n+ 8
.
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26.7.

a)
∞∑
n=1

(lnx)n; á)
∞∑
n=1

(n+ 1)5x2n

2n+ 1
.

26.8.

a)
∞∑
n=1

n · 2n

n+ 1

1

(3x2 + 8x+ 6)n
; á)

∞∑
n=1

(2n)!xn

nn
.

26.9.

a)
∞∑
n=1

1

n+ 3

(
1 + x

1− x

)n
; á)

∞∑
n=1

(x+ 5)2n−1

4n(2n− 1)
.

26.10.

a)
∞∑
n=1

(x2 − 6x+ 12)n

4n(n2 + 1)
; á)

∞∑
n=1

(x− 7)2n−1

(2n2 − 5n)4n
.

26.11.

a)
∞∑
n=1

(lg x)n; á)
∞∑
n=1

(x− 2)n

(3n+ 1)2n
.

26.12.

a)
∞∑
n=1

(nx)n; á)
∞∑
n=2

3n(x− 2)3n

(5n− 8)3
.

26.13.

a)
∞∑
n=1

e−n
2x; á)

∞∑
n=1

(x+ 5)n tg
1

3n
.

26.14.

a)
∞∑
n=1

(x2 − 5x+ 11)n

5n(n2 + 5)
; á)

∞∑
n=1

sin

√
n

n2 + 1
(x− 2)n.

26.15.

a)
∞∑
n=1

n!

xn
; á)

∞∑
n=1

3

√
(n+ 1)n

n!
xn.

26.16.

a)
∞∑
n=1

n!xn; á)
∞∑
n=1

3n
2

xn
2

.

26.17.

a)
∞∑
n=1

xn

n!
; á)

∞∑
n=1

(x+ 2)n
2

nn
.

26.18.

a)
∞∑
n=1

2n+ 3

(n+ 1)5x2n
; á)

∞∑
n=1

n5

(n+ 1)!
(x+ 5)2n+1.

26.19.

a)
∞∑
n=1

n3 + 1

3n(x− 2)n
; á)

∞∑
n=1

(3n− 2)(x− 3)n

(n+ 1)22n+1
.

26.20.

a)
∞∑
n=1

1

n(x+ 2)n
; á)

∞∑
n=1

(x− 5)n

(n+ 4) ln(n+ 4)
.
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26.21.

a)
∞∑
n=1

n2

2n(n2 + 1)
(25x2 + 1)n; á)

∞∑
n=1

(−1)n+! (x+ 1)2n−1

2n− 1
.

26.22.

a)
∞∑
n=1

sinnx

n2
; á)

∞∑
n=1

(x− 3)n

n22n
.

26.23.

a)
∞∑
n=1

2n3

n3 + 2
· 1

(3x2 + 10x+ 9)n
; á)

∞∑
n=1

(x− 4)n
2

nn+1
.

26.24.

a)
∞∑
n=1

cosnx

n2
; á)

∞∑
n=1

n+ 1

3n
xn.

26.25.

a)
∞∑
n=1

1

n!(x+ 3)n
; á)

∞∑
n=1

2n−1x2n−1

(4n− 3)2
.

26.26.

a)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n3n
√

(x+ 2)n
; á)

∞∑
n=1

4n(x+ 1)2n

n
.

26.27.

a)
∞∑
n=1

sinn x

n(n− 1)
; á)

∞∑
n=1

(x− 7)2n−1

(2n2 − 5n)4n
.

26.28.

a)
∞∑
n=1

tgn x

n2 + 4
; á)

∞∑
n=1

nx2n

n+ 1
.

26.29.

a)
∞∑
n=1

(5− x2)n; á)
∞∑
n=1

(x+ 2)n

(2n+ 1)3n
.

26.30.

a)
∞∑
n=1

n

lnn(x+ 2)
; á)

∞∑
n=1

n2(x− 3)n

(n4 + 1)2
.

Çàäà÷à �27.

Â ïóíêòi à) îá÷èñëèòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ç òî÷íiñòþ äî 0,001, ðîçêëàâøè ïiäiíòåãðàëüíó
ôóíêöiþ â ñòåïåíåâèé ðÿä, à ïîòiì ïðîiíòåãðóâàâøè éîãî ïî÷ëåííî; â ïóíêòi á) çíàéòè òðè ïåðøèõ
âiäìiííèõ âiä íóëÿ, ÷ëåíè ðîçêëàäó â ñòåïåíåâèé ðÿä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.
27.1.

a)

0,25∫
0

ln(1 +
√
x)dx; á) y′ = xy + ey, y(0) = 0.

27.2.

a)
1∫

0

arctg

(
x2

2

)
dx; á) y′ = x2y2 + 1, y(0) = 1.

27.3.

a)

0,2∫
0

√
xe−xdx; á) y′ = x2 − y2, y(0) =

1

2
.
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27.4.

a)

0,5∫
0

arctg x

x
dx; á) y′ = x3 + y2, y(0) =

1

2
.

27.5.

a)

0,2∫
0

√
x cosxdx; á) y′ = x+ y2, y(0) = −1.

27.6.

a)

0,5∫
0

ln(1 + x3)dx; á) y′ = x+ x2 + y2, y(0) = 1.

27.7.

a)
1∫

0

x2 sinxdx; á) y′ = 2 cos x− xy2, y(0) = 1.

27.8.

a)
1∫

0

e−x
2/2dx; á) y′ = ex − y2, y(0) = 0.

27.9.

a)

0,5∫
0

√
1 + x2dx; á) y′ = x+ y + y2, y(0) = 1.

27.10.

a)

0,5∫
0

dx

1 + x5
; á) y′ = x2 + y2, y(0) = 1.

27.11.

a)
1∫

0

3

√
1 + x2/4dx; á) y′ = x2y2 + y sinx, y(0) =

1

2
.

27.12.

a)

0,5∫
0

sinx2

x
dx; á) y′ = 2y2 + yex, y(0) =

1

3
.

27.13.

a)

0,1∫
0

ex − 1

x
dx; á) y′ = e3x + 2xy2, y(0) = 1.

27.14.

a)

0,5∫
0

x2 cos 3xdx; á) y′ = x+ ey, y(0) = 0.

27.15.

a)

0,5∫
0

ln(1 + x2)dx; á) y′ = y cosx+ 2 cos y, y(0) = 0.
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27.16.

a)

0,4∫
0

√
xe−x/4dx; á) y′ = x2 + 2y2, y(0) = 0, 2.

27.17.

a)

0,5∫
0

1− cosx

x2
dx; á) y′ = x2 + xy + y2, y(0) = 0, 5.

27.18.

a)

0,5∫
0

arctg x2

x2
dx; á) y′ = esinx + x, y(0) = 0.

27.19.

a)

0,8∫
0

1− cosx

x
dx; á) y′ = xy − y2, y(0) = 0, 2.

27.20.

a)
1∫

0

sinx2dx; á) y′ = 2x+ y2 + ex, y(0) = 1.

27.21.

a)

0,1∫
0

ln(1 + x)

x
dx; á) y′ = x sinx− y2, y(0) = 1.

27.22.

a)
1∫

0

cos 3
√
xdx; á) y′ = 2x2 − xy, y(0) = 0.

27.23.

a)
1∫

0

√
x sinxdx; á) y′ = x− 2y2, y(0) = 0, 5.

27.24.

a)

0,25∫
0

e−2x2

√
x
dx; á) y′ = xex + 2y2, y(0) = 0.

27.25.

a)
1∫

0

cos
x2

4
dx; á) y′ = xy + x2 + y2, y(0) = 1.

27.26.

a)
1∫

0

arctg

(√
x

2

)
dx; á) y′ = xy + ex, y(0) = 0.

27.27.

a)

0,5∫
0

x− arctg x

x2
dx; á)y′ = yex, y(0) = 1.
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27.28.

a)

0,4∫
0

√
1− x3dx; á) y′ = 2 sin x+ xy, y(0) = 0.

27.29.

a)

0,5∫
0

e−x
2

dx; á) y′ = x2 + ey, y(0) = 0.

27.30.

a)

0,5∫
0

√
1 + x3dx; á) y′ = x2 + y, y(0) = 1.

Çàäà÷à �28.

Ðîçêëàñòè ïåðiîäè÷íó ç ïåðiîäîì 2l ôóíêöiþ f(x) â ðÿä Ôóð'¹.
28.1.

f(x) = |x|, −1 < x < 1, l = 1.

28.2.

f(x) = 2x, −1 < x < 1, l = 1.

28.3.

f(x) = ex, −2 < x < 2, l = 2.

28.4.

f(x) = |x| − 5, −2 < x < 2, l = 2.

28.5.

f(x) = { 1 , −1 ≤ x < 0, x, 0 < x ≤ 1, l = 1.

28.6.

f(x) = x, 1 < x < 3, l = 1.

28.7.

f(x) = { 0 , −2 ≤ x < 0, x, 0 ≤ x < 1, 2− x, 1 ≤ x ≤ 2, l = 2.

28.8.

f(x) = 10− x, 5 < x < 15, l = 5.

28.9.

f(x) = { 1 , −1 ≤ x < 0, 1/2, x = 0, x, 0 < x ≤ 1, l = 1.

28.10.

f(x) = 5x− 1, −5 < x < 5, l = 5.

28.11.

f(x) = { 0 , −3 < x ≤ 0, x, 0 < x < 3, l = 3.

28.12.

f(x) = 3− x, −2 < x < 2, l = 2.

28.13.

f(x) = { 1 , 0 < x < 1, − 1, 1 < x < 2, l = 1.

28.14.

f(x) = { 0 , −2 < x < 0, 2, 0 < x < 2, l = 2
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28.15.

f(x) = {x , 0 ≤ x ≤ 1, 1, 1 < x < 2, 3− x, 2 ≤ x ≤ 3, l = 3.

28.16.

f(x) = 2x− 3, −3 < x < 3, l = 3.

28.17.

f(x) = { 1 , 0 < x < 3/2, − 1, 3/2 < x < 3, l = 3.

28.18.

f(x) = 3− |x|, −5 < x < 5, l = 5.

28.19.

f(x) = {− x, −4 < x < 0, 1, x = 0, 2, 0 < x < 4, l = 4.

28.20.

f(x) = 1 + x, −1 < x < 1, l = 1.

28.21.

f(x) = {− 1, −2 < x < 0, − 1/2, x = 0, x/2, 0 < x < 2, l = 2.

28.22.

f(x) = 2x+ 2, −1 < x < 3, l = 2.

28.23.

f(x) = { 3 , −3 < x < 0, 3/2, x = 0, − x, 0 < x < 3, l = 3.

28.24.

f(x) = 1− |x|, −3 < x < 3, l = 3.

28.25.

f(x) = {− 2, −4 < x < 0, − 1/2, x = 0, 1 + x, 0 < x < 4, l = 4.

28.26.

f(x) = 4x− 3, −5 < x < 5, l = 5.

28.27.

f(x) = {x + 2, −2 < x < −1, 1, −1 ≤ x ≤ 1, 2− x, 1 < x < 2, l = 2.

28.28.

f(x) = {− 1/2, −6 < x < 0, 1, 0 < x < 6, l = 6

28.29.

f(x) = {− 2x, −2 < x < 0, 2, x = 0, 4, 0 < x < 2, l = 2.

28.30.

f(x) = |x| − 3, −4 < x < 4, l = 4.
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Ðîçäië 7

Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà

ñòàòèñòèêà

Ëiòåðàòóðà:

[1]Êí.2; [2]×.1; [3]×.2; [4]; [12]×.1.

7.1 Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

Ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié. Âèïàäêîâi ïîäi¨, îïåðàöi¨ íàä ïîäiÿìè òà âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè.
Éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Àêñiîìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi. Ãåîìåòðè÷íi
éìîâiðíîñòi.

Óìîâíà éìîâiðíiñòü âiäíîñíî ïîäi¨. Íåçàëåæíiñòü ïîäié. Éìîâiðíiñòü äîáóòêó ïîäié. Òåîðåìà
ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi, ôîðìóëè Áàé¹ñà.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ¨¨ âëàñòèâîñòi. Íåïåðåðâíi
òà äèñêðåòíi ðîçïîäiëè. Íîðìàëüíèé, ïóàññîíiâñüêèé, áiíîìiàëüíèé, ðiâíîìiðíèé, ïîêàçíèêîâèé
ðîçïîäiëè. Âèïàäêîâèé âåêòîð òà éîãî ðîçïîäië, óìîâíi ðîçïîäiëè òà ðîçïîäiëè îêðåìèõ åëåìåíòiâ
âåêòîðà. Ôóíêöi¨ âiä âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ðîçïîäië ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñiÿ òà iíøi ìîìåíòíi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí; ¨õ
âëàñòèâîñòi. Êîâàðiàöiÿ, êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨.

Íåðiâíiñòü ×åáèøåâà. Çàêîíè âåëèêèõ ÷èñåë (òåîðåìè ×åáèøåâà, Ìàðêîâà, Áåðíóëëi, Áîðåëÿ).
Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà òà íàñëiäêè ç íå¨ (òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà).

Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè. Âèáiðêè. Òî÷êîâi îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó
òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ; äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíîãî
ðîçïîäiëó. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ðîçïîäië. Åëåìåíòè ðåãðåñèâíîãî àíàëiçó.

7.2 Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Iç ñêðèíüêè, ùî ìiñòèòü 7 áiëèõ i 5 ÷îðíèõ êóëüîê, íàâìàííÿ âèáðàíî 3 êóëüêè.
Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié: A = {âèáðàíî õî÷à á îäíó áiëó êóëüêó},
B = = {âèáðàíî íå ìåíø íiæ äâi áiëi êóëüêè}.

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè âñiõ êóëüîê ¹ 12 òî ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ âèáîðó òðüîõ êóëüîê ¹ n = C3

12 = 220. Ç
öèõ âàðiàíòiâ ¹ Ck

7C
3−k
5 (k = 0, 1, 2, 3) âàðiàíòiâ âèáîðó ðiâíî k áiëèõ êóëüîê. Òîìó ïîäiþ A

102
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çàäîâîëüíÿþòü
m1 = C3

12 − C3
5 = 220− 10 = 210,

à ïîäiþ B �
m2 = C2

7C
1
5 + C3

7 = 21 · 5 + 35 = 140

âàðiàíòiâ.
Îòæå, çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi

P(A) =
m1

n
=

21

22
= 0.95, P(B) =

m2

n
=

7

11
= 0.64.

Ïðèêëàä 2. Ñåðåä âèðîáiâ çàâîäó 10% áðàêîâàíèõ. Ïðè ïåðåâiðöi ïàðòi¨ âèðîáiâ âèðiá ç äåôå-
êòîì ç éìîâiðíiñòþ 0.95 âèçíà¹òüñÿ áðàêîâàíèì, àëå i ÿêiñíèé âèðiá ç éìîâiðíiñòþ 0.03 âèçíà¹òüñÿ
áðàêîâàíèì. Âèïàäêîâî âèáðàíèé ç ïàðòi¨ âèðiá áóâ âèçíàíèé áðàêîâàíèì. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî âií íàñïðàâäi ÿêiñíèé?

Ðîçâ'ÿçîê.
Ðîçãëÿíåìî ïîâíó ãðóïó ïîäié (ãiïîòåç)

H1 = {âèáðàíèé âèðiá ÿêiñíèé},
H2 = {âèáðàíèé âèðiá áðàêîâàíèé}.

Ç óìîâè çàäà÷i P(H1) = 0.9, P(H2) = 0.1.
Íåõàé ïîäiÿ A = {âèáðàíèé âèðiá âèçíàíî áðàêîâàíèì}, òîìó

P(A/H1) = 0.03, P(A/H2) = 0.95.

Çà ôîðìóëîþ Áàé¹ñà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáðàíèé âèðiá íàñïðàâäi ¹ ÿêiñíèì (õî÷ áóâ âèçíàíèé
áðàêîâàíèì) äîðiâíþ¹

P(H1/A) =
P(A/H1)P(H1)

P(A/H1)P(H1) + P(A/H2)P(H2)
=

=
0.03 · 0.9

0.03 · 0.9 + 0.95 · 0.1
= 0.221

Ïðèêëàä 3. Â ïóíêòi à) îïèñàíi âèïàäêîâèé åêñïåðèìåíò i ïîâ'ÿçàíà ç íèì âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà ξ; â ïóíêòi á) çàäàíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó fξ(x) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Çíàéòè ôóíêöiþ
ðîçïîäiëó Fξ(x), ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M ξ, äèñïåðñiþ D ξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.

à) Òðè÷i ïiäêèäà¹òüñÿ ïðàâèëüíà ìîíåòà. ξ � êiëüêiñòü ãåðáiâ, ÿêi âèïàëè;

á)fξ(x) =

{
2x, ÿêùî x ∈ (0; 1)
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1).

Ðîçâ'ÿçîê.
à) Â êîæíîìó ïiäêèäàííi ïîÿâà ãåðáà âiäáóâà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 0.5. Îñêiëüêè ðåçóëüòàòè

îêðåìèõ ïiäêèäàíü ìiæ ñîáîþ íåçàëåæíi, òî

P(ξ = k) = Ck
3 (0.5)k(0.5)3−k =

Ck
3

8
, k = 0, 1, 2, 3.

Òîáòî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ òàêèé

P(ξ = 0) =
C0

3

8
=

1

8
, P(ξ = 1) =

C1
3

8
=

3

8
,

P(ξ = 2) =
C2

3

8
=

3

8
, P(ξ = 3) =

C3
3

8
=

1

8
.
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Çãiäíî îçíà÷åííÿ, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Fξ(x) = P(ξ < x) =
∑
k<x

P(ξ = k) =

=



0, ÿêùî x ≤ 0
1
8
, ÿêùî 0 < x ≤ 1

1
8

+ 3
8
, ÿêùî 1 < x ≤ 2

1
8

+ 3
8

+ 3
8
, ÿêùî 2 < x ≤ 3

1
8

+ 3
8

+ 3
8

+ 1
8
, ÿêùî x > 3

=

=



0, ÿêùî x ≤ 0
1
8
, ÿêùî 0 < x ≤ 1

1
2
, ÿêùî 1 < x ≤ 2

7
8
, ÿêùî 2 < x ≤ 3

1, ÿêùî x > 3

Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨ ìàòèìåìî

M ξ = 0 · 1

8
+ 1 · 3

8
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

8
=

3

2
,

D ξ = M ξ2 − (M ξ)2 =

= 02 · 1

8
+ 12 · 3

8
+ 22 · 3

8
+ 32 · 1

8
− 9

4
= 3− 9

4
=

3

4
.

á) Îñêiëüêè

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(y) dy i
x∫

0

2y dy = x2,

òî

Fξ(x) =


0, ÿêùî x ≤ 0
x2, ÿêùî 0 < x ≤ 1
1, ÿêùî x > 1

.

Màòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

M ξ =

+∞∫
−∞

xfξ(x) dx =

1∫
0

2x2 dx = 2
x3

3

∣∣∣∣∣
1

0

=
2

3
.

Äèñïåðñiÿ

D ξ = M ξ2 − (M ξ)2 =

∞∫
−∞

x2fξ(x) dx− (M ξ)2 =

=

1∫
0

2x3 dx− 4

9
=
x4

2

∣∣∣∣∣
1

0

− 4

9
=

1

18
.

Ïðèêëàä 4. Â ïóíêòi à) çàäàíî çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η); â ïóíêòi á) çà-
äàíà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó fξ;η(x; y) âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η). Çíàéòè êîåôiöi¹íòè êîðåëÿöi¨ rξη â
êîæíîìó ç ïóíêòiâ.
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28.31.

à)
η ξ@
@
−2 0 2

0 0.2 0.3 0.1
1 0 0.2 0.2

á)fξη(x, y) =

{
2(x+ y), ïðè 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ðîçâ'ÿçîê.
Çíàéäåìî ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η çà ôîðìóëàìè:

pi = P(ξ = xi) =
∑
j

pij, qj = P(η = yj) =
∑
i

pij,

òîáòî

P(ξ = −2) = 0.2 + 0 = 0.2,

P(ξ = 0) = 0.3 + 0.2 = 0.5,

P(ξ = 2) = 0.1 + 0.2 = 0.3.

P(η = 0) = 0.2 + 0.3 + 0.1 = 0.6,

P(η = 1) = 0 + 0.2 + 0.2 = 0.4;

Êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

rξη =
M ξη −M ξM η

σ(ξ)σ(η)
,

äå
M ξ =

∑
i

xipi,M η =
∑
j

yjqj,

D ξ = M ξ2 − (M ξ)2 =
∑
i

x2
i pi − (M ξ)2,

D η = M η2 − (M η)2 =
∑
j

y2
j qj − (M η)2,

σ(ξ) =
√
D ξ, σ(η) =

√
D η, M ξη =

∑
ij

xiyjpij.

Òîìó, ïðîâiâøè îá÷èñëåííÿ, çíàéäåìî

M ξη = 0.4, M ξ = 0.2, M η = 0.4,

σ(ξ) ≈ 1.4, σ(η) = 0.49 i

rξη =
0, 4− 0, 08

1, 4 · 0, 49
= 0.47.

á) Êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

rξη =
M ξη −M ξM η

σ(ξ)σ(η)
,
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Ðèñ. 7.1:

äå

M ξ =
∫
G

∫
xfξη(x; y) dx dy,M η =

∫
G

∫
yfξη(x; y) dx dy,

D ξ = M ξ2 − (M ξ)2 =
∫
G

∫
x2fξη(x; y) dx dy − (M ξ)2,

D η = M η2 − (M η)2 =
∫
G

∫
y2fξη(x; y) dx dy − (M η)2,

σ(ξ) =
√
D ξ, σ(η) =

√
D η,

M ξη =
∫
G

∫
xyfξη(x; y) dx dy.

Îáëàñòü G = {0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1} çîáðàæåíî íà ðèñ. 7.1
Ïðîâåäåìî îá÷èñëåííÿ

M ξ =

1∫
0

dx

1∫
x

2x(x+ y)dy =

1∫
0

(2x2y + xy2)
∣∣∣1
x
dx =

=

1∫
0

(2x2 + x− 3x3)dx =

(
2

3
x3 +

x2

2
− 3

4
x4

)∣∣∣∣∣
1

0

=
5

12
.

M ξ2 =

1∫
0

dx

1∫
x

2x2(x+ y)dy =

1∫
0

(2x3y + x2y2)
∣∣∣1
x
dx =

=

1∫
0

(2x3 + x2 − 3x4)dx =

(
x4

2
+
x3

3
− 3x4

5

)∣∣∣∣∣
1

0

=
7

30
.

D ξ =
7

30
− 25

144
=

43

720
, σ(ξ) =

1

12

√
43

5
≈ 0.244.

M η =

1∫
0

dx

1∫
x

2y(x+ y)dy =

1∫
0

(
y2x+

2

3
y3)
∣∣∣∣1
x
dx =
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=

1∫
0

(
x+

2

3
− 5

3
x3
)
dx =

(
x2

2
+

2

3
x− 5

12
x4

)∣∣∣∣∣
1

0

=
3

4
.

M η2 =

1∫
0

dx

1∫
x

2y2(x+ y)dy =

1∫
0

(
2

3
y3x+

1

2
x4
)∣∣∣∣1
x
dx =

=

1∫
0

(
2

3
x+

1

2
− 7

6
x4
)
dx =

(
x2

3
+

1

2
x− 7

30
x5

)∣∣∣∣∣
1

0

=
3

5
.

D η =
3

5
− 9

16
=

3

80
, σ(η) =

√
3

80
≈ 0.194.

M ξη =

1∫
0

dx

1∫
x

2xy(x+ y)dy =

1∫
0

(
x2y2 +

2

3
xy3

)∣∣∣∣1
x
dx =

=

1∫
0

(
x2 +

2

3
x− 5

3
x4
)
dx =

(
x3

3
+
x2

3
− x5

3

)∣∣∣∣∣
1

0

=
1

3
.

rξη ≈
1
3
− 5

12
· 3

4

0.244 · 0.194
≈ 0.44.

Ïðèêëàä 5. Äàíà çãðóïîâàíà âèáiðêà òà çíàéäåíi äåÿêi òåîðåòè÷íi ÷àñòîòè ïîïàäàííÿ â
äàíi iíòåðâàëè ãiïîòåòè÷íîãî ðîçïîäiëó. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié χ2, ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi 0.05
ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà ïðî íîðìàëüíèé ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè ç åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì âèáiðêè.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−0.22;−0.14) 3 2.1
[−0.14;−0.06) 6 7.42
[−0.06; 0.02) 15 15.89

[0.02; 0.1) 25 20.16
[0.1; 0.18) 11
[0.18; 0.26) 8 6.79
[0.26; 0.34) 2 1.82

Ðîçâ'ÿçîê.
Çíàéäåìî ñåðåäèíè äàíèõ iíòåðâàëiâ

xi =
1

2
(yi−1 + yi),

äå yi, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7� ïîñëiäîâíi êiíöi iíòåðâàëiâ.

x1 = −0.18, x2 = −0.1, x3 = −0.2, x4 = 0.6,

x5 = 0.14, x6 = 0.22, x7 = 0.3.

Îá÷èñëèìî âèáiðêîâi ñåðåäí¹ òà äèñïåðñiþ (ñêîðèñòà¹ìîñü íåçìiùåíèìè îöiíêàìè):

x̄ =
1

n

∑
i

xini, s2 =
1

n− 1

∑
i

(xi − x̄)2ni,
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äå n =
∑
i ni. Òîìó n = 70, x̄ = 0.057, s2 = 0.012

Çíàéäåìî íåâiäîìå çíà÷åííÿ pi ïðè i = 5 � éìîâiðíîñòi ïîïàäàííÿ N(x̄, s2) -ðîçïîäiëåíî¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â iíòåðâàë [yi−1; yi]:

pi =

β∫
α

1√
2π

exp

{
−t

2

2

}
dt,

äå α =
yi−1 − x̄

s
, β =

yi − x̄
s

.

Çíà÷åííÿ pi ìîæíà øóêàòè ÿê çà òàáëèöåþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ëàïëàñà, òàê i ÿêèìîñü íàáëèæåíèì
ìåòîäîì.

Â íàøîìó âèïàäêó p5 = 0.217 i âiäïîâiäíà òåîðåòè÷íà ÷àñòîòà n · p5 = 0.217 · 70 = 15.19.
ßêiñòü ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ çà êðèòåði¹ì Ïiðñîíà ìîæíà ââàæàòè ïðèéíÿòíîþ ÿêùî âñi

òåîðåòè÷íi ÷àñòîòè n · pi > 5. Â íàñ òåîðåòè÷íi ÷àñòîòè, ùî âiäïîâiäàþòü êðàéíiì iíòåðâàëàì
ìåíøi 5. Òîìó îá'¹äíà¹ìî ¨õ iç ñóñiäíiìè.

Òîäi êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ ñòàíå ðiâíîþ k = 7 − 2 = 5, íîâi ÷àñòîòè n̄1 = 9, n̄2 = 15, n̄3 = 25,
n̄4 = 11, n̄5 = 10 i òåîðåòè÷íi ÷àñòîòè n · p̄1 = 9.52, n · p̄2 = 15.89, n · p̄3 = 20.16, n · p̄4 = 15.19,
n · p̄5 = 8.61.

Îñêiëüêè

χ2
Â =

∑
i

(n̄i − n · p̄i)2

n · p̄i
= 2.62 < 5.99 = χ2

0.95(k − l − 1),

äå l = 2 � êiëüêiñòü îöiíþâàíèõ çà âèáiðêîþ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó, χ2
0.95(m) � êâàíòèëü ïîðÿä-

êó 0,95 χ2 -ðîçïîäiëó ç m ñòóïåíÿìè ñâîáîäè (âèçíà÷à¹òüñÿ çà òàáëèöåþ), òî ç íàäiéíiñòþ 0.95
(ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi 0.05) ãiïîòåçà ïðî íîðìàëüíèé ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè óçãîäæó¹òüñÿ ç åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì âèáiðêè.

7.3 Çàâäàííÿ òåìè 8

Çàäà÷à �29.

29.1. Òåëåôîííà êíèæêà ðîçêðèâà¹òüñÿ íàâìàííÿ i âèáèðà¹òüñÿ âèïàäêîâèé íîìåð òåëåôîíó. Ââà-
æàþ÷è, ùî òåëåôîííi íîìåðè ñêëàäàþòüñÿ ç 7 öèôð, ïðè÷îìó âñi êîìáiíàöi¨ öèôð ðiâíîéìîâiðíi,
çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {÷îòèðè îñòàííi öèôðè òåëåôîííîãî íîìåðà îäíàêîâi};
B = { âñi öèôðè ðiçíi}.
29.2. 10 ÷îëîâiêiâ i 10 æiíîê âèïàäêîâèì ÷èíîì çàéíÿëè ðÿä iç 20 ìiñöü. Çíàéòè éìîâiðíîñòi
òàêèõ ïîäié:
A = {æîäíèõ äâà ÷îëîâiêè íå ñèäÿòü ïîðó÷}, B = {âñi ÷îëîâiêè ñèäÿòü ïîðó÷}.
29.3. 52 êàðòè ðîçäàþòüñÿ ÷îòèðüîì ãðàâöÿì (êîæíîìó ïî 13 êàðò). Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ
ïîäié:A = {êîæíèé ãðàâåöü îòðèìà¹ òóçà}; B = {îäèí ç ãðàâöiâ îòðèìà¹ âñi 13 êàðò îäíi¹¨ ìàñòi}.
29.4. 52 êàðòè ðîçäàþòüñÿ ÷îòèðüîì ãðàâöÿì (êîæíîìó ïî 13 êàðò). Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ
ïîäié:A = {äâî¹ ïåâíèõ ãðàâöiâ íå îòðèìàþòü æîäíîãî òóçà }; B = {âñi òóçè ïîïàäóòü äî îäíîãî
ç ãðàâöiâ}.
29.5. Â òðè âàãîíè ïî¨çäà çàõîäÿòü äåâ'ÿòü ïàñàæèðiâ. Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié: A = {â
ïåðøèé âàãîí çàéäå òðè ïàñàæèðè}; B = {â êîæíèé âàãîí çàéäå ïî òðè ïàñàæèðè}.
29.6. Øiñòü ïàñàæèðiâ çàéøëè â ëiôò íà ïåðøîìó ïîâåðñi ñåìèïîâåðõîâîãî áóäèíêó. Ââàæàþ÷è,
ùî áóäü-ÿêèé ïàñàæèð ìîæå ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ âèéòè íà 2-ìó, 3-ìó,...7-ìó ïîâåðõàõ, çíàéòè
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éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {íà äðóãîìó, òðåòüîìó i ÷åòâåðòîìó ïîâåðõàõ íå âèéäå æîäåí
ïàñàæèð}; B = {òðî¹ ïàñàæèðiâ âèéäå íà ñüîìîìó ïîâåðñi}.
29.7. Øiñòü ïàñàæèðiâ çàéøëè â ëiôò íà ïåðøîìó ïîâåðñi ñåìèïîâåðõîâîãî áóäèíêó. Ââàæàþ÷è,
ùî áóäü-ÿêèé ïàñàæèð ìîæå ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ âèéòè íà 2-ìó, 3-ìó,...7-ìó ïîâåðõàõ, çíàéòè
éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {íà êîæíîìó ïîâåðñi âèéäå ïî îäíîìó ïàñàæèðó};
B = {âñi ïàñàæèðè âèéäóòü íà îäíîìó ïîâåðñi}.
29.8. Ç 30 ÷èñåë (1, 2,..., 29, 30) âèïàäêîâî âèáèðà¹òüñÿ 10 ðiçíèõ ÷èñåë. Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ
ïîäié:
A = {ðiâíî 5 ÷èñåë äiëèòüñÿ íà 3}; B = {5 ÷èñåë ïàðíèõ i 5 íåïàðíèõ, ïðè÷îìó ðiâíî îäíå ÷èñëî
äiëèòüñÿ íà 10}.
29.9. 8 îñiá çàéìàþòü ìiñöÿ ç îäíi¹¨ ñòîðîíè ïðÿìîêóòíîãî ñòîëà. Êiëüêiñòü ìiñöü äîðiâíþ¹ 12.
Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {äâi ïåâíi îñîáè îïèíÿòüñÿ ðÿäîì}; B = {òðè âiëüíèõ
ìiñöÿ áóäóòü çíàõîäèòèñÿ ðÿäîì}.
29.10. Â ñêðèíöi ¹ 3 áiëi, 5 ÷îðíèõ i 7 ÷åðâîíèõ êóëüîê. Íàâìàííÿ âèáðàëè 5 êóëüîê. Çíàéòè
éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié: A = {âèáðàíî ïðèíàéìíi îäíó ÷åðâîíó êóëüêó},
B = {âèáðàíî âñi ÷åðâîíi êóëüêè}.
29.11. Iç ñêðèíüêè, ùî ìiñòèòü 10 êóëüîê, ç ÿêèõ 6 áiëèõ i 4 ÷îðíèõ, íàâìàííÿ âèáðàíî 3 êóëüêè.
Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {âñi âèáðàíi êóëüêè áiëi}, B = {ñåðåä âèáðàíèõ êóëüîê
ðiâíî äâi áiëi}.
29.12. Äî ÷îòèðüîõñòîðîííüîãî ïåðåõðåñòÿ ç êîæíî¨ ñòîðîíè ïiä'¨õàëî ïî îäíîìó àâòîìîáiëþ.
Êîæíèé àâòîìîáiëü ìîæå ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ çäiéñíèòè îäèí ç ìàíåâðiâ íà ïåðåõðåñòi: ðîç-
âåðíóòèñü i ïî¨õàòè íàçàä, ïî¨õàòè ïðÿìî, íàëiâî àáî íàïðàâî.×åðåç äåÿêèé ÷àñ âñi àâòîìîáiëi
ïîêèíóëè ïåðåõðåñòÿ. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {âñi àâòîìîáiëi ïî¨äóòü îäíi¹þ i
òi¹þ æ âóëèöåþ}; B = {ïåâíîþ âóëèöåþ ïî¨äå òðè àâòîìîáiëi}.
29.13. Äî ÷îòèðüîõñòîðîííüîãî ïåðåõðåñòÿ ç êîæíî¨ ñòîðîíè ïiä'¨õàëî ïî îäíîìó àâòîìîáiëþ.
Êîæíèé àâòîìîáiëü ìîæå ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ çäiéñíèòè îäèí ç ìàíåâðiâ íà ïåðåõðåñòi: ðîç-
âåðíóòèñü i ïî¨õàòè íàçàä, ïî¨õàòè ïðÿìî, íàëiâî àáî íàïðàâî.×åðåç äåÿêèé ÷àñ âñi àâòîìîáiëi
ïîêèíóëè ïåðåõðåñòÿ. Çíàéòè éìîâiðíîñòi òàêèõ ïîäié: A = {êîæíîþ ç ÷îòèðüîõ âóëèöü ïî¨äå
ðiâíî îäèí àâòîìîáiëü}; B = {ïðèíàéìíi îäíi¹þ ç âóëèöü íå ïî¨äå æîäåí ç àâòîìîáiëiâ}.
29.14. Íà ï'ÿòè êàðòî÷êàõ çàïèñàíi öèôðè âiä 1 äî 5. Äîñëiä ïîëÿãà¹ ó âèïàäêîâîìó âèáîði òðüîõ
êàðòî÷îê i ðîçêëàäóâàííi â ïîðÿäêó âèòÿãóâàííÿ çëiâà íàïðàâî. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ
ïîäié: A = {ç'âèòüñÿ ÷èñëî, ùî ìiñòèòü õî÷à á îäíó ç öèôð 2 àáî 3}, B = {ç'ÿâèòüñÿ ÷èñëî, ùî íå
ìiñòèòü öèôðè 3}.
29.15. Íà ï'ÿòè êàðòî÷êàõ çàïèñàíi öèôðè âiä 1 äî 5. Äîñëiä ïîëÿãà¹ ó âèïàäêîâîìó âèáîði òðüîõ
êàðòî÷îê i ðîçêëàäóâàííi â ïîðÿäêó âèòÿãóâàííÿ çëiâà íàïðàâî. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ
ïîäié: A = {îäåðæàíå ÷èñëî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíèõ öèôð}, B = {ç'ÿâèòüñÿ ïàðíå ÷èñëî}.
29.16. Iç êîëîäè â 52 êàðòè âèòÿãóþòü íàâìàííÿ 6 êàðò. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié:
A = {âñi âèáðàíi êàðòè áóáíîâî¨ ìàñòi}, B = {âñi âèáðàíi êàðòè îäíi¹¨ ìàñòi}.
29.17. Ç ìíîæèíè âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè 10, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç öèôð 0, 1, 2, âèïàäêîâî
âèáèðà¹òüñÿ îäíà. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {ïîñëiäîâíiñòü ìiñòèòü ðiâíî 6 íó-
ëiâ, ïðè÷îìó 2 ç íèõ çíàõîäÿòüñÿ íà êiíöÿõ ïîñëiäîâíîñòi}; B = {ïîñëiäîâíiñòü ìiñòèòü ðiâíî 5
îäèíèöü}.
29.18. ×èñëà 1, 2,..., 9 çàïèñóþòüñÿ ó âèïàäêîâîìó ïîðÿäêó. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié:
A = {÷èñëà 1 i 2 ñòîÿòü ïîðó÷ i â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ}, B = {÷èñëà 3, 6 i 9 ðîçìiùåíi ïîðó÷ â
äîâiëüíîìó ïîðÿäêó}.
29.19. ×èñëà 1, 2,..., 9 çàïèñóþòüñÿ ó âèïàäêîâîìó ïîðÿäêó. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié:
A = {íà ïàðíèõ ìiñöÿõ ñòîÿòü ïàðíi ÷èñëà}, B = {ñóìà êîæíèõ äâîõ ÷èñåë, ùî ñòîÿòü íà îäíàêîâié
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âiäñòàíi âiä êiíöiâ, äîðiâíþ¹ 10}.
29.20. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ï'ÿòèçíà÷íèé íîìåð âèïàäêîâî âçÿòîãî àâòîìîáiëÿ â âåëèêîìó
ìiñòi:A = {ìà¹ âñi öèôðè ðiçíi }; B = {ìà¹ òiëüêè äâi îäíàêîâi öèôðè}.
29.21. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äíi íàðîäæåííÿ 12 ëþäåé A = {âèïàäàþòü íà ðiçíi ìiñÿöi
ðîêó}; B = {âèïàäàþòü íà îäèí ìiñÿöü ðîêó}.
29.22. Êîëîäà ç 36 êàðò äîáðå ïåðåìiøàíà (òîáòî âñi ìîæëèâi âàðiàíòè ðîçòàøóâàííÿ êàðò ðiâíî-
éìîâiðíi). Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {÷îòèðè òóçè ðîçòàøîâàíi ïîðÿä}; B = {ìiñöÿ
ðîçòàøóâàííÿ òóçiâ óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ ç êðîêîì 7}.
29.23. Êèäà¹òüñÿ 6 ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {âèïàäå 3 îäè-
íèöi, äâi òðiéêè i îäíà øiñòêà }; B = {âèïàäóòü ðiçíi öèôðè}.
29.24. 10 âàðiàíòiâ êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè, íàïèñàíi êîæíèé íà îêðåìié êàðòî÷öi, çìiøóþòüñÿ i
ðîçïîäiëÿþòüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì ñåðåä âîñüìè ñòóäåíòiâ, ùî ñèäÿòü â îäíîìó ðÿäó, ïðè÷îìó êî-
æíèé îòðèìó¹ îäèí âàðiàíò. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {âàðiàíòè ç íîìåðàìè 1, 2
çàëèøàòüñÿ íåâèêîðèñòàíèìè }; B = {âàðiàíòè 1 i 2 äiñòàíóòüñÿ ñòóäåíòàì, ùî ñèäÿòü ïîðó÷}.
29.25. Êèäàþòü 10 îäíàêîâèõ ãðàëüíèõ êóáèêiâ. Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {íà
æîäíîìó ç êóáèêiâ íå âèïàäå 6 î÷îê}; B = {õî÷à á íà îäíîìó êóáèêó âèïàäå 6 î÷îê}.
29.26. Òåëåôîííà êíèæêà ðîçêðèâà¹òüñÿ íàâìàííÿ i âèáèðà¹òüñÿ âèïàäêîâèé íîìåð òåëåôîíó.
Ââàæàþ÷è, ùî òåëåôîííi íîìåðè ñêëàäàþòüñÿ ç 7 öèôð, ïðè÷îìó âñi êîìáiíàöi¨ öèôð ðiâíîéìî-
âiðíi, çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {íîìåð ïî÷èíà¹òüñÿ ç öèôðè 5}; B = {íîìåð
ìiñòèòü òðè öèôðè 5, äâi öèôðè 1 i äâi öèôðè 2}.
29.27. Iç êîëîäè â 52 êàðòè âèòÿãóþòü íàâìàííÿ 6 êàðò. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié:
A = { ñåðåä âèáðàíèõ êàðò âèÿâèòüñÿ õî÷à á îäèí òóç}, B = {áóäå îòðèìàíî íàñòóïíèé ñêëàä
êàðò: âàëåò, äàìà i äâà êîðîëi}.
29.28. 7 ÿáëóê, 3 àïåëüñèíà i 5 ëèìîíiâ ðîçêëàäàþòüñÿ âèïàäêîâèì ÷èíîì â òðè ïàêåòà, àëå òàê,
ùîá â êîæíîìó áóëà îäíàêîâà êiëüêiñòü ôðóêòiâ. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {â
êîæíîìó ç ïàêåòiâ ïî îäíîìó àïåëüñèíó}; B = {âèïàäêîâî âèáðàíèé ïàêåò íå ìiñòèòü àïåëüñèíiâ}.
29.29. 12 îñiá, ñåðåä ÿêèõ ¹ C i D øèêóþòüñÿ â øåðåíãó äîâiëüíèì ÷èíîì. Çíàéòè éìîâiðíîñòi
íàñòóïíèõ ïîäié: A = { C i D áóäóòü ñòîÿòè ïîðó÷}, B = {ìiæ C i D áóäå çíàõîäèòèñü ðiâíî 4
îñîáè}.
29.30. Âèáðàíî ï'ÿòü ðiçíèõ öèôð. Çíàéòè éìîâiðíîñòi íàñòóïíèõ ïîäié: A = {âèáðàíà öèôðà 1},
B = {âèáðàíi òiëüêè ïàðíi öèôðè}.

Çàäà÷à �30.

30.1. Â òðüîõ ñêðèíüêàõ ëåæàòü áiëi òà ÷îðíi êóëüêè. Ó ïåðøié ñêðèíüöi � 3 áiëi i îäíà ÷îðíà, ó
äðóãié � 6 áiëèõ i 4 ÷îðíèõ, ó òðåòié � 9 áiëèõ i îäíà ÷îðíà. Ç íàâìàííÿ âçÿòî¨ ñêðèíüêè âèéìàþòü
îäíó êóëüêó. Çíàéòè éìîâiíiñòü òîãî, ùî âîíà áiëà.
30.2. Àâòîìàøèíè âèïóñêàþòüñÿ òðüîìà çàâîäàìè â êiëüêîñòÿõ 5000, 3000, 4000 â ðiê, ïðè÷îìó
éìîâiðíîñòi áðàêó äëÿ öèõ çàâîäiâ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 0.05, 0.1, 0.2. Êóïëåíà àâòîìàøèíà
âèÿâèëàñü áðàêîâàíîþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà âèãîòîâëåíà íà ïåðøîìó çàâîäi?
30.3. Â ïåðøîìó ÿùèêó 5 áiëèõ i 10 ÷îðíèõ êóëüîê, â äðóãîìó � 3 áiëèõ i 7 ÷îðíèõ êóëüîê.
Ç äðóãîãî ÿùèêà â ïåðøèé ïåðåêëàëè êóëüêó, à ïîòiì ç ïåðøîãî ÿùèêà âèòÿãëè íàâìàííÿ îäíó
êóëüêó. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèòÿãíóòà êóëüêà � áiëà.
30.4. Êiëüêiñòü âàíòàæíèõ ìàøèí, ÿêi ïðîõîäÿòü øîñå âiäíîñèòüñÿ äî êiëüêîñòi ëåãêîâèõ ìàøèí,
ÿê 3 i 2. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìàøèíà ïiä'¨äå íà çàïðàâêó äëÿ âàíòàæíèõ ìàøèí äîðiâíþ¹ 0.1, à
äëÿ ëåãêîâèõ 0.2. Äî áåíçîêîëîíêè ïiä'¨õàëà ìàøèíà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà âàíòàæíà.
30.5. Â ãðóïi ñïîðòñìåíiâ 20 ëèæíèêiâ, 6 âåëîñèïåäèñòiâ i 4 ëåãêîàòëåòè. Éìîâiðíîñòi âèêîíàííÿ
íîðìè ìàéñòðà ñïîðòó äëÿ êîæíî¨ ãðóïè ñïîðòñìåíiâ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 0.9, 0.8, 0.75. Çíàéòè
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éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíèé ñïîðòñìåí âèêîíà¹ íîðìó ìàéñòðà ñïîðòó.
30.6. Â ñêðèíüöi ëåæàòü òðè êóëi, ÿêi ìîæóòü áóòè áiëèìè àáî ÷îðíèìè. Âñi ÷îòèðè ïðèïóùåííÿ
ïðî ïî÷àòêîâèé ñêëàä ñêðèíüêè ðiâíîìîæëèâi. Òðè ðàçè âèòÿãëè çi ñêðèíüêè ïî îäíié êóëi ç ïîâåð-
íåííÿì, ïðè÷îìó ïåðøà êóëÿ âèÿâèëèñè ÷îðíîþ, ðåøòà � áiëi. Çíàéòè àïîñòåðiîðíi éìîâiðíîñòi
ðiçíèõ ñêëàäiâ ñêðèíüêè.
30.7. 10 ñòóäåíòiâ ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó. Äâî¹ ç íèõ â÷àòüñÿ íà 5, ï'ÿòåðî íà 4, òðî¹ íà 3. Éìîâiðíiñòü
ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó äëÿ êîæíîãî ñòóäåíòà ç öèõ ãðóï äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî 0.95, 0.8, 0.5. Çíàéòè
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çàäà÷à áóäå ðîçâ'ÿçàíà îäíèì iç ñòóäåíòiâ.
30.8. Ç 10 äåòàëåé 4 ïîôàêáîâàíiâàíi. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîôàðáîâàíà äåòàëü âàæ÷à íîðìè,
äîðiâíþ¹ 0.3, à äëÿ íåïîôàðáîâàíî¨ äåòàëi öÿ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ 0.1. Âçÿòà íàâìàííÿ äåòàëü
âèÿâèëàñü âàæ÷îþ íîðìè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà ïîôàðáîâàíà.
30.9. Â ñïåöiàëiçîâàíó ëiêàðíþ ïîñòóïàþòü â ñåðåäíüîìó 50% ç çàõâîðþâàííÿì A, 30% � B, 20%
� C. Éìîâiðíiñòü ïîâíîãî âèëiêóâàííÿ äëÿ A äîðiâíþ¹ 0.7, B � 0.8, C � 0.9. Ïàöi¹íòà âèïèñàíî
çäîðîâèì. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âií õâîðiâ B.
30.10. Ïðîäóêòèâíiñòü ïåðøîãî àâòîìàòà âäâi÷i ïåðåâèùó¹ ïðîäóêòèâíiñòü äðóãîãî. Ïåðøèé àâ-
òîìàò â ñåðåäíüîìó äà¹ 60% äåòàëåé, äðóãèé � 84% äåòàëåé âiäìiííî¨ ÿêîñòi. Hàâìàííÿ âçÿòà
äåòàëü âèÿâèëàñü âiäìiííî¨ ÿêîñòi. Çíàéòè éìîâiðíñiòü òîãî, ùî öÿ äåòàëü âèãîòîâëåíà ïåðøèì
àâòîìàòîì.
30.11. Â êîðîáöi çíàõîäÿòüñÿ äâà çîâíi îäíàêîâi ãðàëüíi êóáèêè: îäèí ïðàâèëüíèé, ç îäíàêîâèìè
éìîâiðíîñòÿìè âèïàäàííÿ âñiõ øåñòè öèôð; äðóãèé íåïðàâèëüíèé. Ïðè ïiäêèäàííi íåïðàâèëüíîãî
êóáèêà îäèíèöÿ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1/9. Hàâìàííÿ âèáèðàþòü iç êîðîáêè ãðàëüíèé êóáèê i
ïiäêèäàþòü; â ðåçóëüòàòi âèïàëî 1 î÷êî. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, øî áóëî ïiäêèíóòî ïðàâèëüíèé
êóáèê.
30.12. Ìà¹ìî òðè ñêðèíüêè. Ó ïåðøié ìiñòèòüñÿ 8 áiëèõ i 2 ÷îðíèõ êóëüêè, ó äðóãié � 5 áiëèõ i
5 ÷îðíèõ, ó òðåòié � 2 áiëèõ i 8 ÷îðíèõ. Hàâìàííÿ ïiäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. ßêùî âèïàäå íà
ãðàíi ÷èñëî êðàòíå 2, òî íàâìàííÿ áåðóòü äâi êóëüêè ç ïåðøî¨ ñêðèíüêè, ÿêùî âèïàäå ÷èñëî 5 �
äâi êóëüêè ç äðóãî¨ ñêðèíüêè, i ÿêùî âèïàäå ÷èñëî, ÿêå íå áóäå êðàòíèì 2 i íå äîðiâíþ¹ 5 � äâi
êóëüêè ç òðåòüî¨ ñêðèíüêè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîÿâè äâîõ áiëèõ êóëüîê â òàêîìó åêñïåðèìåíòi.
30.13. Ïðèëàä, ùî çíàõîäèòüñÿ íà áîðòó ëiòàêà ìîæå ïðàöþâàòè â äâîõ ðåæèìàõ: â óìîâàõ íîð-
ìàëüíîãî êðåéñåðñüêîãî ïîëüîòó òà â óìîâàõ ïåðåâàíòàæåííÿ. Êðåéñåðñüêèé ðåæèì âiäáóâà¹òüñÿ
ïðîòÿãîì 80% âñüîãî ÷àñó ïîëüîòó, óìîâè ïåðåâàíòàæåííÿ � ïðîòÿãîì 20% âñüîãî ÷àñó ïîëüîòó.
Éìîâiðíiñòü âiäìîâè ïðèëàäó ïiä ÷àñ ïîëüîòó â íîðìàëüíîìó ðåæèìi äîðiâíþ¹ 0.1, à â óìîâàõ
ïåðåâàíòàæåííÿ � 0.4. Îá÷èñëèòè íàäiéíiñòü ïðèëàäó (éìîâiðíiñòü áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè) çà ÷àñ
ïîëüîòó.
30.14. Äâà öåõè øòàìïóþòü îäíîòèïíi äåòàëi. Ïåðøèé öåõ äà¹ 5% áðàêó, äðóãèé � 10%. Äëÿ
êîíòðîëþ âiäiáðàíî 100 äåòàëåé ç ïåðøîãî öåõó òà 300 ç äðóãîãî. Âñi öi äåòàëi çìiøàëè â îäíó
ïàðòiþ, i ç íå¨ íàâìàííÿ âèáðàëè îäíó äåòàëü. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà áðàêîâàíà?
30.15. Â ïðîäàæ íàäõîäÿòü òåëåâiçîðè òðüîõ çàâîäiâ. Ïðîäóêöiÿ ïåðøîãî çàâîäó ìiñòèòü 20%
òåëåâiçîðiâ ç ïðèõîâàíèì äåôåêòîì, äðóãîãî � 10% i òðåòüîãî � 5%. ßêà éìîâiðíiñòü êóïèòè
ÿêiñíèé òåëåâiçîð, ÿêùî â ìàãàçèí íàäiéøëî 30% òåëåâiçîðiâ ç ïåðøîãî çàâîäó, 20% � ç äðóãîãî
òà 50% � ç òðåòüîãî çàâîäó?
30.16. Â ÿùèêó ¹ 20 òåíiñíèõ ì'ÿ÷iâ, ñåðåä íèõ 15 íîâèõ i 5 âèêîðèñòîâóâàíèõ. Äëÿ ãðè íàâìà-
ííÿ âèáèðàþòüñÿ äâà ì'ÿ÷i i ïiñëÿ ãðè ïîâåðòàþòüñÿ íàçàä â ÿùèê. Ïîòiì äëÿ äðóãî¨ ãðè òàêîæ
íàâìàííÿ âèáèðàþòü ùå äâà ì'ÿ÷i. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äðóãà ãðà áóäå ïðîâîäèòèñü íîâèìè
ì'ÿ÷àìè?
30.17. Iç 10 ñòóäåíòiâ,ùî ïðèéøëè çäàâàòè åêçàìåí, äâà çíàþòü 20 áiëåòiâ iç 30, îäèí òiëüêè 15,
à ðåøòà ñòóäåíòiâ çíàþòü âñi 30 áiëåòiâ. Åêçàìåíàòîð íàâìàííÿ âèêëèêà¹ îäíîãî iç ñòóäåíòiâ. ßêà
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éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âií çäàñòü åêçàìåí?
30.18. Ëþäèíi, ùî ìà¹ ÷åòâåðòó ãðóïó êðîâi, ìîæíà ïåðåëèòè êðîâ áóäü-ÿêî¨ ãðóïè; ëþäèíi ç
äðóãîþ àáî òðåòüîþ ãðóïîþ êðîâi ìîæíà ïåðåëèòè êðîâ àáî òi¹¨ æ ãðóïè, àáî ïåðøî¨; ëþäèíi ç
ïåðøîþ ãðóïîþ êðîâi ìîæíà ïåðåëèòè ëèøå êðîâ ïåðøî¨ ãðóïè. Ñåðåä íàñåëåííÿ 33,7% ìàþòü
ïåðøó, 37,5% � äðóãó, 20,9% � òðåòþ òà 7,9% � ÷åòâåðòó ãðóïè êðîâi. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî âèïàäêîâî âçÿòîìó õâîðîìó ìîæíà ïåðåëèòè êðîâ âèïàäêîâî âçÿòîãî äîíîðà.
30.19. Ç ìíîæèíè ÷èñåë E = {1, 2,..., 10} íàâìàííÿ ïîñëiäîâíî i áåç ïîâåðíåííÿ áåðóòü äâà ÷èñëà.
ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøå ÷èñëî áiëüøå âiä äðóãîãî íå ìåíø íiæ íà 5?
30.20. Ñòóäåíò çíà¹ òiëüêè 10 iç 25 åêçàìåíàöiéíèõ áiëåòiâ. Â ÿêîìó âèïàäêó øàíñè öüîãî ñòóäåíòà
îäåðæàòè çíàéîìèé áiëåò áiëüøi: êîëè âií ïiäõîäèòü áðàòè áiëåò ïåðøèì ÷è äðóãèì?
30.21. Â ñêðèíöi çíàõîäèòüñÿ êóëüêà íåâiäîìîãî êîëüîðó � ç ðiâíîþ éìîâiðíiñòþ áiëà àáî ÷îðíà.
Â ñêðèíüêó êëàäóòü áiëó êóëüêó i ïiñëÿ ïåðåìiøóâàííÿ íàâìàííÿ âèòÿãóþòü îäíó êóëüêó. Âîíà
âèÿâèëàñü áiëîþ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ñêðèíüöi çàëèøèëàñü áiëà êóëüêà?
30.22. Íà âõiä ðàäiîëîêàöiéíîãî ïðèñòðîþ ç éìîâiðíiñòþ 0.8 íàäõîäèòü ñóìiø êîðèñíîãî ñèãíàëó ç
øóìîì, à ç éìîâiðíiñòþ 0.2 � òiëüêè øóì. ßêùî íàäõîäèòü êîðèñíèé ñèãíàë ç øóìîì, òî ïðèñòðié
ðå¹ñòðó¹ íàÿâíiñòü äåÿêîãî ñèãíàëó ç éìîâiðíiñòþ 0.7; ÿêùî òiëüêè øóì, òî � ç éìîâiðíiñòþ 0.3.
Âiäîìî, ùî ïðèñòðié çàðå¹ñòðóâàâ íàÿâíiñòü äåÿêîãî ñèãíàëó. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â éîãî
ñêëàäi ¹ êîðèñíèé ñèãíàë.
30.23. Ïðèëàä ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âóçëiâ, éìîâiðíiñòü íàÿâíîñòi áðàêó â ÿêèõ îäíà i òà æ i
äîðiâíþ¹ 0.2. Éìîâiðíiñòü âèõîäó ç ëàäó ïðèëàäà çà äåÿêèé ÷àñ T äîðiâíþ¹ âiäíîñíié êiëüêîñòi
áðàêîâàíèõ âóçëiâ. Ïiä ÷àñ âèïðîáóâàííÿ ïðîòÿãîì ÷àñó T áóëà çàðå¹ñòðîâàíà âiäìîâà ïðèëàòó.
Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A = {áðàêîâàíèé îäèí âóçîë}.
30.24. Ïðèëàä ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âóçëiâ, éìîâiðíiñòü íàÿâíîñòi áðàêó â ÿêèõ îäíà i òà æ i
äîðiâíþ¹ 0.1. Éìîâiðíiñòü âèõîäó ç ëàäó ïðèëàäà çà äåÿêèé ÷àñ T äîðiâíþ¹ âiäíîñíié êiëüêîñòi
áðàêîâàíèõ âóçëiâ. Ïiä ÷àñ âèïðîáóâàííÿ ïðîòÿãîì ÷àñó T ïðèëàä ïðàöþâàâ áåçâiäìîâíî. Çíàéòè
éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A = {áðàêîâàíi äâà âóçëè}.
30.25. Â êîðîáöi çíàõîäÿòüñÿ äâà çîâíi îäíàêîâi ãðàëüíi êóáèêè: îäèí ïðàâèëüíèé, ç îäíàêîâèìè
éìîâiðíîñòÿìè âèïàäàííÿ âñiõ øåñòè öèôð; äðóãèé íåïðàâèëüíèé, ç íåðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì
ìàñè ïî îá'¹ìó. Ïðè ïiäêèäàííi íåïðàâèëüíîãî êóáèêà øiñòü î÷îê ïîÿâëÿ¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1/3.
Íàâìàííÿ âèáèðà¹òüñÿ iç êîðîáêè ãðàëüíèé êóáèê i ïiäêèäà¹òüñÿ; â ðåçóëüòàòi âèïàëî 6 î÷îê.
Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áóëî ïiäêèíóòî ïðàâèëüíèé êóáèê.
30.26. Îäíîòèïíi ïðèëàäè âèïóñêàþòüñÿ òðüîìà çàâîäàìè â êiëüêiñíîìó ñïiââiäíîøåííi 1:4:5,
ïðè÷îìó éìîâiðíîñòi áðàêó äëÿ öèõ çàâîäiâ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 0.05, 0.01, 0.2. Êóïëåíèé ïðèëàä
âèÿâèâñÿ ÿêiñíèì. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öåé ïðèëàä áóëî âèãîòîâëåíî íà äðóãîìó çàâîäi?
30.27. Îäíîòèïíi ïðèëàäè âèïóñêàþòüñÿ òðüîìà çàâîäàìè â êiëüêiñíîìó ñïiââiäíîøåííi 2:3:5,
ïðè÷îìó éìîâiðíîñòi áðàêó äëÿ öèõ çàâîäiâ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 0.05, 0.1, 0.2. Êóïëåíèé ïðèëàä
âèÿâèâñÿ áðàêîâàíèì. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öåé ïðèëàä áóëî âèãîòîâëåíî íà ïåðøîìó çàâîäi?
30.28.

Êiëüêiñòü áðàêîâàíèõ ìiêðîñõåì ç 10 àïðiîði ââàæà¹òüñÿ ðiâíîìîæëèâèì âiä 0 äî 2. Íàâìàííÿ
âèáðàíi 3 ìiêðîñõåìè âèÿâèëèñü ÿêiñíèìè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âñi ìiêðîñõåìè ÿêiñíi?
30.29. Â ãðóïi iç 25 ÷îëîâiê 10 (âiäìiííî ïiäãîòîâëåíi) çíàþòü âñi 25 ïèòàíü ïðîãðàìè åêçàìåíó,
7 (äîáðå ïiäãîòîâëåíi) çíàþòü 20, 5 (çàäîâiëüíî ïiäãîòîâëåíi) çíàþòü 15 i 3 (íåçàäîâiëüíî ïiäãî-
òîâëåíi) çíàþòü òiëüêè 10 ïèòàíü. Âèêëèêàíèé íàâìàííÿ ñòóäåíò âiäïîâiâ íà äâà çàäàíi ïèòàííÿ.
Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öåé ñòóäåíò ïiäãîòîâëåíèé íåçàäîâiëüíî.
30.30. Â ãðóïi iç 25 ÷îëîâiê 10 (âiäìiííî ïiäãîòîâëåíi) çíàþòü âñi 25 ïèòàíü ïðîãðàìè åêçàìåíó,
7 (äîáðå ïiäãîòîâëåíi) çíàþòü 20, 5 (çàäîâiëüíî ïiäãîòîâëåíi) çíàþòü 15 i 3 (íåçàäîâiëüíî ïiäãî-
òîâëåíi) çíàþòü òiëüêè 10 ïèòàíü. Âèêëèêàíèé íàâìàííÿ ñòóäåíò âiäïîâiâ íà äâà çàäàíi ïèòàííÿ.
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Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öåé ñòóäåíò ïiäãîòîâëåíèé âiäìiííî ÷è äîáðå.

Çàäà÷à �31.

Â ïóíêòi à) îïèñàíi âèïàäêîâèé åêñïåðèìåíò i ïîâ'ÿçàíà ç íèì âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, â ïóí-
êòi á) çàäàíà ùiëüíiñòü fξ(x) ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x),
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M ξ, äèñïåðñiþ D ξ.
31.1.

à) Äâi÷i ïiäêèäàþòü ãðàëüíèé êóáèê. ξ � ñóìà î÷îê, ùî âèïàëè.

á)fξ(x) =

{
2(1− x), ÿêùî x ∈ (0; 1);
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1).

31.2.

à) Øiñòü ðàçiâ ïiäêèäà¹òüñÿ ïðàâèëüíà ìîíåòà. ξ � ìîäóëü ðiçíèöi ÷èñëà ïîÿâ ãåðáà i ÷èñëà
ïîÿâ öèôðè.

á)fξ(x) =

{
2
π

sin2 x, ÿêùî |x| ≤ π
2
;

0, ÿêùî |x| > π
2
.

31.3.

à) ×åòâåðî ñòóäåíòiâ ñêëàäàþòü iñïèò ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøèé iç íèõ
ñêëàäå iñïèò, äîðiâíþ¹ 0,9; äëÿ äðóãîãî i òðåòüîãî öÿ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ 0,8; à äëÿ ÷åòâåðòîãî
� 0,7. ξ � ÷èñëî ñòóäåíòiâ, êîòði ñëàäóòü iñïèò.

á)fξ(x) =


3

√
9
16
− x2, ÿêùî |x| ≤ 3

√
3
4
;

0, ÿêùî |x| > 3

√
3
4
.

31.4.

à) Ñåðåä ï'ÿòè îäíîòèïíèõ òåëåâiçîðiâ ¹ ëèøå îäèí ñïðàâíèé. Ùîá íà íüîãî ïîòðàïèòè, íàâìàí-
íÿ áåðóòü îäèí iç íèõ i ïiñëÿ âiäïîâiäíî¨ ïåðåâiðêè âiäñòàâëÿþòü éîãî îêðåìî âiä ðåøòè. Ïåðåâiðêà
òðèâà¹ äî ïîÿâè ñïðàâíîãî òåëåâiçîðà. ξ � êiëüêiñòü ïåðåâiðåíèõ òåëåâiçîðiâ.

á)fξ(x) =

{
3x2, ÿêùî x ∈ (0; 1);
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1).

31.5.

à) Ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäàþòü 3 ðàçè. ξ � êiëüêiñòü ïîÿâ øåñòè î÷îê.

á)fξ(x) =


4

√
3
2

√
x, ÿêùî x ∈

(
0;
√

3
2

)
;

0, ÿêùî x 6∈
(
0;
√

3
2

)
.

31.6.

à) Iç ñêðèíüêè, â ÿêié ëåæàòü 4 áiëèõ òà 6 ÷îðíèõ êóëüîê áåðóòü íàâìàííÿ 3 êóëüêè. ξ �
êiëüêiñòü áiëèõ êóëüîê ñåðåä íèõ.

á)fξ(x) =

{
2x, ÿêùî x ∈ (0; 1);
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1).

31.7.

à) Ñàäiâíèê ïîñàäèâ òðè ñàäæàíöi: îäíó ÿáëóíþ, îäíó ãðóøó é îäíó âèøíþ. Éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî ñàäæàíåöü ÿáëóíi ïðèéìåòüñÿ, äîðiâíþ¹ 0,7. Äëÿ ñàäæàíöiâ ãðóøi òà âèøíi öÿ éìîâiðíiñòü
ñòàíîâèòü âiäïîâiäíî 0,9 i 0,8. ξ � ÷èñëî ñàäæàíöiâ, ÿêi ïðèéìóòüñÿ.
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á)fξ(x) =

 sin 2x, ÿêùî x ∈
(
0; π

2

)
;

0, ÿêùî x 6∈
(
0; π

2

)
.

31.8.

à) ×îòèðè îäíàêîâi åëåêòðîëàìïî÷êè òèì÷àñîâî âèêðóòèëè ç âiäïîâiäíèõ ïàòðîíiâ i ïîêëàëè
â ÿøèê. Ïîòiì iç ÿùèêà íàâìàííÿ âçÿëè ïî îäíié ëàìïî÷öi i íàâìàííÿ âêðóòèëè â ïàòðîíè. ξ �
÷èñëî ëàìïî÷îê, ÿêi âêðó÷åíi â òi ïàòðîíè, ç ÿêèõ âîíè áóëè âèêðó÷åíi.

á)fξ(x) =

{
2
π

cos2 x, ÿêùî |x| ≤ π
2
;

0, ÿêùî |x| > π
2
.

31.9.

à) Âèïðîáîâó¹òüñÿ 3 ïðèëàäè. Éìîâiðíiñòü âiäìîâè êîæíîãî ïðèëàäó íå çàëåæèòü âiä âiäìîâè
iíøèõ i äîðiâíþ¹ 0,1. ξ � êiëüêiñòü ïðèëàäiâ, ùî âiäìîâèëè.

á)fξ(x) =

{
1− |x|, ÿêùî |x| ≤ 1;
0, ÿêùî |x| > 1.

.

31.10.

à) Ðîáèòüñÿ òðè íåçàëåæíi ïîñòðiëè â ìiøåíü, éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ ïðè êîæíîìó ïîñòðiëi
äîðiâíþ¹ 0.8. ξ � êiëüêiñòü âëó÷åíü.

á)fξ(x) =

{
3
64

(x+ 1)2, ÿêùî x ∈ (−1; 3);
0, ÿêùî x 6∈ (−1; 3).

31.11.

à) Hà øëÿõó ìàøèíè 4 ñâiòëîôîðè. Êîæíèé ç íèõ ç éìîâiðíiñòþ 0,5 àáî äîçâîëÿ¹ àáî çàáîðîíÿ¹
ìàøèíi ïîäàëüøèé ðóõ. ξ � ÷èñëî ñâiòëîôîðiâ, ïðîéäåíèõ ìàøèíîþ áåç çóïèíêè.

á)fξ(x) =

{
1
π
(1− cosx), ÿêùî x ∈ (0; π);

0, ÿêùî x 6∈ (0; π).

31.12.

à) Ìiøåíü ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ êîíöåíòðè÷íèõ êiëåöü. Ïîïàäàííÿ â öåíòðàëüíèé êðóã îöiíþ-
¹òüñÿ â 4 î÷êè, â ñåðåäí¹ êiëüöå � 3 î÷êè, â êðàéí¹ � 2 î÷êè i ïðîìàõ � â 0 î÷îê. Âiäïîâiäíi
éìîâiðíîñòi ïîïàäàíü â öåíòðàëüíèé êðóã, ñåðåäí¹ êiëüöå, êðàéí¹ êiëüöå i ïðîìàõ äîðiâíþþòü 0.4,
0.3, 0.2, 0.1. ξ � ñóìà âèáèòèõ î÷îê â ðåçóëüòàòi äâîõ ïîñòðiëiâ.

á)fξ(x) =

{
5e−5x, ÿêùî x ∈ (0; +∞);
0, ÿêùî x 6∈ (0; +∞).

31.13.

à) Çàäàíà ìíîæèíà Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. ξ � ÷èñëî äiëüíèêiâ íàâìàííÿ âèáðàíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ç ìíîæèíè Ω.

á)fξ(x) =

{
lnx, ÿêùî x ∈ (1; e);
0, ÿêùî x 6∈ (1; e).

31.14.

à) Äâà ñòðiëüöi ñòðiëÿþòü êîæåí â ñâîþ ìiøåíü i ðîáëÿòü íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî ïî îäíîìó
ïîñòðiëó. Éìîâiðíiñòü âëó÷àííÿ äëÿ ïåðøîãî ñòðiëüöÿ 0.85, äëÿ äðóãîãî 0.9. ξ = ξ1 − ξ2, äå ξ1 �
êiëüêiñòü âëó÷àíü ïåðøîãî ñòðiëüöÿ, ξ2 � êiëüêiñòü âëó÷àíü äðóãîãî ñòðiëüöÿ.
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á)fξ(x) =

{
1
18

√
x+ 2, ÿêùî x ∈ (−2; 7);

0, ÿêùî x 6∈ (−2; 7).

31.15.

à) � 3 òðàíçèñòîðè, êîæåí ç ÿêèõ ç éìîâiðíiñòþ 0.1 ìà¹ äåôåêò. Òðàíçèñòîð âìèêàþòü i, ÿêùî
âií ìà¹ äåôåêò, òî çàìiíþþòü iíøèì. ξ � êiëüêiñòü òðàíçèñòîðiâ, ÿêi áóäóòü âèïðîáóâàíi.

á)fξ(x) =

{
− 1

36
(x+ 1)(x− 5), ÿêùî x ∈ (−1; 5);

0, ÿêùî x 6∈ (−1; 5).

31.16.

à) � 3 ÿùèêè. Ó ïåðøîìó ç íèõ ìiñòèòüñÿ 6 ñòàíäàðòíèõ i 4 áðàêîâàíi îäíîòèïíi äåòàëi, ó
äðóãîìó � 8 ñòàíäàðòíèõ i 2 áðàêîâàíi, ó òðåòüîìó � 5 ñòàíäðàòíèõ i 5 áðàêîâàíèõ äåòàëåé. Iç
êîæíîãî ÿùèêà íàâìàííÿ áåðóòü ïî îäíié äåòàëi. ξ � ÷èñëî ïîÿâ ñòàíäàðòíèõ äåòàëåé ñåðåä òðüîõ
íàâìàííÿ âçÿòèõ.

á)fξ(x) =

 3 sin 3x, ÿêùî x ∈
(
π
6
; π

3

)
;

0, ÿêùî x 6∈
(
π
6
; π

3

)
.

31.17.

à) � ïàðòiÿ ç 10 âèðîáiâ, ñåðåä ÿêèõ 3 áðàêîâàíèõ. Íàâìàííÿ áåðóòü 4 âèðîáè. ξ � êiëüêiñòü
áðàêîâàíèõ ñåðåä íèõ.

á)fξ(x) =

{
x− 1

2
, ÿêùî x ∈ (1; 2);

0, ÿêùî x 6∈ (1; 2).

31.18.

à) Ñòðiëÿþòü â öiëü òðè ðàçè. Âëó÷àííÿ ïðè îêðåìèõ ïîñòðiëàõ � íåçàëåæíi ïîäi¨ ç éìîâiðíiñòþ
2
3
. ξ � êiëüêiñòü âëó÷àíü ïðè òðüîõ ïîñòðiëàõ.

á)fξ(x) =

{
1
3
e−

1
3
x, ÿêùî x ∈ (0; +∞);

0, ÿêùî x 6∈ (0; +∞).

31.19.

à) Ïiäêèäàþòü äâà ãðàëüíèõ êóáèêè. ξ = ξ1− ξ2, äå ξ1 � ÷èñëî, ÿêå âèïàëî íà ïåðøîìó êóáèêó,
ξ2 � íà äðóãîìó êóáèêó.

á)fξ(x) =


2
7

cos 2
7
x, ÿêùî x ∈

(
0; 7

4
π
)

;

0, ÿêùî x 6∈
(
0; 7

4
π
)
.

31.20.

à) Ç ÿùèêà, â ÿêîìó ëåæàòü 2 áiëi òà 4 ÷îðíi êóëüêè áåðóòü íàâìàííÿ 3 êóëüêè. ξ � ðiçíèöÿ
ìiæ êiëüêiñòþ áiëèõ òà ÷îðíèõ êóëüîê ñåðåä íèõ.

á)fξ(x) =

{
4
13

(x3 − x), ÿêùî x ∈ (1; 2);
0, ÿêùî x 6∈ (1; 2).

31.21.

à) Â ÿøèêó ¹ 6 áiëèõ i 4 ÷îðíèõ êóëüêè. Ç ÿùèêà 5 ðàçiâ ïiäðÿä âèòÿãàþòü êóëüêó, ïðè öüîìó
êîæíèé ðàç âèòÿãíóòó êóëüêó ïîâåðòàþòüâ ÿùèê i êóëüêó ïåðåìiøóþòü. ξ � êiëüêiñòü âèòÿãíóòèõ
áiëèõ êóëüîê.
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á)fξ(x) =

{
1
26

(x4 − 1), ÿêùî x ∈ (1; 2);
0, ÿêùî x 6∈ (1; 2).

31.22.

à) Â ñêðèíüöi ¹ êóëüêè ç íîìåðàìè âiä 1 äî 4. Âèòÿãëè äâi êóëüêè. ξ � ñóìà íîìåðiâ êóëüîê.

á)fξ(x) =

{
2
9
(3x− x2), ÿêùî x ∈ (0; 3);

0, ÿêùî x 6∈ (0; 3).

31.23.

à) Â ìiøåíü ñòðiëÿþòü òðè÷i. Éìîâiðíiñòü âëó÷àííÿ â ìiøåíü ïðè êîæíîìó ïîñòðiëi äîðiâíþ¹
0.3. ξ � êiëüêiñòü âëó÷àíü.

á)fξ(x) =

{
3(x− 2)2, ÿêùî x ∈ (2; 3);
0, ÿêùî x 6∈ (2; 3).

31.24.

à) Ìà¹ìî ÷îòèðè åëåêòðîëàìïî÷êè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ äåôåêò ç éìîâiðíiñòþ 0.1. Ïîñëiäîâíî
áåðóòü ïî îäíié ëàìïî÷öi, âãâèí÷óþòü ó ïàòðîí i âìèêàþòü åëåêòðè÷íèé ñòðóì. ÏIä ÷àñ âìèêàííÿ
ñòðóìó ëàìïî÷êà ç äåôåêòîì ïåðåãîðèòü, i ¨¨ çàìiíÿòü íà iíøó. ξ � ÷èñëî ëàìïî÷îê, ÿêi áóäóòü
âèïðîáóâàíi.

á)fξ(x) =

{
2e−2x, ÿêùî x ∈ (0; +∞);
0, ÿêùî x 6∈ (0; +∞).

31.25.

à) Ñòðiëåöü íà çìàãàííÿõ ìà¹ ÷îòèðè êóëi i ñòðiëÿ¹ â öiëü äî ïåðøîãî âëó÷àííÿ. Éìîâiðíiñòü
âëó÷àííÿ ïðè îäíîìó ïîñòðiëi äîðiâíþ¹ 0.7. ξ � ÷èñëî ïðîìàõiâ.

á)fξ(x) =

{
x− 1

4
x3, ÿêùî x ∈ (0; 2);

0, ÿêùî x 6∈ (0; 2).

31.26.

à) Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ôóòáîëiñò ðåàëiçó¹ îäèíàäöÿòèìåòðîâèé øòðàôíèé óäàð äîðiâíþ¹ 0.9.
Ôóòáîëiñò âèêîíàâ òðè òàêi óäàðè. ξ � ÷èñëî ðåàëiçîâàíèõ øðàôíèõ.

á)fξ(x) =

{
6(x− x2), ÿêùî x ∈ (0; 1);
0, ÿêùî x 6∈ (0; 1).

31.27.

à) Îäèí ðàç êèíóëè òðè îäíàêîâi ãðàëüíi êóáèêè. ξ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1, ÿêùî õî÷à á íà îäíîìó
êóáèêó âèïàäå öèôðà 6, ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0, ÿêùî öèôðà 6 íå âèïàëà íà æîäíîìó êóáèêó, àëå
õî÷à á íà îäíié ç ãðàíåé ç'ÿâèëàñü öèôðà 5; i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1 â iíøèõ âèïàäêàõ.

á)fξ(x) =

{
3
8
(2− x)2, ÿêùî x ∈ (0; 2);

0, ÿêùî x 6∈ (0; 2).

31.28.

à) Òðè÷i ïiäêèäà¹òüñÿ ãðàëüíèé êóáèê. ξ = ξ1− −ξ2, äå ξ1 � ÷èñëî ïîÿâ øåñòè î÷îê, ξ2 � ÷èñëî
ïîÿâ íåïàðíî¨ öèôðè.
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á)fξ(x) =

{
1
2
(x− 1), ÿêùî x ∈ (1; 3);

0, ÿêùî x 6∈ (1; 3).

31.29.

à) Ñòðiëåöü ìà¹ 5 êóëü i ñòðiëÿ¹ â ìiøåíü äî ïåðøîãî âëó÷àííÿ. Éìîâiðíiñòü âëó÷àííÿ ïðè
êîæíîìó ïîñòðiëi äîðiâíþ¹ 0.7. ξ � ÷èñëî âèòðà÷åíèõ êóëü.

á)fξ(x) =

{
1
2
e−

1
2
x, ÿêùî x ∈ (0; +∞);

0, ÿêùî x 6∈ (0; +∞).

31.30.

à) Ðîáiòíèê ïiä ÷àñ ðîáîòè îáñëóãîâó¹ òðè âåðñòàòè-àâòîìàòè. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âåðñòàò-
àâòîìàò ïîòðåáó¹ óâàãè ðîáiòíèêà çà ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó, âåëè÷èíà ñòàëà i äîðiâíþ¹ 0.8. ξ �
÷èñëî âåðñòàòiâ, ÿêi ïîòðåáóþòü óâàãè çà ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó.

á)fξ(x) =


1
3

sin 2
3
x, ÿêùî x ∈

(
0; 3

2
π
)

;

0, ÿêùî x 6∈
(
0; 3

2
π
)
.

Çàäà÷à �32.

Â ïóíêòi à) çàäàíî çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ, η), â ïóíêòi á) çàäàíà ùiëüíiñòü
ðîçïîäiëó fξη(x, y) âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ, η). Çíàéòè êîåôiöi¹íòè êîðåëÿöi¨ rξη â êîæíîìó ç ïóí-
êòiâ.
32.1.

à)
η ξ@
@

-1 0 1
0 0.1 0.2 0
1 0.2 0.3 0.2

á)fξη(x, y) =

{
2(x+ y), ïðè 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.2.

à)
η ξ@
@

1 2 3
1 0 0.2 0.1
2 0.2 0.3 0.2

á)fξη(x, y) =

{
3
28

(xy + y2), ïðè 0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 2;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.3.

à)
η ξ@
@

2 3 4
2 0.2 0.1 0
3 0.3 0.2 0.2

á)fξη(x, y) =

{
120
11

(xy + x2), ïðè 0 ≤ x ≤ 1;x2 ≤ y ≤ x;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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32.4.

à)
η ξ@
@

0 1 2
1 0.1 0.2 0
2 0.3 0.3 0.1

á)fξη(x, y) =

{
120
11

(1 + xy)x, ïðè 0 ≤ x ≤ 1;x ≤ y ≤
√
x;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.5.

à)
η ξ@
@

-2 -1 0
0 0.2 0.3 0
1 0.2 0.1 0.2

á)fξη(x, y) =

{
8xy, ïðè 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.6.

à)
η ξ@
@

-1 0 1
1 0.2 0.3 0.1
2 0 0.2 0.2

á)fξη(x, y) =

{
3(x+ y), ïðè x ≥ 0; y ≥ 0;x+ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.7.

à)
η ξ@
@

0 1 2
2 0.1 0.3 0.2
3 0.2 0.1 0.1

á)fξη(x, y) =

{
24
5

(xy + y2), ïðè x ≥ 0; 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.8.

à)
η ξ@
@

1 2 3
-1 0.2 0.1 0.2
0 0.1 0.2 0.2

á)fξη(x, y) =

{
cosx cos y, ïðè 0 ≤ x ≤ π

2
; 0 ≤ y ≤ π

2
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.9.

à)
η ξ@
@

0 1 2
-2 0.3 0.1 0.4
-1 0.1 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
12
7

(x+ y)2, ïðè 0 ≤ x ≤ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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32.10.

à)
η ξ@
@

1 2 3
0 0.1 0.3 0.2
1 0.2 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
6
5
(2y + x), ïðè 0 ≤ x ≤ y ≤ 1;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.11.

à)
η ξ@
@

1 2 3
0 0.1 0.3 0.2
1 0.2 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
1
2

sin(x+ y), ïðè 0 ≤ x ≤ π
2
; 0 ≤ y ≤ π

2
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.12.

à)
η ξ@
@

-2 1 2
1 0.3 0.1 0.2
2 0.2 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
1
2

cos(x− y), ïðè 0 ≤ x ≤ π
2
; 0 ≤ y ≤ π

2
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.13.

à)
η ξ@
@

2 3 4
-1 0.2 0.3 0.2
1 0.1 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
x+ y, ïðè 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.14.

à)
η ξ@
@

1 3 4
2 0.1 0.3 0.2
3 0.1 0 0.3

á)fξη(x, y) =

{
2
π
(x2 + y2), ïðè x2 + y2 ≤ 1;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.15.

à)
η ξ@
@

-3 -2 1
-1 0.2 0.3 0.2
2 0.1 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
24xy, ïðè x ≥ 0; y ≥ 0;x+ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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32.16.

à)
η ξ@
@

-2 0 3
-1 0.2 0.1 0
1 0.2 0.3 0.2

á)fξη(x, y) =

{ √
2
π
− x2 − y2, ïðè x2 + y2 ≤

√
2
π
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.17.

à)
η ξ@
@

1 2 5
-1 0 0.1 0.2
3 0.2 0.3 0.2

á)fξη(x, y) =

{
3
π
(1−

√
x2 + y2), ïðè x2 + y2 ≤ 1;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.18.

à)
η ξ@
@

1 3 5
2 0.2 0.1 0
3 0.5 0.1 0.1

á)fξη(x, y) =

{
1
2

cos(x+ y), ïðè − π
4
≤ x ≤ π

4
,−π

4
≤ y ≤ π

4
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.19.

à)
η ξ@
@

0 1 2
1 0.1 0.2 0
3 0.1 0.5 0.1

á)fξη(x, y) =

{
1
2

sin(x− y), ïðè π
2
≤ x ≤ π; 0 ≤ y ≤ π

2
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.20.

à)
η ξ@
@

-2 -1 2
-2 0.2 0.3 0
1 0.2 0.1 0.2

á)fξη(x, y) =

{
2(y + 2x), ïðè x ≥ 0; y ≥ 0;x+ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.21.

à)
η ξ@
@

-1 1 3
1 0.1 0.4 0.1
2 0 0.2 0.2

á)fξη(x, y) =

{
3(x2 + y2), ïðè 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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32.22.

à)
η ξ@
@

-2 1 2
2 0.1 0.4 0.2
3 0.1 0.1 0.1

á)fξη(x, y) =

{
cos(2x+ y), ïðè 0 ≤ x ≤ π

4
;−π

2
≤ y ≤ 0;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.23.

à)
η ξ@
@

1 2 3
-1 0.1 0.1 0.2
2 0.1 0.3 0.2

á)fξη(x, y) =

{
3
2
(x2 + y2), ïðè 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.24.

à)
η ξ@
@

0 1 2
-2 0.3 0.1 0.4
-1 0.1 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
12
5

(x3y + x), ïðè 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.25.

à)
η ξ@
@

1 2 3
-2 0.1 0.5 0.2
1 0.1 0 0.1

á)fξη(x, y) =

{
24
5

(x3y + x), ïðè 0 ≤ x ≤ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.26.

à)
η ξ@
@

1 2 4
-1 0.1 0.1 0.2
1 0.2 0.2 0.2

á)fξη(x, y) =

{
3
2
(2y + x), ïðè 0 ≤ y ≤ x ≤ 1;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.27.

à)
η ξ@
@

-2 1 2
1 0.4 0.1 0.2
3 0.2 0 0.1

á)fξη(x, y) =

{
8(xy + y2), ïðè x ≥ 0; y ≥ 0;x+ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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32.28.

à)
η ξ@
@

1 3 5
-1 0.1 0.4 0.2
1 0.1 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
12
5

(x+ y2), ïðè 0 ≤ x ≤ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.29.

à)
η ξ@
@

1 3 5
2 0.2 0.2 0.2
3 0.1 0 0.3

á)fξη(x, y) =

{
sin(2x+ y), ïðè 0 ≤ x ≤ π

4
; 0 ≤ y ≤ π

2
;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

32.30.

à)
η ξ@
@

-3 -2 1
-1 0.1 0.5 0.1
2 0.1 0 0.2

á)fξη(x, y) =

{
12
7

(x+ x2y3), ïðè 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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Çàäà÷à �33.

Äàíî ìåæi iíòåðâàëiâ, åìïiðè÷íi ÷àñòîòè ïîïàäàííÿ âèáiðêîâèõ çíà÷åíü òà äåÿêi òåîðåòè÷íi
÷àñòîòè ïîïàäàííÿ â öi iíòåðâàëè. Håîáõiäíî äîâèçíà÷èòè íåâiäîìi òåîðåòè÷íi ÷àñòîòè òà, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è êðèòåðié Ïiðñîíà (χ2) ïðè ðiâíi çíà÷óùîñòi α, ïåðåâiðèòè, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà
ïðî íîðìàëüíèé ðîçïîäië ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì
âèáiðêè.

33.1.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−5.05;−4.03) 1 1.64
[−4.03;−3.01) 7 5.86
[−3.01;−1.99) 15 15.36
[−1.99;−0.97) 34 29.55
[−0.97; 0.04) 43
[0.04; 1.06) 36 43.35
[1.06; 2.08) 32 33.05
[2.08; 3.10) 20
[3.10; 4.12] 12 7.62

α = 0.1.

33.2.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−4.59;−3.45) 1 2.26
[−3.45;−2.32) 12
[−2.32;−1.18) 20 19.63
[−1.18;−0.05) 31 35.21
[−0.05; 1.09) 48
[1.09; 2.22) 39 41.98
[2.22; 3.36) 28 27.91
[3.36; 4.49) 15 13.33
[4.49; 5.63] 6 4.57

α = 0.025.

33.3.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−0.49; 0.05) 4 3.17
[0.05; 0.60) 10 10.04
[0.60; 1.14) 28 22.97
[1.14; 1.68) 34 38.00
[1.68; 2.23) 40
[2.23; 2.77) 43 39.27
[2.77; 3.31) 25
[3.31; 3.86) 11 11.08
[3.86; 4.40] 5 3.62

α = 0.05.

33.4.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−1.16;−0.59) 10 4.40
[−0.59;−0.03) 7 9.80
[−0.03; 0.54) 15 16.46
[0.54; 1.10) 23
[1.10; 1.67) 21 19.91
[1.67; 2.23) 9
[2.23; 2.80) 10 7.80
[2.80; 3.36] 5 3.20

α = 0.025.
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33.5.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−0.75;−0.17) 4 1.63
[−0.17; 0.41) 6 5.26
[0.41; 0.98) 7
[0.98; 1.56) 17 19.90
[1.56; 2.14) 27
[2.14; 2.72) 21 19.33
[2.72; 3.29) 13 11.45
[3.29; 3.87] 5 4.83

α = 0.1.

33.6.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−4.14;−2.60) 9 6.23
[−2.60;−1.06) 17 19.16
[−1.06; 0.48) 31 36.03
[0.48; 2.03) 47
[2.03; 3.57) 30 29.21
[3.57; 5.11) 12
[5.11; 6.65) 3 3.32
[6.65; 8.19] 1 0.54

α = 0.075.

33.7.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−5.16;−3.95) 4 1.85
[−3.95;−2.75) 8 7.57
[−2.75;−1.54) 18
[−1.54;−0.33) 31 34.74
[−0.33; 0.87) 44
[0.87; 2.08) 26 28.22
[2.08; 3.28) 15 13.30
[3.28; 4.49] 4 4.06

α = 0.05.

33.8.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−3.04;−2.44) 9 5.85
[−2.44;−1.84) 10 13.02
[−1.84;−1.23) 26 20.62
[−1.23;−0.63) 24
[−0.63;−0.03) 11 18.57
[−0.03; 0.57) 12
[0.57; 1.18) 6 4.28
[1.18; 1.78] 2 1.23

α = 0.025.
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33.9.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−4.15;−3.30) 2 1.43
[−3.30;−2.45) 6 7.20
[−2.45;−1.61) 18 19.98
[−1.61;−0.76) 34
[−0.76; 0.09) 25 25.55
[0.09; 0.94) 11
[0.94; 1.78) 3 2.98
[1.78; 2.63] 1 0.42

α = 0.1.

33.10.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[−3.26;−1.98) 3 2.43
[−1.98;−0.71) 6 7.05
[−0.71; 0.57) 16
[0.57; 1.84) 23 21.56
[1.84; 3.11) 25
[3.11; 4.39) 10 17.08
[4.39; 5.66) 11 9.16
[5.66; 6.94] 6 3.51

α = 0.025.

33.11.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -2.01; -1.50) 13 8.18
[ -1.50; -1.00) 16 18.18
[ -1.00; -0.49) 36 30.90
[ -0.49; 0.01) 41
[ 0.01; 0.52) 36 39.85
[ 0.52; 1.02) 27
[ 1.02; 1.53) 19 17.54
[ 1.53; 2.03) 8 7.77
[ 2.03; 2.54] 4 2.63

α = 0.1.

33.12.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -3.67; -3.05) 3 2.30
[ -3.05; -2.43) 9 9.28
[ -2.43; -1.80) 23
[ -1.80; -1.18) 44 43.70
[ -1.18; -0.56) 54
[ -0.56; 0.06) 40 39.54
[ 0.06; 0.69) 18 20.26
[ 0.69; 1.31) 7 6.87
[ 1.31; 1.93] 2 1.54

α = 0.05.
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33.13.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -4.01; -2.73) 5 5.55
[ -2.73; -1.45) 24 16.81
[ -1.45; -0.16) 32 34.58
[ -0.16; 1.12) 44 48.33
[ 1.12; 2.40) 51
[ 2.40; 3.68) 25 29.62
[ 3.68; 4.97) 14
[ 4.97; 6.25) 3 3.87
[ 6.25; 7.53] 2 0.78

α = 0.025.

33.14.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -6.63; -4.85) 6 3.76
[ -4.85; -3.06) 13 11.71
[ -3.06; -1.28) 24
[ -1.28; 0.50) 37 41.07
[ 0.50; 2.29) 50
[ 2.29; 4.07) 35 37.14
[ 4.07; 5.85) 25 21.25
[ 5.85; 7.64) 5 8.67
[ 7.64; 9.42] 5 2.52

α = 0.1.

33.15.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -8.22; -5.98) 5 5.38
[ -5.98; -3.73) 19 14.77
[ -3.73; -1.49) 27 29.39
[ -1.49; 0.76) 44
[ 0.76; 3.00) 38 44.31
[ 3.00; 5.25) 38 33.58
[ 5.25; 7.49) 21
[ 7.49; 9.74) 5 7.35
[ 9.74; 11.98] 3 2.12

α = 0.05.

33.16.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -1.47; -0.80) 1 0.47
[ -0.80; -0.12) 1 2.78
[ -0.12; 0.55) 13 10.88
[ 0.55; 1.22) 30
[ 1.22; 1.90) 40 46.60
[ 1.90; 2.57) 53 51.06
[ 2.57; 3.24) 37
[ 3.24; 3.92) 18 17.20
[ 3.92; 4.59] 7 5.28

α = 0.025.
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33.17.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -8.09; -6.88) 3 1.47
[ -6.88; -5.68) 4 5.92
[ -5.68; -4.47) 17 16.72
[ -4.47; -3.26) 37 33.13
[ -3.26; -2.06) 42
[ -2.06; -0.85) 41 44.83
[ -0.85; 0.36) 35
[ 0.36; 1.56) 16 14.67
[ 1.56; 2.77] 5 4.93

α = 0.05.

33.18.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-11.28; -8.23) 5 3.65
[ -8.23; -5.19) 13 11.06
[ -5.19; -2.14) 22
[ -2.14; 0.91) 40 38.93
[ 0.91; 3.95) 41 45.16
[ 3.95; 7.00) 46
[ 7.00; 10.05) 17 23.23
[ 10.05; 13.09) 9 10.30
[ 13.09; 16.14] 7 3.32

α = 0.075.

33.19.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-15.26;-11.93) 3 0.73
[-11.93; -8.59) 3 3.77
[ -8.59; -5.26) 10 12.99
[ -5.26; -1.93) 30
[ -1.93; 1.41) 52 46.75
[ 1.41; 4.74) 45
[ 4.74; 8.07) 33 34.25
[ 8.07; 11.41) 20 16.14
[ 11.41; 14.74] 4 5.11

α = 0.1.

33.20.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-12.03; -9.96) 1 0.25
[ -9.96; -7.88) 3 1.88
[ -7.88; -5.81) 10 8.93
[ -5.81; -3.73) 25
[ -3.73; -1.66) 37 48.05
[ -1.66; 0.42) 65 54.41
[ 0.42; 2.49) 35
[ 2.49; 4.57) 20 16.63
[ 4.57; 6.64] 4 4.49

α = 0.05.
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33.21.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-25.69;-20.76) 4 1.65
[-20.76;-15.82) 6 6.94
[-15.82;-10.89) 22 19.77
[-10.89; -5.95) 30 38.06
[ -5.95; -1.02) 56
[ -1.02; 3.92) 42 43.69
[ 3.92; 8.85) 26
[ 8.85; 13.79) 11 10.50
[ 13.79; 18.72] 3 2.87

α = 0.05.

33.22.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-10.21; -7.75) 2 0.82
[ -7.75; -5.30) 7 4.17
[ -5.30; -2.84) 6
[ -2.84; -0.39) 29 31.76
[ -0.39; 2.07) 58 47.93
[ 2.07; 4.52) 49 48.35
[ 4.52; 6.98) 30
[ 6.98; 9.43) 15 14.70
[ 9.43; 11.89] 4 4.43

α = 0.025.

33.23.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -8.38; -5.80) 8 5.04
[ -5.80; -3.22) 16 12.64
[ -3.22; -0.63) 25 24.35
[ -0.63; 1.95) 30
[ 1.95; 4.53) 40
[ 4.53; 7.11) 38 35.78
[ 7.11; 9.70) 22 24.01
[ 9.70; 12.28) 15 12.38
[ 12.28; 14.86] 6 4.90

α = 0.1.

33.24.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -9.56; -6.47) 11 6.78
[ -6.47; -3.39) 16 15.93
[ -3.39; -0.30) 33 28.56
[ -0.30; 2.79) 36
[ 2.79; 5.87) 33 40.83
[ 5.87; 8.96) 34 32.55
[ 8.96; 12.05) 24
[ 12.05; 15.13) 10 9.20
[ 15.13; 18.22] 3 3.26

α = 0.025
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33.25.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-14.25;-11.62) 4 2.92
[-11.62; -8.98) 8 9.10
[ -8.98; -6.35) 24 20.86
[ -6.35; -3.71) 35 35.22
[ -3.71; -1.08) 41
[ -1.08; 1.56) 42 40.14
[ 1.56; 4.19) 27
[ 4.19; 6.83) 10 13.47
[ 6.83; 9.46] 9 4.93

α = 0.05.

33.26.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-24.60;-19.39) 3 2.75
[-19.39;-14.18) 8 9.90
[-14.18; -8.97) 26 24.50
[ -8.97; -3.76) 48 41.67
[ -3.76; 1.45) 47
[ 1.45; 6.66) 38
[ 6.66; 11.87) 18 21.71
[ 11.87; 17.08) 7 8.26
[ 17.08; 22.29] 5 2.16

α = 0.075.

33.27.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-27.23;-21.66) 4 2.84
[-21.66;-16.09) 9 9.94
[-16.09;-10.52) 24
[-10.52; -4.95) 43 40.95
[ -4.95; 0.61) 51 48.12
[ 0.61; 6.18) 32
[ 6.18; 11.75) 23 22.29
[ 11.75; 17.32) 9 8.78
[ 17.32; 22.89] 5 2.40

α = 0.05.

33.28.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-13.96;-11.27) 10 6.82
[-11.27; -8.58) 22 19.11
[ -8.58; -5.89) 37 36.74
[ -5.89; -3.20) 46 48.47
[ -3.20; -0.50) 39
[ -0.50; 2.19) 29 27.24
[ 2.19; 4.88) 14
[ 4.88; 7.57) 2 3.39
[ 7.57; 10.26] 1 0.68

α = 0.1.
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33.29.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[-16.49;-12.29) 5 3.28
[-12.29; -8.10) 12 10.34
[ -8.10; -3.90) 22
[ -3.90; 0.29) 39 38.59
[ 0.29; 4.49) 38
[ 4.49; 8.68) 44 38.91
[ 8.68; 12.88) 19 23.92
[ 12.88; 17.07) 19 10.60
[ 17.07; 21.27] 2 3.39

α = 0.1.

33.30.

Iíòåðâàë ×àñòîòà Òåîðåòè÷íà
÷àñòîòà

[ -4.90; -4.32) 4 2.24
[ -4.32; -3.74) 5 7.58
[ -3.74; -3.15) 21 18.68
[ -3.15; -2.57) 34
[ -2.57; -1.99) 48 43.97
[ -1.99; -1.41) 34 41.99
[ -1.41; -0.82) 29
[ -0.82; -0.24) 19 14.84
[ -0.24; 0.34] 6 5.49

α = 0.025.
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