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ВСТУП

Операцiйне (символьне) числення є ефективним апаратом дослiдження

багатьох теоретичних питань i прикладних задач математики та iнших обла-

стей науки i технiки, особливо питань i задач, пов’язаних з розв’язуванням лi-

нiйних диференцiальних рiвнянь (звичайних та з частинними похiдними), iн-

тегральних, iнтегро-диференцiальних, диференцiально-рiзницевих, рiзнице-

вих рiвнянь. Зокрема, до таких рiвнянь приводять задачi з електротехнiки,

радiотехнiки, iмпульсної технiки, теорiї автоматичного регулювання, моде-

лювання динамiки фiнансових ресурсiв.

Таку унiверсальнiсть методiв операцiйного числення можна пояснити пе-

редовсiм його ефективнiстю – можливiстю отримати розв’язок доволi про-

стими i економними засобами.

Методи неперервного операцiйного числення дозволяють розглядати сим-

вол диференцiювання
d

dt
= p як величину, над якою можна проводити певну

сукупнiсть формальних операцiй. На основi цих операцiй будується вiдповiд-

ний аналiз, який є строго обґрунтованою математичною теорiєю. У системi

операцiй дiї диференцiювання функцiї за певних умов вiдповiдає дiя множе-

ння на оператор p деякої функцiї F (p), яка залежить вiд цього оператора,

а дiї iнтегрування функцiї f(t) – дiлення на p функцiї F (p). У результатi

цього багато операцiй математичного аналiзу зводяться до бiльш простих

алгебраїчних дiй. Зокрема, розв’язування лiнiйних диференцiальних рiвнянь
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зi сталими коефiцiєнтами вiдносно шуканої функцiї f(t) зводиться до розв’я-

зування алгебраїчних рiвнянь вiдносно функцiї F (p).

Розвиток операцiйного числення розпочався у XVII-XVIII ст. з робiт

Г. Лейбнiца1, Л. Ейлера, Ж. Лагранжа, П. Лапласа, О. Кошi.

Англiйський вчений Олiвер Гевiсайд у 1887-1912 роках ввiв у символьне

числення правила дiй з оператором
d

dt
= p i функцiями цього оператора.

Саме О. Гевiсайд започаткував систематичне застосування операцiйного чи-

слення до розв’язування фiзичних i технiчних задач, зокрема вiн використав

побудоване числення для розробки питань "працездатностi" трансатланти-

чного телеграфно-телефонного кабеля, що з’єднав Європу i Америку напри-

кiнцi ХIХ столiття. Тому створення операцiйного числення пов’язують саме

з його iменем.

Значний внесок у теорiю операцiйного числення внiс професор Київського

унiверситету М.Є. Ващенко-Захарченко. У своїй монографiї "Символическое

исчисление и приложение его к интегрированию линейных дифференциаль-

ных уравнений" (1862 р.) за 30 рокiв до появи робiт О. Гевiсайда вiн розгля-

дає символи та їх властивостi, застосовує операцiйне числення до розв’язу-

вання лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь та рiвнянь з частинними

похiдними зi сталими та змiнними коефiцiєнтами.

Однак операцiйне числення, яке використовувалось у працях О. Гевi-

сайда, не було строго обґрунтованим. Лише у 20-х роках XX ст. у роботах

Т. Бромвiча, Д. Карсона, П. Левi, Б. Ван дер Поля, деяких iнших вчених

метод отримав строге обґрунтування i назву операцiйного методу. Це

обґрунтування зроблено на основi загальної теорiї так званих iнтегральних

перетворень, один клас яких вперше було введений Л. Ейлером (1737 р.), а

в 1787 р. дослiджений П. Лапласом. У зв’язку з цим операцiйне числення

часто називають методом iнтегрального перетворення Лапласа.

Iнший напрям розвитку операцiйне числення отримало у працях Я. Мiку-

1 Бiблiографiчнi данi про вчених, прiзвища яких зустрiчаються у посiбнику, можна знайти на стор. 198
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сiнського [19]. У нього операцiйне числення обґрунтовується на операторнiй

основi без зв’язку з перетворенням Лапласа. Дiї множення у алгебрi функцiй

Мiкусiнського вiдповiдає згортка. У результатi утворюється поле, елементи

якого є одночасно операторами i узагальненими або реальними функцiями.

Реальнi функцiї можуть бути зображенi оператором диференцiювання, що

дозволяє переходити вiд диференцiального рiвняння до операторного.

На операторнiй основi Я. Мiкусiнського операцiйне числення можна за-

стосовувати i до функцiй, перетворення Лапласа яких не iснує. Однак за-

стосування перетворення Лапласа значно спрощує одержання формул опера-

цiйного числення i полегшує вивчення поля операторiв, представляючи його

функцiями комплексної змiнної.

Сьогоднi теорiя операцiйного числення та її застосування набули широ-

кого використання i стали однiєю з актуальних галузей прикладної матема-

тики.



РОЗДIЛ I. Перетворення Лапласа

§1.1. Функцiя-оригiнал

Функцiєю-оригiналом (або просто оригiналом) називають компле-

ксну функцiю f(t) = u(t) + iv(t) дiйсної змiнної t, яка задовольняє такi

умови:

1) f(t) та всi її похiднi до n-го порядку включно неперервнi на iнтервалi

(−∞,+∞), або мають на будь-якому скiнченному вiдрiзку [a, b] ⊂ (−∞,+∞)

скiнченну кiлькiсть точок розриву першого роду;

2) f(t) ≡ 0 для t < 0;

3) |f(t)| зростає не швидше, нiж деяка експоненцiальна функцiя, тобто

iснують такi сталi M > 0 i s > 0, не залежнi вiд t, що для будь-яких t > 0

|f(t)| < Mest. (1.1)

Нагадаємо, що функцiя, яка має на довiльному iнтервалi скiнченну кiль-

кiсть розривiв першого роду, називається кусково-неперервною на цьому iн-

тервалi.

Зауваження 1.1. Першу умову в наведеному означеннi можна замiни-

ти простiшою (мiнiмальна вимога – iнтегровнiсть на довiльному скiнчен-

ному iнтервалi) або бiльш жорсткою, наприклад, умовами Дiрiхле, де до-

датково вимагається, щоб функцiя f(t) була кусково монотонною. Вибiр
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однiєї з таких умов не є суттєвим з практичної точки зору i пов’язаний

передовсiм з особливостями побудови математичної теорiї.

Друга умова є найменш жорсткою для прикладних процесiв, бо зазвичай

можна вказати початок вiдлiку часу t = 0 i дослiджувати процеси для

t > 0.

Третя умова означення також не надто обтяжлива з практичної то-

чки зору, бо переважна бiльшiсть функцiй, якi описують прикладнi проце-

си, цю умову задовольняють.

Для довiльної функцiї-оригiнала f(t) число s у формулi (1.1) визнача-

ється неоднозначно. Число s0 > 0, для якого нерiвнiсть (1.1) виконується

для довiльного числа s = s0 + ε (ε > 0) i не виконується для s = s0 − ε

(тобто s0 = inf{s} – точна нижня грань чисел s), називають показником

зростання функцiї f(t).

З (1.1) випливає, що всi функцiї-оригiнали f(t) при t → ∞ є або обме-

женими (тодi s = 0), або прямують до нескiнченностi, але не швидше, нiж

функцiя es0t, де s0 – показник зростання f(t). Такi функцiї називають фун-

кцiями експоненцiального типу .

Сукупнiсть усiх оригiналiв f(t) називають простором оригiналiв.

Найпростiшими оригiналами є функцiя Гевiсайда

θ(t) =

1, якщо t > 0,

0, якщо t < 0

та узагальнена функцiя Гевiсайда

θ(t− t0) =

1, якщо t > t0,

0, якщо t < t0,

де t0 > 0.

Якщо деяка функцiя f(t) задовольняє першу та третю умови означення

оригiналу, але не задовольняє другу умову (такими є, наприклад, функцiї
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1, sin t, et, tn), то функцiя

f(t)θ(t) =

f(t), якщо t > 0,

0, якщо t < 0

задовольняє всi умови з означення оригiнала. Надалi, використовуючи по-

значення f(t), вважатимемо, що для t < 0 ця функцiя продовжена нулем.

Така домовленiсть пояснюється фiзичним змiстом задач, якi приводять до

диференцiальних рiвнянь з початковими умовами в момент часу t = 0, адже

процес дослiджується тiльки на iнтервалi t ∈ [0,+∞), тому не має значення,

який процес описує шукана функцiя до початкового моменту часу, тобто для

t < 0.

У просторi оригiналiв функцiя Гевiсайда є одиничною функцiєю: якщо

f(t) – функцiя-оригiнал, то f(t)θ(t) ≡ f(t).

Приклад 1.1. Перевiрити, чи є оригiналами функцiї f1(t) = e3t−2 ,

f2(t) =
1

2t− 3
, f3(t) = 33

t

.

Розв’язання. Функцiя f1(t) є оригiналом, бо для неї усi умови означення

виконуються (M = e−2, s0 = 3). Функцiя f2(t) не є оригiналом, бо у точцi

t = 3/2 вона має розрив другого роду, тобто не виконується перша умова

означення. Функцiя f3(t) не є оригiналом, бо зростає швидше експоненцiаль-

ної функцiї (не виконується третя умова означення, адже 33
t

> Mest для

довiльних M, s i достатньо великих t > 0). I

З (1.1) одержуємо нерiвнiсть

ln |f(t)|
t

6 s+ ln
M

t
,

з якої випливає, що показник зростання функцiї-оригiнала f(t) можна знайти

за формулою

s0 = lim
t→+∞

ln |f(t)|
t

. (1.2)
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Якщо lim
t→+∞

ln |f(t)|
t

= +∞, то кажуть, що функцiя f(t) має необмеже-

не зростання. Такою є, наприклад, функцiя f(t) = et
2 , бо

lim
t→+∞

ln et
2

t
= lim

t→+∞
t = +∞.

Приклад 1.2. Знайти показник зростання многочлена f(t) = ant
n+

+an−1t
n−1 + . . .+ a1t+ a0.

Розв’язання. Скористаємося формулою (1.2):

s0 = lim
t→+∞

ln |antn + . . .+ a1t+ a0|
t

= lim
t→+∞

ln
∣∣ tn (an + . . .+ a1t

1−n + a0t
−n
)∣∣

t
=

= lim
t→+∞

n ln t+ ln
∣∣an + . . .+ a1t

1−n + a0t
−n
∣∣

t
= n lim

t→+∞

ln t

t
= 0. I

Зауважимо, що для довiльної функцiї-оригiнала f(t) з показником

зростання s0 функцiя tf(t) також є оригiналом з тим самим показни-

ком зростання. Отже, пiсля множення оригiнала на довiльний степiнь

tn, n ∈ N, одержимо оригiнал з тим самим показником зростання.

§1.2. Зображення функцiї-оригiнала. Область iснування та

аналiтичнiсть зображення

Перетворенням Лапласа називають iнтегральне перетворення, визна-

чене спiввiдношенням

F (p) =

+∞∫
0

f(t)e−ptdt, (1.3)

де p = s + iσ – комплексна змiнна. Iнтеграл у правiй частинi рiвностi (1.3)

називають iнтегралом Лапласа .

Зображенням функцiї-оригiнала f(t) називають функцiю F (p) ком-

плексної змiнної p, визначену iнтегралом Лапласа (1.3).

Сукупнiсть усiх зображень F (p) називають простором зображень.

Визначений iнтеграл Лапласа є невласним, причому областю його збi-

жностi є сукупнiсть тих комплексних чисел p, для яких цей iнтеграл має

змiст.
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Теорема 1.1. Якщо f(t) – функцiя-оригiнал з показником зростання

s0 , то iнтеграл Лапласа (1.3) збiгається, якщо Re p > s0 , причому для

Re p > s̃ > s0 збiжнiсть рiвномiрна.

Доведення. Скористаємося ознакою збiжностi невласних iнтегралiв ([18],

розд. 2, § 1.2). Оскiльки |f(t)| < Mes0t, |e−pt| = e−st i Re p = s>s0, то з (1.3)

маємо оцiнку

|F (p)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

f(t)e−ptdt

∣∣∣∣∣∣ 6
+∞∫
0

|f(t)|
∣∣e−pt

∣∣ dt < M

+∞∫
0

es0te−stdt =

=M lim
a→+∞

e(s0−s)t

s0 − s

∣∣∣∣a
0

=M

(
lim

a→+∞

e(s0−s)a

s0 − s
− 1

s0 − s

)
.

Оскiльки s > s0 , то lim
a→+∞

e(s0−s)a = 0, а тому

|F (p)| < M

s− s0
, (1.4)

тобто у пiвплощинi s > s0 iнтеграл Лапласа F (p) збiгається, причому абсо-

лютно.

Якщо Re p > s̃ > s0 , то аналогiчно одержуємо оцiнку

|F (p)| 6 M

s̃− s0
.

За мажорантною ознакою Вейєрштрасса ([18], розд. 2, § 1.2) iнтеграл F (p)

збiгається рiвномiрно на множинi Re p > s̃ > s0. •

Теорема 1.2. Якщо f(t) – функцiя-оригiнал з показником зростання s0 ,

то її зображення F (p) у пiвплощинi Re p > s0 є аналiтичною функцiєю.

Доведення. Покажемо, що у довiльнiй пiвплощинi s > s1 > s0 iнтеграл
+∞∫
0

tf(t)e−ptdt, одержаний з iнтеграла Лапласа диференцiюванням за

змiнною p, збiгається рiвномiрно. Справдi, оскiльки∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

tf(t)e−ptdt

∣∣∣∣∣∣ 6
+∞∫
0

t|f(t)|
∣∣e−pt

∣∣ dt < M

+∞∫
0

te(s0−s1)tdt =
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=M lim
a→+∞

(
t
e(s0−s1)t

s0 − s1

∣∣∣∣a
0

− e(s0−s1)t

(s0 − s1)2

∣∣∣∣a
0

)
=

M

(s1 − s0)2
,

то iнтеграл
+∞∫
0

tf(t)e−pt dt мажорується збiжним iнтегралом, який не

залежить вiд p. Тому згiдно з мажорантною ознакою Вейєрштрасса функцiя

F (p) у довiльнiй точцi пiвплощини s > s0 має похiдну, тобто є аналiтичною

функцiєю. •

Теорема 1.3 (необхiдна умова iснування зображення). Якщо F (p)

є зображенням функцiї f(t) з показником зростання s0, то

lim
p→+∞

F (p) = 0.

Доведення. З (1.4) випливає, що lim
s→+∞

F (p) = 0. Оскiльки у пiвплощинi

Re p = s > s0 функцiя F (p) аналiтична (теорема 1.2), то lim
p→+∞

F (p) = 0. •

Згiдно з теоремою 1.3 не можуть бути зображеннями такi функцiї ком-

плексної змiнної, як-от 1, p, ep, cos p,
p2

p2 − 1
, бо при необмеженому зростаннi

p вони не є нескiнченно малими.

За формулою (1.3) кожнiй функцiї-оригiналу f(t) можна поставити у вiд-

повiднiсть певну функцiю F (p), аналiтичну у пiвплощинi Re p> s0. Зв’язок

мiж функцiями f(t) i F (p) символiчно позначатимемо знаком →, тобто

f(t)→F (p) або F (p)→f(t).

Змiст цих позначень полягає у тому, що оригiналу f(t) зiставлено зображення

F (p), а зображення F (p) має своїм оригiналом f(t). У перетвореннi Лапласа

оригiнал позначатимемо малою буквою, а його зображення – вiдповiдною

великою буквою, наприклад, x(t) → X(p), φ(t) → Φ(p).

Вказуючи зв’язок мiж оригiналом f(t) i зображенням F (p), використову-

ють також символи f(t) ↔ F (p), f(t) : F (p), F (p) = L {f(t)}, f(t) ↓ F (p).

Формула для оберненого переходу вiд зображення F (p) до оригiналу f(t)

має бiльш складний вигляд i вивчатиметься пiзнiше (§ 4.1).
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Зауваження 1.2. Для побудови операцiйного числення, окрiм перетво-

рення Лапласа, можна розглядати також й iншi iнтегральнi перетворен-

ня. Наприклад, О. Гевiсайд i Д. Карсон використовували iнтегральне пере-

творення

F̃ (p) = p

+∞∫
0

f(t)e−ptdt,

яке тiльки множником p вiдрiзняється вiд перетворення Лапласа. Мають

широке практичне застосування також перетворення Меллiна, Фур’є, Бес-

селя тощо [14].

§1.3. Зображення деяких функцiй

Використовуючи (1.3), знайдемо зображення деяких оригiналiв.

Зображення функцiї Гевiсайда θ(t). Маємо

F (p) =

+∞∫
0

θ(t)e−ptdt = lim
b→+∞

b∫
0

e−ptdt = lim
b→+∞

e−pt

−p

∣∣∣∣b
0

= lim
b→+∞

(
1

p
− 1

p
e−pb

)
.

Якщо Re p > 0, то lim
b→+∞

e−pb = 0. Отже,

θ(t) → 1

p
, Re p > 0. (1.5)

Зображення узагальненої функцiї Гевiсайда θ(t− t0). Маємо

F (p) =

+∞∫
0

θ(t− t0)e
−ptdt =

+∞∫
t0

e−ptdt = −1

p
lim

b→+∞
e−pt

∣∣∣∣b
t0

=
e−t0p

p
.

Отже,

θ(t− t0) →
e−t0p

p
, Re p > 0. (1.6)

Зображення експоненти eαt. Оскiльки

F (p) =

+∞∫
0

eαte−ptdt = lim
b→+∞

b∫
0

e(α−p)tdt =

=
1

α− p
lim

b→+∞
e(α−p)t

∣∣∣b
0
=

1

α− p
lim

b→+∞

(
e(α−p)b − 1

)
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i lim
b→+∞

e(α−p)b = 0, якщо Re (p− α) > 0, то

eαt → 1

p− α
, Re p > Re α. (1.7)

Зауваження 1.3. Зображення F (p) =
1

p− α
є визначеною i аналiти-

чною функцiєю в усiй комплекснiй площинi, крiм особливої точки p = α,

хоча вiдповiдний iнтеграл Лапласа збiгається лише у пiвплощинi Re p > α.

Така ситуацiя є типовою: як правило, функцiя F (p) є визначеною i аналiти-

чною у значно бiльшiй частинi комплексної площини, нiж Re p > α. Згiдно

з теоремою 1.1 функцiя F (p) не має особливих точок у цiй пiвплощинi, усi

вони лежать або на прямiй Re p = α, або лiвiше вiд неї.

Зображення δ-функцiї Дiрака. Нагадаємо, що δ-функцiєю Дiрака

називають функцiю, визначену рiвностями

δ(t) =

0, якщо t ̸= 0,

∞, якщо t = 0,

+∞∫
−∞

δ(t) dt = 1.

Ця функцiя дозволяє записати просторову густину фiзичної величини (маси,

заряду, iнтенсивностi джерела тепла, сили тощо), зосередженої або прикла-

деної в однiй точцi.

Функцiю Дiрака можна означити як границю при h → 0 iмпульсної

функцiї

δh(t) =

0, якщо t ∈ (−∞, 0) ∪ (h,+∞),

1/h, якщо t ∈ [0, h).

Використовуючи функцiю Гевiсайда та узагальнену функцiю Гевiсайда, δh(t)

можна записати у виглядi

δh(t) =
θ(t)− θ(t− h)

h
.
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Виходячи з означення δ -функцiї, вважатимемо, що її зображення є грани-

чним при h → +0 для зображення функцiї δh(t), яке знайдемо, використо-

вуючи (1.5) i (1.6):

δh(t) →
1

h

(
1

p
− e−ph

p

)
=

1− e−ph

ph
.

Тодi

δ(t) = lim
h→+0

δh(t) → lim
h→+0

1− e−ph

ph
= 1.

Таким чином,

δ(t) → 1. (1.8)

Зауваження 1.4. Очевидно, що зображення δ -функцiї не задовольняє

необхiдну умову iснування (теорема 1.3). У таких випадках доводиться роз-

ширювати поняття оригiналу i зображення. Зокрема, простiр оригiналiв

можна розширити, ввiвши в нього функцiї, якi є необмеженими в околах

скiнченної кiлькостi точок, але iнтеграл Лапласа вiд яких абсолютно збi-

гається у пiвплощинi Re p > s0. Такi оригiнали та вiдповiднi зображен-

ня називають узагальненими. Узагальненими оригiналами є степенева

функцiя tα, де α > −1, функцiя ln t та деякi iншi. Взагалi, узагальненим

оригiналом є кожна функцiя f(t), яка в деяких точках t1, . . . , tn є нескiн-

ченно великою функцiєю порядку, меншого за одиницю, тобто така, що

lim
t→tj

(t− tj)
qjf(t) = 0 для деякого qj < 1, i якщо поза деякими околами точок

t1, . . . , tn вона задовольняє умови з означення оригiналу.

Зображення степеневої функцiї tα, α>−1. Нагадаємо спочатку де-

якi твердження i формули, пов’язанi з гама-функцiєю Γ(s), тобто функцi-

єю, яка задається за допомогою iнтегрального перетворення

Γ(s) =

+∞∫
0

e−tts−1dt, s > 0. (1.9)

З курсу математичного аналiзу вiдомо ([18], розд. 2, § 6.2), що Γ(s) є непе-

рервною функцiєю змiнної s > 0, Γ(1) = 1, Γ
(
1
2

)
=

√
π , а також

Γ(s+ 1) = sΓ(s). (1.10)
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Використовуючи (1.10), маємо

Γ(s+ k) = s(s− 1)(s− 2) . . . (s− k) · Γ(s− k), k < s.

Якщо s = n ∈ N, то

Γ(n+ 1) = n(n− 1) · . . . · 2 · 1 · Γ(1) = n! (1.11)

З (1.10) одержуємо, що

Γ

(
n+

1

2

)
=

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2n
Γ

(
1

2

)
=

(2n)!

22nn!

√
π. (1.12)

За формулою (1.10) гама-функцiю довiльного аргументу s > 0 можна

виразити через гама-функцiю аргументу 0 < s < 1. Використовуючи (1.10),

цю функцiю можна означити також i для s < 0. Справдi, якщо −1 < s < 0,

то 0 < s+ 1 < 1 i права частина рiвняння

Γ(s) =
1

s
Γ(s+ 1) (1.13)

визначена, а отже, вираз у лiвiй частинi має змiст, тобто функцiю Γ(s) озна-

чено на iнтервалi (−1; 0). Аналогiчно можна означити функцiю Γ(s) на iн-

тервалах (−2;−1), (−3;−2) i т.д. Для n ∈ N маємо

Γ

(
−n+

1

2

)
=

(−1)n2n

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)
Γ

(
1

2

)
=

(−1)n22nn!

(2n)!

√
π. (1.14)

Вiдомо ([18], розд. 2, § 6.9), що функцiя Γ(p) – аналiтична у кожнiй точцi

площини p, крiм точок p = 0,−1,−2, . . . , де вона має простi полюси. От-

же, у пiвплощинi Re p > 0 функцiя Γ(p) може бути зображенням деякого

оригiналу.

Повернiмося до знаходження зображення степеневої функцiї tα,

де α > −1 :

F (p) =

+∞∫
0

tαe−ptdt.

Зробимо замiну pt = τ, яка перетворює дiйсну вiсь t > 0 у промiнь з напря-

мом | arg p| < π

2
(рис. 1). Тодi

+∞∫
0

tαe−ptdt =
1

pα+1

∫
l1

e−τταdτ.



§ 1.3. Зображення деяких функцiй 19

6

-

τ

tO l2

l1
cr

Рис. 1

Функцiя e−ττα аналiтична у пiвплощинi Re τ > 0. Для видiлення одно-

значних вiток функцiї τα = eαLn τ зробимо розрiз по вiд’ємнiй частинi дiйсної

осi. У площинi τ контур l = l2 + cr + l1 (рис. 1). За iнтегральною теоремою

Кошi ([4], §4.2)
∫
l

e−τταdτ = 0 або
∫
l1

=

∫
l2

+

∫
cr

. У цiй рiвностi перейдемо

до границi, спрямувавши r до +∞ :∫
l1

e−τταdτ =

+∞∫
0

e−ttαdt+ lim
r→∞

∫
cr

e−τταdτ.

Оскiльки lim
|τ |→∞

|e−ττα| = 0, то lim
r→∞

∫
cr

e−τταdτ = 0. Таким чином,

∫
l1

e−τταdτ =

+∞∫
0

e−ttαdt = Γ(α + 1), α > −1.

Отже,

tα → Γ(α+ 1)

pα+1
, α > −1, Re p > 0. (1.15)

На iнтервалi −1 < α < 0 функцiя f(t) = tα є узагальненим оригiналом

(див. зауваження 1.3).

Якщо у формулi (1.15) α = n ∈ N, то tn → Γ(n+ 1)

pn+1
або, враховуючи

(1.11),

tn → n!

pn+1
. (1.16)
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Приклад 1.3. Знайти зображення функцiй:

а) f(t) = t4, б) f(t) = tn+
1
2 , в) f(t) = t−n− 1

2 .

Розв’язання. а) Згiдно з формулою (1.16)

t4 → 4!

p5
=

24

p5
.

б) З формули (1.15) одержуємо, що tn+
1
2 →

Γ
(
3
2 + n

)
p

3
2+n

, а використовуючи

(1.11), маємо спiввiдношення

tn+
1
2 → (2(n+ 1))!

22(n+1)(n+ 1)!

√
π

1

pn+
3
2

=
(2n+ 1)!

√
π

22n+1n!
· p−n−3

2 .

Зокрема, якщо n = 0,
√
t→

√
π

2
· p−

3
2 .

в) Згiдно з (1.15) t−n−1
2 →

Γ
(
−n+ 1

2

)
p−n+1

2

, а з врахуванням (1.11), отримуємо

t−n−1
2 → (−1)n22nn!

√
π

(2n)!
· pn−

1
2 ,

зокрема, якщо n = 0,
1√
t
→

√
π · p−

1
2 . I

Контрольнi питання до роздiлу I

1. Якi умови має задовольняти функцiя комплексної змiнної f(t), щоб вона

була оригiналом? Наведiть приклади оригiналiв i функцiй, якi не є оригi-

налами.

2. Яку функцiю називають функцiєю Гевiсайда? Яку роль вiдiграє ця фун-

кцiя у просторi оригiналiв?

3. Що називають показником зростання функцiї-оригiнала? За якою фор-

мулою можна знайти показник зростання функцiї f(t)? Чому дорiвнює

показник зростання обмеженої функцiї, експоненти eαt+β, довiльного мно-

гочлена?
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4. Якi функцiї називають функцiями експоненцiального типу та функцiями

необмеженого зростання? Наведiть приклади таких функцiй.

5. Що називають перетворенням Лапласа, iнтегралом Лапласа, зображенням

функцiї-оригiнала?

6. У якiй пiвплощинi гарантується збiжнiсть (рiвномiрна збiжнiсть) iнтегра-

ла Лапласа?

7. Як формулюється теорема про аналiтичнiсть зображення функцiї-оригi-

нала?

8. Якою є необхiдна умова iснування зображення? Використовуючи цю умо-

ву, пояснiть, чому не можуть бути зображеннями функцiї sin p,
p

p+ 1
?

9. Якими є зображення функцiї Гевiсайда, узагальненої функцiї Гевiсайда,

функцiї Дiрака, експоненцiальної функцiї eαt , степеневих функцiй tα,

α ∈ (−1,+∞) i tn, n ∈ N?

Рекомендована лiтература: [1, с. 190-198], [2, с. 154-166], [4, с. 154-166],

[7, c. 9-20], [8, с. 221-227], [10, с. 173-179].

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 1.1. Перевiрте, чи є функцiя f(t) оригiналом. У випадку ствер-

дної вiдповiдi знайдiть показник зростання цiєї функцiї :

1) f(t) = e3t sin 2t, 2) f(t) = et
3

, 3) f(t) = t3,

4) f(t) = e−t, 5) f(t) = ln(t+ 1), 6) f(t) = e
1
t ,

7) f(t) = t sin
1

t
, 8) f(t) = tt, 9) f(t) = e(2+4i)t,

10) f(t) = ch(3− i)t, 11) f(t) = 5t, 12) f(t) = e−t2,

13) f(t) = t2 + 4, 14) f(t) = et
2−3, 15) f(t) =

1

t2 + 2
,

16) f(t) = e−t3, 17) f(t) = tg t, 18) f(t) = e−t cos t,

19) f(t) = et cos2 t, 20) f(t) = e
√
t.
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Вправа 1.2. Користуючись означенням, знайдiть зображення функцiї

f(t):
1) f(t) = e−3t cos 4t, 2) f(t) = 3 cos 2t,

3) f(t) = e4t sin2 t, 4) f(t) = te2t,

5) f(t) = sin2 πt, 6) f(t) = et sin t,

7) f(t) = t sh t, 8) f(t) = et cos2 t,

9) f(t) = cos 3t cos 5t, 10) f(t) = t ch 2t,

11) f(t) = ch 2t cos t
2 , 12) f(t) = cos 2t sin 3t,

13) f(t) = sin 3t− 5, 14) f(t) = t2e2t,

15) f(t) = 3 sin 3t− 2 ch 2t, 16) f(t) = sh 4t sin 3t,

17) f(t) = ch t+ cos t, 18) f(t) = sh t+ sin t,

19) f(t) = sin t
3 sin 3t, 20) f(t) = sh 4t cos 2t.

Вправа 1.3. Доведiть, що функцiя f(t) є оригiналом, та знайдiть її

зображення:

1) f(t) =

sin t, якщо 0 < t < 1,

0, якщо t > 1,

2) f(t) =

t+1, якщо 0 < t < 1,

0, якщо t > 1,

3) f(t) =

2t−1, якщо 0 < t < 1,

0, якщо t > 1,

4) f(t) =

0, якщо 0 < t < 1,

e1−t, якщо t > 1,

5) f(t) =

1−t, якщо 0 < t < 2,

0, якщо t > 2,

6) f(t) =

0, якщо 0 < t < 4,

2−3t, якщо t > 4,

7) f(t) =


cos t, якщо 0 < t < 1,

−1, якщо 1 < t < 2,

0, якщо t > 2,

8) f(t) =


t, якщо 0 < t < 1,

2−t, якщо 1 < t < 2,

0, якщо t > 2,

9) f(t) =


0, якщо 0 < t < 1,

1, якщо 1 < t < 3,

2, якщо t > 3,

10) f(t) =


0, якщо 0 < t < 1,

t−1, якщо 1 < t < 2,

1, якщо t > 2.



РОЗДIЛ II. Основнi властивостi перетворення

Лапласа

Важливою перевагою операцiйного числення є те, що здiйснюючи пере-

хiд з простору оригiналiв у простiр зображень, ми однi математичнi операцiї

замiнюємо iншими простiшими математичними операцiями. Ця замiна здiй-

снюється за основними правилами операцiйного числення, якi сформулюємо

у виглядi теорем.

§2.1. Лiнiйнiсть i подiбнiсть перетворення Лапласа

Теорема 2.1 (лiнiйнiсть оригiналу). Якщо f1(t), f2(t) – оригiнали з

показниками зростання s1, s2 , а F1(p), F2(p) – вiдповiднi їм зображення i

Re p > s1, Re p > s2 , то для довiльних комплексних чисел α1, α2 лiнiйна

комбiнацiя α1f1(t) + α2f2(t) також є оригiналом, причому

α1f1(t) + α2f2(t) → α1F1(p) + α2F2(p)

у пiвплощинi Re p > max{s1, s2}.

Доведення. Використовуючи формулу (1.3) та лiнiйнiсть операцiї iнтегру-

вання, маємо

α1f1(t) + α2f2(t) →
+∞∫
0

(
α1f1(t) + α2f2(t)

)
e−ptdt =

= α1

+∞∫
0

f1(t)e
−ptdt+ α2

+∞∫
0

f2(t)e
−ptdt = α1F1(p) + α2F1(p).



24 РОЗДIЛ II. Основнi властивостi перетворення Лапласа

Оскiльки iнтеграли
+∞∫
0

f1(t)e
−ptdt i

+∞∫
0

f2(t)e
−ptdt збiгаються, взагалi ка-

жучи, у рiзних пiвплощинах Re p > s1 i Re p > s2, то iнтеграл

+∞∫
0

(
α1f1(t) + α2f2(t)

)
e−ptdt

збiгається на перетинi цих пiвплощин, тобто у пiвплощинi Rep >max {s1, s2}.•

Зауваження 2.1. У теоремi 2.1 умова, що обидва доданки функцiї

α1f1(t) + α2f2(t) мають бути оригiналами, є суттєвою. Наприклад,
et − 1

t

– функцiя-оригiнал, але f1(t) =
et

t
i f2(t) =

1

t
не є оригiналами, бо вони є

нескiнченно великими при t→ +0.

Приклад 2.1. Використовуючи лiнiйнiсть перетворення Лапласа, зна-

йти зображення функцiй sin t, cos t, sh t, ch t.

Розв’язання. За формулами Ейлера

sin t =
eit − e−it

2i
, cos t =

eit + e−it

2
.

Використовуючи тепер знайдене у §1.3 зображення eαt → 1

p− α
, Re p > Reα,

i лiнiйнiсть перетворення Лапласа, одержуємо зображення тригонометричних

функцiй:

sin t→ 1

2i

(
1

p− i
− 1

p+ i

)
=

1

p2 + 1
,

cos t→ 1

2

(
1

p− i
+

1

p+ i

)
=

p

p2 + 1
.

Аналогiчно, виходячи з означень гiперболiчних функцiй, маємо

sh t =
et − e−t

2
→ 1

2

(
1

p− 1
− 1

p+ 1

)
=

1

p2 − 1
,

ch t =
et + e−t

2
→ 1

2

(
1

p− 1
+

1

p+ 1

)
=

p

p2 − 1
. I
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Теорема 2.2 (подiбнiсть оригiналу). Якщо f(t) – оригiнал з показни-

ком зростання s0, f(t) → F (p), Re p > s0, i α > 0 – деяке число, то

f(αt) → 1

α
F
( p
α

)
(2.1)

у пiвплощинi Re p > max {s0, αs0}.

Доведення. В iнтегралi з формули (1.3) виконаємо замiну τ = αt. Тодi

0 6 τ < +∞ i

f(αt) →
+∞∫
0

f(αt)e−ptdt =
1

α

+∞∫
0

f(τ)e−
p
ατdτ =

1

α
· F
( p
α

)
. •

Пiдставляючи у формулу (2.1) α =
1

β
, де β > 0, одержуємо, що

F (βp) → 1

β
· f
(
t

β

)
. (2.2)

Спiввiдношення (2.1) i (2.2) виражають властивiсть подiбностi ори-

гiналу й зображення : при змiнi масштабу аргумента оригiналу (зобра-

ження) аргумент зображення (оригiналу) змiнює масштаб в оберненому вiд-

ношеннi, причому у такому ж оберненому вiдношеннi змiнюється масштаб

самого зображення (оригiналу).

За допомогою формули (2.1), не використовуючи безпосередньо форму-

лу (1.3), можна одержати зображення багатьох оригiналiв.

Приклад 2.2. Використовуючи подiбнiсть перетворення Лапласа, зна-

йти зображення функцiй sinαt, cosαt, shαt, chαt.

Розв’язання. Використовуючи формулу (2.1) i знайденi у прикладi 2.1 зо-

браження функцiй sin t, cos t, sh t, ch t, одержуємо:

sinαt→ 1

α
· 1(

p
α

)2
+ 1

=
α

p2 + α2
, cosαt→ 1

α
·

p
α(

p
α

)2
+ 1

=
p

p2 + α2
,

shαt→ 1

α
· 1(

p
α

)2 − 1
=

α

p2 − α2
, chαt→ 1

α
·

p
α(

p
α

)2 − 1
=

p

p2 − α2
.
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Два останнi зображення можна знайти й iнакше, використовуючи зв’язок

тригонометричних i гiперболiчних функцiй:

shαt =
1

i
· sin iαt→ 1

i
· iα

p2 + (iα)2
=

α

p2 − α2
,

chαt = cos iαt→ p

p2 + (iα)2
=

p

p2 − α2
. I

§2.2. Загаювання та випередження оригiналу

Теорема 2.3 (загаювання оригiналу). Якщо f(t) – оригiнал з пока-

зником зростання s0 , f(t) → F (p), Re p > s0, i t0 > 0 – деяке число, то

f(t− t0) → e−t0pF (p). (2.3)

Доведення. Перш за все з’ясуємо змiст поняття "загаювання". Графiк фун-

кцiї f(t− t0) одержуємо зсувом графiка функцiї f(t) вправо на t0 одиниць,

причому на промiжку (0, t0) графiк збiгається з вiссю абсцис, бо на цьому

промiжку t− t0 < 0, а за означенням оригiнала f(t− t0) ≡ 0 (рис. 2). Таким

чином, процес, який описує функцiя f(t− t0), починається нiби iз загаюван-

ням (запiзненням) на час t0 вiдносно процесу, який описує функцiя f(t).

6

-

f(t)

tO

f 6

-
t0

f(t− t0)

tO

f

Рис. 2

Знайдемо зображення оригiналу f(t− t0). Згiдно з (1.3)

f(t− t0) →
+∞∫
0

f(t− t0)e
−ptdt =

+∞∫
t0

f(t− t0)e
−ptdt.
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В останньому iнтегралi виконаємо замiну u = t− t0. Тодi 0 6 u < +∞ i
+∞∫
t0

f(t− t0)e
−ptdt =

+∞∫
0

f(u)e−p(u+t0)du = e−pt0

+∞∫
0

f(t)e−ptdt = e−pt0F (p)

або f(t− t0) → e−pt0F (p), де t > t0. •

Спiввiдношення (2.3) виражає властивiсть загаювання оригiналу :

змiщенню аргументу у просторi оригiналiв на час t0 вiдповiдає операцiя мно-

ження на експоненту e−pt0 у просторi зображень. Iнакше кажучи, зображення

F (p) на e−pt0 зсуває графiк його оригiнала f(t) на t0 одиниць вправо. Ця

геометрична властивiсть зсуву вiдома у фiзицi як загаювання явища на час

t0.

Властивiсть загаювання оригiналу використовується для розв’язування

рiзного роду лiнiйних рiвнянь, якi мiстять функцiї iз загаювальним аргумен-

том t− t1, t− t2, . . . , t− tk, де tj > 0, j = 1, . . . , k.

Застосовуючи властивостi подiбностi та загаювання оригiнала, можна зна-

йти зображення оригiнала f(αt − t0), де t0 > 0, α – деяке число. Справдi,

якщо f(t) → F (p), то згiдно з (2.1) f(αt) → 1

α
F
( p
α

)
, а використовуючи

спiввiдношення (2.3), знаходимо

f(αt− t0) = f

(
α

(
t− t0

α

))
→ 1

α
F
( p
α

)
e−

t0
α p.

Отже,

f(αt− t0) →
1

α
F
( p
α

)
e−

t0
α p, Re p > αs0. (2.4)

Приклад 2.3. Знайти зображення функцiй sin(ωt − φ0), cos(ωt − φ0),

sh(ωt− φ0), ch(ωt− φ0), (at− b)m.

Розв’язання. Використовуючи (2.4) та одержанi ранiше зображення фун-

кцiй sin t, cos t, sh t, ch t, tm , одержуємо:

sin(ωt− φ0) → e−
φ0
ω p · ω

p2 + ω2
, cos(ωt− φ0) → e−

φ0
ω p · p

p2 + ω2
,

sh(ωt− φ0) → e−
φ0
ω p · ω

p2 − ω2
, ch(ωt− φ0) → e−

φ0
ω p · p

p2 − ω2
,
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(at− b)m → 1

a
· Γ(m+ 1)(

p
a

)m+1 · e−
b
ap =

amΓ(m+ 1)

pm+1
· e−

b
ap. I

Теорема загаювання є також зручним засобом для знаходження зобра-

жень кусково-неперервних функцiй.

Приклад 2.4. Знайти зображення функцiй

f1(t) =

a, якщо 0 < t < τ,

0, якщо t > τ,
f2(t) =


t, якщо 0 < t < a,

2a− t, якщо a < t < 2a,

0, якщо t > 2a.

Розв’язання. Функцiю f1(t) за допомогою функцiї Гевiсайда i узагальненої

функцiї Гевiсайда запишемо у виглядi f1(t) = a · (θ(t)− θ(t− τ)) . Врахову-

ючи, що

θ(t) → 1

p
, θ(t− τ) → e−pτ

p
,

знаходимо зображення оригiнала f1(t) :

F1(p) = a · 1− e−pτ

p
.

Функцiю f2(t) можемо записати у виглядi

f2(t) = tθ(t)− tθ(t− a) + (2a− t)θ(t− a) + (t− 2a)θ(t− 2a)

або

f2(t) = tθ(t)− 2(t− a)θ(t− a) + (t− 2a)θ(t− 2a).

Зображенням цiєї функцiї є F2(p) =
1

p2
− 2

p2
e−ap +

1

p2
e−2ap або

F2(p) =
1

p2
· (1− e−ap)2. I

Спiввiдношення (2.3) встановлено за умови, що t0 > 0, тобто при загаю-

ваннi аргумента оригiналу. Якщо t0 < 0, тобто при випередженнi аргументу,

ця властивiсть не виконується. У цьому випадку справджується таке твер-

дження.
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Теорема 2.4 (випередження оригiналу). Якщо f(t) – оригiнал з по-

казником зростання s0 , f(t) → F (p), Re p > s0, i t0 > 0, то

f(t+ t0) → ept0

F (p)− t0∫
0

f(t)e−ptdt

. (2.5)

Доведення. Графiк функцiї f(t + t0) одержуємо зсувом графiка f(t) влiво

на t0 одиниць. Змiщена частина графiка функцiї f(t) на iнтервалi t0 < t < 0

вироджується у вiдрiзок осi t, а зрiзана частина при t > 0 є графiком функцiї

f(t+ t0) (рис. 3).

6

-

f(t)

tO

f 6

-

f(t+ t0)

t

f

O

Рис. 3

Знайдемо зображення оригiнала f(t+ t0) :

f(t+ t0) →
+∞∫
0

f(t+ t0)e
−ptdt.

Виконуючи в iнтегралi замiну u = t+ t0 (тодi t0 6 u < +∞), одержуємо
+∞∫
0

f(t+ t0) e
−ptdt =

+∞∫
t0

f(u) e−p(u−t0)du = ept0

+∞∫
t0

f(u) e−pudu =

= ept0

 +∞∫
0

f(u) e−pudu−
t0∫
0

f(u) e−pudu

 = ept0

F (p)− t0∫
0

f(u) e−pudu

.
Отже,

f(t+ t0) → ept0

F (p)− t0∫
0

f(t)e−ptdt

. •
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Властивiсть випередження оригiналу використовують для розв’язування

рiзного роду лiнiйних рiвнянь, якi мiстять функцiї з випереджувальним ар-

гументом t+ t1, t+ t2, . . . , t+ tk, де tj > 0, j = 1, . . . , k.

Застосуємо цю властивiсть, наприклад, для вiдшукання зображення пе-

рiодичних оригiналiв2. Перiодичну функцiю f(t) з перiодом T > 0 можна

розглядати як розв’язок функцiонального рiвняння f(t) = f(t + T ). Засто-

совуючи до обох частин цього рiвняння перетворення Лапласа i використо-

вуючи спiввiдношення (2.5) при t0 = T , одержуємо у просторi зображень

рiвняння

F (p) = epT

F (p)− T∫
0

f(t)e−ptdt

,
з якого знаходимо

F (p) =
1

1− e−pT

T∫
0

f(t)e−ptdt.

Застосовуючи теорему подiбностi та формулу (2.5), можемо знайти зобра-

ження оригiнала f(αt + t0), де t0 > 0, α – деяке дiйсне число, вiдмiнне вiд

нуля. Справдi, якщо f(t) → F (p), то за теоремою подiбностi

f(αt) → 1

α
F
( p
α

)
,

а використовуючи формулу (2.5), одержуємо спiввiдношення

f(αt+ t0) = f

(
α

(
t+

t0
α

))
→ 1

α
e

t0
α p

F ( p
α

)
−

t0∫
0

e−
p
α tf(t)dt


або

f(αt+ t0) →
1

α
e

t0
α p

F ( p
α

)
−

t0∫
0

e−
p
α tf(t)dt

.
2 Iнший спосiб побудови зображень перiодичних оригiналiв вивчатиметься у § 2.4.
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§2.3. Змiщення зображення

Теорема 2.5 (змiщення зображення). Якщо f(t) – оригiнал з пока-

зником зростання s0 , f(t) → F (p) i p0 – деяке число, то

e−p0tf(t) → F (p+ p0) (2.6)

у пiвплощинi Re p > s0 − Re p0.

Доведення. Застосовуючи перетворення Лапласа до оригiнала e−p0tf(t),

одержуємо

e−p0tf(t) →
+∞∫
0

e−p0tf(t)e−ptdt =

+∞∫
0

f(t)e−(p+p0)tdt

або

e−p0tf(t) → F (p+ p0).

Показником зростання функцiї e−p0tf(t) є s0−Re p0 , тому спiввiдношення

(2.6) справджується у пiвплощинi Re p > s0 − Re p0. •

Таким чином, при множеннi оригiнала на e±p0t у площинi p = s + iσ

вiдбувається змiщення зображення на вектор ∓p0 (рис. 4).

6

-

:p0

p− p0
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�
p

p+ p0

O

σ

sO

Рис. 4

Властивiсть змiщення часто використовують, дослiджуюючи фiзичнi яви-

ща та процеси, пов’язанi iз згасаючими коливаннями.

Теорема 2.5 дозволяє за вiдомим спiввiдношенням f(t) → F (p) знаходити

зображення функцiї e−p0tf(t), де p0 – деяке число.



32 РОЗДIЛ II. Основнi властивостi перетворення Лапласа

Приклад 2.5. Використовуючи властивiсть змiщення, знайти зобра-

ження функцiй eαt sinωt, eαt chωt, tαeβt.

Розв’язання. Використовуючи формулу (2.6) та ранiше знайденi зображе-

ння

sinωt→ ω

p2 + ω2
, chωt→ p

p2 − ω2
, tα → Γ(α+ 1)

pα+1
,

одержуємо спiвiдношення

eαt sinωt→ ω

(p− α)2 + ω2
, eαt chωt→ p− α

(p− α)2 − ω2
,

tαeβt → Γ(α+ 1)

(p− β)α+1
. I

З останнього зображення прикладу 2.5 випливають, зокрема, такi зобра-

ження (n ∈ N, α, β ∈ R) :

tneβt → n!

(p− β)n+1
,

tne(α+iβ)t → n!

(p− α− iβ)n+1
= n!

(p− α+ iβ)n+1

((p− α)2 + β2)n+1 ,

tneαt cos βt = Re tne(α+iβ)t → n!
Re (p− α+ iβ)n+1

((p− α)2 + β2)n+1
,

tneαt sin βt = Im tne(α+iβ)t → n!
Im(p− α+ iβ)n+1

((p− α)2 + β2)n+1 .

§2.4. Зображення перiодичного оригiнала

Теорема 2.6. Якщо

f0(t) =

f(t), якщо 0 < t < T,

0, якщо t > T,

де f(t) – перiодична функцiя з перiодом T i f0(t) → F0(p), f(t) → F (p), то

F (p) =
F0(p)

1− e−pT
. (2.7)
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Доведення. Функцiю f(t) можна виразити через f0(t), а саме

f(t) = f0(t) + f(t− T ),

бо f(t−T ) ≡ 0 для t < T. Тодi, використовуючи лiнiйнiсть перетворення Ла-

пласа та спiввiдношення (2.3), одержуємо рiвняння F (p) = F0(p)+ e
−pTF (p),

звiдки

F (p) =
F0(p)

1− e−pT
,

де F0(p) =

T∫
0

f0(t)e
−ptdt. •

Нехай T -перiодична функцiя f(t) змiнює знак на пiвперiодi, тобто

f (t+ T/2) = −f(t) i

f0(t) =

f(t), якщо 0 < t < T
2 ,

0, якщо t > T
2 .

Тодi f(t) = f0(t)− f (t− T/2) i F (p) = F0(p)− e−pT/2F (p). Звiдси

F (p) =
F0(p)

1 + e−pT/2
,

де F0(p) =

−T/2∫
0

f(t)e−ptdt.

Приклад 2.6. Знайти зображення перiодичних оригiналiв:

f1(t) =

sin t, якщо 2πn < t < (2n+ 1)π,

0, якщо (2n+ 1)π < t < (2n+ 2)π,
f2(t) = | sin 2t|.

Розв’язання. Перiодами функцiй f1(t) i f2(t) є числа 2π i π/2 вiдповiдно.

Нехай f1(t) → F1(p), f2(t) → F2(p). Використовуючи (2.7), одержуємо:

F1(p) =
1

1− e−2πp

π∫
0

e−pt sin t dt =

=
1

1− e−2πp
· e−pt

p2 + 1
(−p sin t− cos t)

∣∣∣∣π
0

=
1

p2 + 1
· 1

1− e−πp
,
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F2(p) =
1

1− e−pπ
2

π
2∫

0

e−pt sin 2t dt =

=
1

1− e−pπ/2
· e−pt

p2 + 4
(−p sin 2t− 2 cos 2t)

∣∣∣∣π2
0

=
2

p2 + 4
· cthπp

4
. I

§2.5. Диференцiювання оригiналу та зображення

Наступна теорема встановлює правило диференцiювання спiввiдношення

f(t) → F (p) за змiнною t.

Теорема 2.7 (диференцiювання оригiналу). Якщо функцiї f(t), f ′(t),

f ′′(t), . . . , f (n)(t) є оригiналами i f(t) → F (p), то

f ′(t) → pF (p)− f(0), (2.8)

f ′′(t) → p2F (p)− pf(0)− f ′(0), . . . ,

f (n)(t) → pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0), (2.9)

де у випадку розривiв першого роду у точцi t = 0

f (k)(0) = lim
t→+0

f (k)(t), k = 0, 1, . . . , n− 1.

Доведення. Застосуємо перетворення Лапласа до оригiнала f ′(t):

f ′(t) →
+∞∫
0

f ′(t)e−ptdt.

Iнтегруючи частинами (u = e−pt, dv = f ′(t)dt), отримуємо
+∞∫
0

f ′(t)e−ptdt = e−ptf(t)
∣∣+∞
0

+ p

+∞∫
0

f(t)e−ptdt.

Оскiльки Re p = s > s0, де s0 – показник зростання функцiї f(t), то

|f(t)e−pt| = |f(t)| · |e−pt| < Me−(s−s0)t,

а тому lim
t→+∞

e−ptf(t) = 0. Якщо функцiя f(t) у точцi t = 0 неперервна, то

f(0) = 0, оскiльки f(t) = 0 для t < 0. Якщо у точцi t = 0 функцiя f(t)
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має розрив першого роду, то при t → 0 вона має границю справа, тобто

lim
t→+0

f(t)e−pt = f(0), а отже, e−ptf(t)
∣∣∣+∞

0
= −f(0).

Таким чином,

f ′(t) → pF (p)− f(0), Re p > s0.

Якщо у точцi t = 0 функцiя f(t) неперервна, то f ′(t) → pF (p). Це озна-

чає, що диференцiюванню оригiнала f(t) у просторi зображень вiдповiдає

множення на p функцiї F (p).

Двiчi iнтегруючи частинами iнтеграл
+∞∫
0

e−ptf ′′(t)dt, одержуємо спiввiд-

ношення

f ′′(t) → p2F (p)− pf(0)− f ′(0).

Використаємо метод математичної iндукцiї. Припустимо, що формула

f (n)(t) → Φ(p) ≡ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0)

справджується для деякого n i доведемо, що вона справджується також для

n+ 1.

З доведеного для n = 1 маємо, що
(
f (n)(t)

)′ → pΦ(p)− f (n)(0) або

f (n+1)(t) → pn+1F (p)− pnf(0)− pn−1f ′(0)− . . .− pf (n−1)(0)− f (n)(0).

Таким чином, формула (2.9) справджується для довiльного n ∈ N. •

Зауваження 2.2. Умова теореми 2.7, що f ′(t), f ′′(t), . . . , f (n)(t) – ори-

гiнали, є суттєвою, бо якщо функцiя f (n)(t) має зображення, то f (n−1)(t)

також має зображення. Обернене твердження, взагалi кажучи, не справ-

джується. Наприклад, функцiя ln t має зображення, але похiдна (ln t)′ =
1

t
не є оригiналом, бо при t→ +0 вона необмежена.

Формула (2.9) стає особливо простою у випадку, коли f (k)(0) = 0 для

k = 0, 1, . . . , n− 1. Тодi

f (n)(t) → pnF (p), k = 1, . . . , n, (2.10)
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тобто n-кратному диференцiюванню у просторi оригiналiв вiдповiдає множе-

ння на pn функцiї F (p) у просторi зображень.

Формули (2.9) i (2.10) мають широке застосування для розв’язування за-

дачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

(§ 5.2).

Приклад 2.7. Знайти зображення диференцiального виразу

f(t) ≡ xIV(t)− 2x′′′(t) + 4x′′(t) + 3x′(t) + 6x(t) + 3,

якщо x(0) = 4, x′(0) = 0, x′′(0) = −1, x′′′(0) = 1.

Розв’язання. Нехай x(t) → X(p). Згiдно з (2.9)

x′(t) → pX(p)− 4, x′′(t) → p2X(p)− 4p,

x′′′(t) → p3X(p)− 4p2 + 1, xIV(t) → p4X(p)− 4p3 + p− 1.

Звiдси, використовуючи лiнiйнiсть зображення, маємо

f(t) → X(p)
(
p4 − 2p3 + 4p2 + 3p+ 6

)
− 4p3 + 8p2 − 15p− 15 +

3

p
. I

Встановимо тепер правило диференцiювання спiввiдношення F (p) → f(t)

за змiнною p.

Теорема 2.8 (диференцiювання зображення). Якщо f(t) – оригiнал

з показником зростання s0 , f(t) → F (p), Re p > s0, то

F ′(p) → −tf(t), F ′′(p) → (−1)2t2f(t), . . . ,

F (n)(p) → (−1)ntnf(t), Re p > s1 > s0. (2.11)

Доведення. Оскiльки |f(t)| < Mes0t, то для t > 0 маємо

|tnf(t)| < tn|f(t)| < Mtne−αte(s0+α)t,

де α – мале додатне число. Функцiя Mtne−αt у точцi t =
n

α
має єдиний макси-

мум M1, який для t > 0 буде її найбiльшим значенням, тобто Mtne−αt < M1 .

Отже, |tnf(t)| < M1e
s1t, де s1 6 s0 + α.
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Таким чином, якщо f(t) – оригiнал з показником зростання s0, то

функцiя tnf(t) також є оригiналом, а її зображення визначене у пiвплощинi

Re p > s1 > s0.

Зображення F (p) функцiї-оригiнала f(t) у пiвплощинi Re p > s0 є аналi-

тичною функцiєю (теорема 1.2). Оскiльки

F ′(p) = −
+∞∫
0

tf(t)e−ptdt,

то F ′(p) → tf(t). Тодi у пiвплощинi Re p > s1 > s0 функцiя F (p) має похiдну

довiльного порядку ([18], розд. 2, §7). Отже, (F ′(p))′ → −t (−tf(t)) або

F ′′(p) → (−1)2t2f(t).

Тодi F ′′′(p) → −t ·
(
(−1)2t2f(t)

)
= (−1)3t3f(t) i, взагалi,

F (n)(p) → (−1)ntnf(t), Re p > s1 > s0. •

Отже, диференцiюванню зображення F (p) вiдповiдає у просторi оригiна-

лiв множення на (−t) функцiї f(t).

Приклад 2.8. Знайти зображення функцiй t sinαt, t chαt, t2 cos2 αt,

t2 sh2 αt.

Розв’язання. Використовуючи зображення sinαt→ α

p2 + α2
, chαt→ p

p2 − α2
,

а також формулу (2.11), знаходимо зображення перших двох функцiй:

−t sinαt→
(

α

p2 + α2

)′
, t sinαt→ 2pα

(p2 + α2)2
,

−t chαt→
(

p

p2 − α2

)′
, t chαt→ p2 + α2

(p2 − α2)2
.

Далi, з вiдомих формул

cos2 αt =
1

2
+

1

2
cos 2αt, sh2 αt =

1

2
ch 2αt− 1

2
,

використовуючи (2.1), знаходимо зображення функцiй cos2 αt i sh2 αt:

cos2 αt→ 1

2

(
1

p
+

p

p2 + 4α2

)
, sh2 αt→ 1

2

(
p

p2 − 4α2
− 1

p

)
.
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Застосовуючи формулу (2.11) для n = 2, отримуємо iншi зображення:

t2 cos2 αt→
(
1

2

(
1

p
+

p

p2 + 4α2

))′′
=
p3 − 12pα2

(p2 + 4α2)3
+

1

p3
,

t2 sh2 αt→
(
1

2

(
p

p2 − 4α2
− 1

p

))′′
=
p3 + 12pα2

(p2 − 4α2)3
− 1

p3
. I

§2.6. Iнтегрування оригiналу та зображення

Встановимо правила iнтегрування спiввiдношення f(t) → F (p) за змiн-

ними t та p.

Теорема 2.9 (iнтегрування оригiналу). Якщо функцiя f(t) є оригi-

налом з показником зростання s0 , f(t) → F (p), Re p > s0, то
t∫

0

f(τ)dτ

також є оригiналом з показником зростання s0 i

t∫
0

f(τ) dτ → F (p)

p
(2.12)

у пiвплощинi Re p > s0.

Доведення. Покажемо, що функцiя φ(t) =

t∫
0

f(τ)dτ є оригiналом з пока-

зником зростання s0. Справдi, φ(t), очевидно, задовольняє першi двi умови

означення функцiї-оригiнала (§1.1), а також третю умову цього означення,

бо

|φ(t)| <
t∫

0

|f(τ)|dτ <
t∫

0

Mes0τ dτ =
M

s0
(es0t − 1) <

M

s0
es0t.

Знайдемо тепер зображення Φ(p) функцiї φ(t). Оскiльки φ(0) = 0, то

згiдно з формулою (2.8) φ′(t) → pΦ(p).

Оскiльки φ′(t) = f(t), то з (2.8) маємо F (p) = pΦ(p), звiдки Φ(p) =
F (p)

p
.

Отже,
t∫

0

f(τ) dτ → F (p)

p
. •
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Таким чином, операцiї iнтегрування оригiналу вiдповiдає операцiя дiлен-

ня на p у просторi зображень.

Використаємо формулу (2.12) для вiдшукання зображень оригiналiв

t, t2, . . . , tk. Маючи зображення для t0 = 1 → 1

p
= F (p), з (2.12) одержуємо

спiввiдношення:

t =

t∫
0

dτ → 1

p
F (p) =

1

p2
≡ F1(p).

Далi аналогiчно знаходимо

t2 = 2

t∫
0

τ dτ → 2

p
F1(p) =

2!

p3
≡ F2(p),

t3 = 3

t∫
0

τ 2 dτ → 3

p
F2(p) =

3!

p4
≡ F3(p),

. . . . . . . . .

tk = k

t∫
0

τ k−1 dτ → k

p
Fk−1(p) =

k!

pk+1
≡ Fk(p).

З цих формул, зокрема, випливає, що зображенням визначеної для t > 0

функцiї f(t), яка розвинена у ряд Тейлора

f(t) = f(0) +
f ′(0)

1!
t+ . . .+

f (k)(0)

k!
tk + . . . ,

є функцiя, визначена рядом Лорана

F (p) =
f(0)

p
+
f ′(0)

p2
+ . . .+

f (k)(0)

pk+1
+ . . . .

Наприклад, якщо f(t) = et , то

f(t) = 1 +
t

1!
+
t2

2!
+ . . .+

tk

k!
+ . . .

i

F (p) =
1

p
+

1

p2
+ . . .+

1

pk+1
+ . . . =

1

p
· 1

1− 1
p

=
1

p− 1
,

що збiгається з результатом, одержаним ранiше (формула (1.7)).
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Приклад 2.9. Користуючись теоремою про iнтегрування оригiнала,

знайти оригiнал за зображенням F (p) =
1

p(p2 − 4p+ 5)
.

Розв’язання. Оскiльки
1

p2 − 4p+ 5
=

1

(p− 2)2 + 1
, то використовуючи зо-

браження eαt sinωt→ ω

(p− α)2 + ω2
, одержане у прикладi 2.5, маємо

e2t sin t→ 1

(p− 2)2 + 1
.

Тому за формулою (2.12)

1

p(p2 − 4p+ 5)
→

t∫
0

e2τ sin τdτ =
e2τ(2 sin τ − cos τ)

5

∣∣∣∣t
0

=

=
e2t(2 sin t− cos t) + 1

5
. I

Зауваження 2.3. Вирази для зображення похiдної та iнтеграла (фор-

мули (2.8) i (2.12) мають важливе значення в операцiйному численнi: дiям

аналiзу – диференцiюванню та iнтегруванню у просторi оригiналiв – вiдпо-

вiдає множення та дiлення на цiлi степенi p у просторi зображень. Таким

чином, вираз p набуває характеру оператора.

Теорема 2.10 (iнтегрування зображення). Якщо f(t) – оригiнал з

показником зростання s0 , f(t) → F (p), Re p > s0, та iнтеграл
+∞∫
p

F (p) dp

збiгається у пiвплощинi Re p > s1 > s0, то

f(t)

t
→

+∞∫
p

F (p) dp (2.13)

у пiвплощинi Re p > s1 > s0.

Доведення. Оскiльки у пiвплощинi Re p > s0 + δ iнтеграл Лапласа

F (p) =

+∞∫
0

f(t)e−ptdt
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збiгається рiвномiрно вiдносно p (теорема 1.1), то у цiй пiвплощинi його мо-

жна iнтегрувати за параметром p, причому за контур iнтегрування можна

вибрати будь-який промiнь, який виходить з точки p i утворює гострий кут

з дiйсною вiссю площини. Отже,

+∞∫
p

F (p)dp =

+∞∫
p

dp

+∞∫
0

f(t)e−ptdt.

Оскiльки за умовою теореми iнтеграл
+∞∫
p

F (p)dp збiгається у пiвплощинi

Re p > s1 > s0, то змiнюючи порядок iнтегрування, одержуємо

+∞∫
p

dp

+∞∫
0

f(t)e−ptdt =

+∞∫
p

f(t)dt

+∞∫
0

e−ptdp

або
+∞∫
p

F (p)dp =

+∞∫
0

f(t)

t
e−ptdt.

Отже, функцiя
f(t)

t
є оригiналом з показником зростання s1, де s1 > s0. Та-

ким чином, iнтегрування зображення F (p) зводиться до дiлення на t функцiї

f(t) у просторi оригiналiв, тобто

f(t)

t
→

+∞∫
p

F (p) dp, Re p > s1 > s0. •

Приклад 2.10. Знайти зображення функцiї
t∫

0

sin τ

τ
dτ .

Розв’язання. Використовуючи зображення sin t → 1

p2 + 1
та формулу

(2.13), знаходимо

sin t

t
→

+∞∫
p

dp

p2 + 1
= arctg p

∣∣∣+∞

p
=
π

2
− arctg p = arcctg p.
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Звiдси за формулою (2.12) одержуємо, що

t∫
0

sin τ

τ
dτ → 1

p
arcctg p. I

§2.7. Диференцiювання та iнтегрування за параметром. Граничнi

теореми

Для одержання бiльшої кiлькостi нових зображень зручно розглядати

оригiнали та зображення, залежнi вiд деякого параметра. Отже, нехай

функцiя f(t, λ) є неперервною функцiєю вiд параметра λ i для кожного

фiксованого значення λ є оригiналом, тобто

f(t, λ) → F (p, λ) =

+∞∫
0

f(t, λ)e−pt dt.

Зауваження 2.4. За означенням оригiналу для будь-яких t > 0

|f(t, λ)| < Mest,

де числа M та s не залежать вiд λ, тому iнтеграл Лапласа вiд функцiї

f(t, λ) є рiвномiрно збiжним вiдносно λ.

Теорема 2.11 (граничний перехiд за параметром). Якщо оригiнал

f(t, λ) має зображення F (p, λ), де λ – параметр, та iснує границя

lim
λ→λ0

f(t, λ), то

lim
λ→λ0

f(t, λ) → lim
λ→λ0

F (p, λ). (2.14)

Доведення. Оскiльки F (p, λ) =

+∞∫
0

f(t, λ)e−pt dt, то

lim
λ→λ0

F (p, λ) = lim
λ→λ0

+∞∫
0

f(t, λ)e−pt dt.
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У цiй рiвностi знак границi та iнтеграла можна переставити, бо невласний

iнтеграл Лапласа є рiвномiрно збiжним вiдносно p (теорема 1.1) i λ (заува-

ження 2.3). Отже,

lim
λ→λ0

F (p, λ) =

+∞∫
0

lim
λ→λ0

f(t, λ)e−pt dt

або

lim
λ→λ0

f(t, λ) → lim
λ→λ0

F (p, λ). •

Теорема 2.12 (диференцiювання за параметром). Якщо оригiнал

f(t, λ) має зображення F (p, λ), де λ – параметр, та iснує частинна похiдна
∂f(t, λ)

∂λ
, яка також є оригiналом, то

∂f(t, λ)

∂λ
→ ∂F (p, λ)

∂λ
. (2.15)

Доведення. Нехай приросту ∆λ параметра λ вiдповiдає прирiст ∆F (p, λ)

функцiї F (p, λ). Знайдемо вiдношення приростiв
∆F (p, λ)

∆λ
:

∆F (p, λ)

∆λ
=
F (p, λ+∆λ)− F (p, λ)

∆λ
=

+∞∫
0

f(t, λ+∆λ)− f(t, λ)

∆λ
e−pt dt.

Оскiльки
f(t, λ+∆λ)− f(t, λ)

∆λ
=
∂f(t, λ)

∂λ
+ ε,

де ε(t, λ,∆λ) → 0 рiвномiрно при ∆λ→ 0, то

∆F (p, λ)

∆λ
=

+∞∫
0

(
∂f(t, λ)

∂λ
+ ε

)
e−pt dt.

Перейшовши до границi при ∆λ→ 0, одержуємо

∂F (p, λ)

∂λ
= lim

∆λ→0

∆F (p, λ)

∆λ
=

+∞∫
0

∂f(t, λ)

∂λ
e−pt dt+ lim

∆λ→0

+∞∫
0

εe−pt dt.

За теоремою 2.11 про граничний перехiд за параметром знаходимо

lim
∆λ→0

+∞∫
0

εe−ptdt =

+∞∫
0

lim
∆λ→0

εe−pt dt = 0, Re p > s0.
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Отже,

∂F (p, λ)

∂λ
=

+∞∫
0

∂f(t, λ)

∂λ
e−pt dt

або
∂f(t, λ)

∂λ
→ ∂F (p, λ)

∂λ
. •

Приклад 2.11. Знайти оригiнал за зображенням F (p) =
2λ3

(p2 + λ2)2
.

Розв’язання. Диференцiюючи спiввiдношення
λ

p2 + λ2
→ sinλt за параме-

тром λ, одержуємо, що
p2 − λ2

(p2 + λ2)2
→ t cosλt

або
1

p2 + λ2
− 2λ2

(p2 + λ2)2
→ t cosλt.

Звiдси, використовуючи спiввiдношення

1

p2 + λ2
→ sinλt

λ

та лiнiйнiсть перетворення Лапласа, маємо

2λ3

(p2 + λ2)2
→ sinλt− λt cosλt. I

Теорема 2.13 (iнтегрування за параметром). Якщо оригiнал

f(t, λ) має зображення F (p, λ), де λ – параметр, та iснують iнтеграли
λ∫

λ0

f(t, λ) dλ i
λ∫

λ0

F (p, λ) dλ, то

λ∫
λ0

f(t, λ) dλ→
λ∫

λ0

F (p, λ) dλ. (2.16)

Доведення. Для будь-якого числа A > 0 виконується рiвнiсть

λ∫
λ0

dλ

A∫
0

f(t, λ)e−pt dt =

A∫
0

dt

λ∫
λ0

f(t, λ)e−pt dλ. (2.17)
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За умовою теореми границя

lim
A→+∞

λ∫
λ0

dλ

A∫
0

f(t, λ)e−pt dt =

λ∫
λ0

dλ

+∞∫
0

f(t, λ)e−ptdt

iснує, тому iснує також границя справа у рiвностi (2.17) при A→ +∞, тобто

lim
A→+∞

A∫
0

dt

λ∫
λ0

f(t, λ)e−pt dλ =

+∞∫
0

dt

λ∫
λ0

f(t, λ)e−pt dλ.

Iнтегруючи тепер рiвнiсть F (p, λ) =

+∞∫
0

f(t, λ)e−pt dt за параметром λ у ме-

жах вiд λ0 до λ, одержуємо, що
λ∫

λ0

F (p, λ) dλ =

+∞∫
0

e−pt

 λ∫
λ0

f(t, λ)dλ

 dt

або
λ∫

λ0

f(t, λ) dλ→
λ∫

λ0

F (p, λ) dλ. •

Приклад 2.12. Знайти оригiнал за зображенням F (p) = ln
p

p− λ
.

Розв’язання. З вiдомого спiввiдношення
1

p− λ
→ eλt за формулою (2.16)

знаходимо
λ∫

0

dλ

p− λ
→

λ∫
0

eλt dλ

або

ln
p

p− λ
→ eλt − 1

t
. I

Наступнi двi теореми дають змогу за границею зображення pF (p) вста-

новити граничне значення оригiналу f(t).

Теорема 2.14 (гранична теорема при t → +0). Якщо f(t) i f ′(t) є

оригiналами, f(t) → F (p) та iснує границя lim
t→+0

f(t), то

lim
p→+∞

pF (p) = lim
t→+0

f(t). (2.18)
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Доведення. Оскiльки f ′(t) – оригiнал, то згiдно з (2.8) f ′(t) → pF (p) −

f(0). Використовуючи необхiдну ознаку iснування зображення (теорема 1.3),

маємо

lim
p→+∞

(
pF (p)− f(0)

)
= 0,

а тому

lim
p→+∞

pF (p) = lim
t→+0

f(t). •

Зауваження 2.5. З теореми 2.14 випливає, що початкове значення

оригiнала f(t) через його зображення F (p) можна знайти за формулою

f(0) = lim
p→+∞

pF (p).

Теорема 2.15 (гранична теорема при t→ +∞). Якщо f(t) i f ′(t) є

оригiналами, f(t) → F (p) та iснує границя lim
t→+∞

f(t), то

lim
p→0

pF (p) = lim
t→+∞

f(t). (2.19)

Доведення. Оскiльки f ′(t) – оригiнал, то f ′(t) → pF (p)− f(0) або
+∞∫
0

f ′(t)e−ptdt = pF (p)− f(0).

Перейдемо у цiй рiвностi до границi при p→ 0. Тодi

lim
p→0

+∞∫
0

f ′(t)e−pt dt = lim
p→0

pF (p)− f(0).

Пiдiнтегральна функцiя задовольняє умови теореми 2.11 про граничний пе-

рехiд за параметром, а тому

lim
p→0

+∞∫
0

f ′(t)e−pt dt =

+∞∫
0

lim
p→0

f ′(t)e−ptdt =

=

+∞∫
0

f ′(t) dt = lim
t→+∞

t∫
0

f ′(t) dt = lim
t→+∞

f(t)− f(0).

Таким чином,

lim
p→0

pF (p) = lim
t→+∞

f(t). •
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Зауваження 2.6. З теореми 2.15 випливає, що для неперiодичних про-

цесiв значення оригiнала f(t) у нескiнченно вiддаленiй точцi можна знайти

за формулою

f(+∞) = lim
p→0

pF (p).

Контрольнi питання до роздiлу II

1. Як формулюється властивiсть лiнiйностi перетворення Лапласа? У якiй

пiвплощинi визначена лiнiйна комбiнацiя двох оригiналiв?

2. Якими спiввiдношеннями характеризується властивiсть подiбностi оригi-

нала i зображення?

3. У чому полягають властивостi загаювання та випередження оригiнала?

Якi їх практичнi застосування?

4. За допомогою якої формули виражається властивiсть змiщення зображе-

ння?

5. Як знайти зображення перiодичного оригiнала?

6. Як формулюється теорема про диференцiювання оригiнала? Коли

n-кратному диференцiюванню оригiнала вiдповiдає множення на pn

вiдповiдного зображення? Чи обов’язково похiдна оригiнала є оригiналом?

7. За допомогою якої формули здiйснюється диференцiювання спiввiдноше-

ння f(t) → F (p) за змiнною p?

8. Яким спiввiдношенням пов’язанi зображення i оригiнал у випадку iнте-

грування зображення (оригiнала)?

9. Як формулюється теорема про граничний перехiд у спiввiдношеннi

f(t, λ) → F (p, λ) за параметром λ?

10. Якими є спiввiдношення мiж оригiналом i зображенням у випадку дифе-

ренцiювання (iнтегрування) спiввiдношення f(t, λ) → F (p, λ) за параме-

тром?
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11. Як формулюються теореми про знаходження граничного значення оригi-

нала f(t) при t→ +0 (t→ +∞)?

Рекомендована лiтература: [1, с. 199-219], [2, с. 166-181], [7, c. 21-57],

[21, с. 49-62].

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 2.1. Використовуючи лiнiйнiсть i подiбнiсть перетворення

Лапласа, знайдiть зображення функцiї f(t):

1) f(t) = e2t + e3t, 2) f(t) = t4 + t3 − 3t2 + 2t+ 9,

3) f(t) = 2e−2t + 3e−3t, 4) f(t) = t2et + 2te−t,

5) f(t) = et sin 2t, 6) f(t) = θ(t) + 2θ(2t),

7) f(t) = cos 3t sin 2t, 8) f(t) = ch 3t sh 2t,

9) f(t) = cos3 2t, 10) f(t) = 2θ(t)− 3θ(3t),

11) f(t) = sin2 2t cos4 2t, 12) f(t) =
1

3
(ch t+ sh t),

13) f(t) = sh 3t sin 3t, 14) f(t) = et sin2 t,

15) f(t) = 3 cos 2t− 2 sin 3t, 16) f(t) = cos t sin 2t cos 3t,

17) f(t) = (t2 + 2t− 3) sin 2t, 18) f(t) = (t2 − 4t+ 1) cos 3t,

19) f(t) = cos4 t+ sin4 t, 20) f(t) = cos8 t.

Вправа 2.2. Використовуючи теореми загаювання та випередження,

знайдiть зображення функцiї f(t):

1) f(t) = θ(t− 2), 2) f(t) = (t− 3)2et,

3) f(t) = t3et−2, 4) f(t) = θ(t)− 2θ(t− 3),

5) f(t) = sin2(2t− 3), 6) f(t) = cos
(
3t− π

6

)
,

7) f(t) = cos
(
t− π

3

)
sin
(
2t− π

4

)
, 8) f(t) = cos4

(
2t− π

8

)
,

9) f(t) = (t− 1)2 + 3(t+ 2) + 8, 10) f(t) =
1

2
sh(t−3)+

1

3
ch(t+3),

11) f(t) = et−1 + 2et+2 + 8et−3, 12) f(t) = cos2
(
2t− π

8

)
sin4 t,
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13) f(t) = θ(t)− 2θ(t− 3) + 3tθ(t− 1), 14) f(t) = θ(t) cos t+θ(t−3) sin t,

15) f(t)=

t
2, якщо 0 ≤ t < 1,

et, якщо t ≥ 1,

16) f(t)=

(t−1)et, якщо 0≤ t<2,

1, якщо t ≥ 2,

17) f(t)=

2t4, якщо 0 ≤ t < 3,

sin t, якщо t ≥ 3,

18) f(t)=

2, якщо 0 ≤ t < 4,

e3t−2, якщо t ≥ 4,

19) f(t)=


2, якщо 0 ≤ t < 2,

3− t, якщо 2 ≤ t < 3,

t2, якщо t ≥ 3,

20) f(t)=


sin t, якщо 0≤ t< π

2
,

cos t, якщо
π

2
≤ t< 3π

2
,

t, якщо t ≥ 3π

2
.

Вправа 2.3. Використовуючи теорему змiщення, знайдiть зображен-

ня функцiї f(t):

1) f(t) = e−3t sin2 t, 2) f(t) = et cos3 2t,

3) f(t) =
(
e3t + e−2t

)
cos 2t, 4) f(t) =

(
e−t + 3e2t

)
sin2

(
t− π

4

)
,

5) f(t) =
(
e−3t + 2et

)
(sin t+ cos 2t), 6) f(t) = t2

(
e3t + e−2t

)
,

7) f(t) = 3te2t cos2 2t, 8) f(t) = 4t2e−t sin3 4t,

9) f(t) = 3t3e2t(cos t+ sin 2t), 10) f(t) = t2e2t(3 sin t− 2 cos 2t).

Вправа 2.4. Використовуючи теорему змiщення, знайдiть оригiнал за

зображенням:

1) F (p) =
1

p2 − 3p+ 2
, 2) F (p) =

p+ 2

p2 − 4p
,

3) F (p) =
3p− 4

p2 + 3p− 6
, 4) F (p) =

p− 2

(2p− 1)(p+ 2)
,

5) F (p) =
4− 3p

6− 2p− p2
, 6) F (p) =

1

p2 + 4p
,

7) F (p) =
3p− 2

3− 2p− p2
, 8) F (p) =

2− p

5 + 4p− p2
,

9) F (p) =
4p2 − 1

p3 − 6p2 + 11p− 6
, 10) F (p) =

p− 3

p3 + 2p2 − p− 2
.
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Вправа 2.5. Знайдiть зображення перiодичного оригiналу :

1) f(t) = | sin t+ cos t|, 2) f(t) = | sin 3t|,

3) f(t) =
1

3
sin 2t, 4) f(t) =

2

3
cos2 3t,

5) f(t) = | sin t cos t|, 6) f(t) = | sin4 t+ cos4 t|,

7) f(t) =

2, якщо 2n < t < 2n+ 1,

0, якщо 2n+ 1 < t < 2n+ 2,

8) f(t) =

0, якщо 2πn < t < (2n+ 1)π,

cos 2t, якщо (2n+ 1)π < t < (2n+ 2)π,

9) f(t) =

3 sin t, якщо 2πn < t < (2n+ 1)π,

0, якщо (2n+ 1)π < t < (2n+ 2)π,

10) f(t) =

0, якщо 2πn < t < (2n+ 1)π,

sin 3t, якщо (2n+ 1)π < t < (2n+ 2)π.

Вправа 2.6. Використовуючи рiзнi властивостi перетворення Лапла-

са, знайдiть зображення оригiналу f(t):

1) f(t) = 2e−t cos 2t− 1

2
e−t sin 2t, 2) f(t) = te2t sin 3t,

3) f(t) =
2

t
(1− cos t), 4) f(t) = t2 cos 3t,

5) f(t) =
1

2
(t− 3)2e−(t−3)θ(t− 3), 6) f(t) = e2t + θ(t− 4) sin 3(t− 4),

7) f(t) =
t∫

0

sh τ

τ
dτ , 8) f(t) =

t∫
0

(τ + 1)cosωτdτ ,

9) f(t) =
t∫

0

τ 2e−τdτ , 10) f(t) =
t∫

0

cos2 ωτdτ .



РОЗДIЛ III. Згортка функцiй

§3.1. Згортка функцiй та її властивостi

У багатьох прикладних задачах, наприклад, при побудовi фiльтрiв, у пи-

таннях обчислення функцiй розподiлiв випадкових величин, автокореляцiй-

них функцiй, кодування i стиску iнформацiї, використовується поняття згор-

тки функцiй.

Згорткою двох неперервних функцiй f(t) i φ(t), 0 6 t < +∞, назива-

ють функцiю f ∗ φ, яка визначена формулою

(f ∗ φ)(t) =
t∫

0

f(t− τ)φ(τ)dτ. (3.1)

Отже, згортка – це дiя, яка парi функцiй з деякої множини ставить у вiд-

повiднiсть певну функцiю з цiєї ж множини. Операцiя одержання згортки

(f ∗ φ)(t) називається згортанням функцiй f(t) i φ(t).

Приклад 3.1. Знайти згортки функцiй:

1) f(t) = t, φ(t) = et; 2) f(t) = cos t, φ(t) = e2t.

Розв’язання. 1) Згiдно з (3.1)

t ∗ et =
t∫

0

(t− τ)eτdτ =

∣∣∣∣∣∣u = t− τ, dv = eτdτ

du = −dτ, v = eτ

∣∣∣∣∣∣ =
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= (t− τ)eτ
∣∣∣t
0
+

t∫
0

eτdτ = et − t− 1.

Отже, t ∗ et = et − t− 1.

2) За означенням згортки

cos t ∗ e2t =
t∫

0

cos(t− τ)e2τdτ =
∣∣∣σ = t− τ

∣∣∣ =
= −

0∫
t

cosσe2(t−σ)dσ = e2t
t∫

0

cosσe−2σdσ.

Враховуючи формулу∫
cos ax ebxdx =

b cos ax+ a sin ax

a2 + b2
ebx,

остаточно одержуємо

cos t ∗ e2t = sin t− 2 cos t

5
+

2

5
e2t. I

Наведемо основнi властивостi згортки .

1. Комутативнiсть: f ∗ φ = φ ∗ f.

Доведення. Використовуючи (3.1), одержуємо

f ∗ φ =

t∫
0

f(t− τ)φ(τ)dτ =

∣∣∣∣∣∣ u = t− τ

t 6 u 6 0

∣∣∣∣∣∣ = −
0∫

t

f(u)φ(t− u)du =

=

t∫
0

φ(t− u)f(u)du = φ ∗ f. •

2. Асоцiативнiсть: (f ∗ φ) ∗ ψ = f ∗ (φ ∗ ψ).

Доведення. Якщо позначити

g(t) ≡ f ∗ φ =

t∫
0

f(τ)φ(t− τ)dτ, h(t) ≡ φ ∗ ψ =

t∫
0

φ(t− τ)ψ(τ)dτ,

то потрiбно довести, що g ∗ ψ = f ∗ h. Маємо

g ∗ ψ =

t∫
0

g(t− τ)ψ(τ)dτ =
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=

t∫
0

 t−τ∫
0

f(t− τ − σ)φ(σ)dσ

ψ(τ)dτ =
∣∣∣ω = τ + σ

∣∣∣ =

=

t∫
0

 t∫
τ

f(t− ω)φ(ω − τ)dω

ψ(τ)dτ =

∫∫
D

f(t− ω)φ(ω − τ)ψ(τ)dτdω,

де iнтегрування у подвiйному iнтегралi здiйснюється у областi (трикутнику)

D = {(τ, ω) ∈ R2 : 0 6 ω 6 t, 0 6 τ 6 ω} (рис. 5).

Змiнюючи порядок iнтегрування у трикутнику D , одержуємо

∫∫
D

f(t− ω)φ(ω − τ)ψ(τ)dτdω =

t∫
0

f(t− ω)dω

ω∫
0

φ(ω − τ)ψ(τ)dτ =

=

t∫
0

f(t− ω)h(ω)dω.

6

-

τ

ωO

τ = ω

t

D

t

Рис. 5

Отже,
t∫

0

g(t− τ)ψ(τ)dτ =

t∫
0

f(t− τ)h(τ)dτ,

тобто (f ∗ φ) ∗ ψ = f ∗ (φ ∗ ψ). •

Таким чином, результат згортання трьох або бiльшої кiлькостi функцiй

не залежить вiд способу їх поєднання у згортцi.
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3. Дистрибутивнiсть: f ∗ (φ+ ψ) = f ∗ φ+ f ∗ ψ.

Доведення. За означенням згортки

f ∗ (φ+ ψ) =

t∫
0

f(t− τ)
(
φ(τ) + ψ(τ)

)
dτ =

=

t∫
0

f(t− τ)φ(τ)dτ +

t∫
0

f(t− τ)ψ(τ)dτ = f ∗ φ+ f ∗ ψ. •

4. Оцiнка модуля згортки: |f ∗ φ| 6 |f | ∗ |φ|.

Доведення. Використовуючи означення згортки та вiдому властивiсть про

модуль визначеного iнтеграла, одержуємо

|f ∗ φ| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

f(t− τ)φ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
t∫

0

|f(t− τ)| · |φ(τ)|dτ = |f | ∗ |φ|. •

§3.2. Неперервнiсть згортки

Теорема 3.1. Якщо f(t) i φ(t) – неперервнi функцiї для t > 0, то їх

згортка f ∗ φ є неперервною функцiєю для t > 0.

Доведення. Спочатку доведемо неперервнiсть згортки справа. Розглянемо

прирiст функцiї f ∗ φ у довiльнiй точцi t > 0:

(f ∗ φ)(t+∆t)− (f ∗ φ)(t) =

=

t+∆t∫
0

f(t+∆t− τ)φ(τ)dτ −
t∫

0

f(t− τ)φ(τ)dτ =

=

t+∆t∫
t

f(t+∆t− τ)φ(τ)dτ +

t∫
0

(
f(t+∆t− τ)− f(t− τ)

)
φ(τ)dτ.

На довiльному вiдрiзку [0, T ] неперервнi функцiї f(t) i φ(t) обмеженi (не-

хай, наприклад, |f(t)| 6 M , |φ(t)| 6 M ), а тому для t < T i ∆t < T − t

одержуємо:

|(f ∗ φ)(t+∆t)− (f ∗ φ)(t)| 6
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6M 2∆t+M

t∫
0

|f(t+∆t− τ)− f(t− τ)|dτ =
∣∣∣ u = t− τ

∣∣∣ =
=M 2∆t+M

t∫
0

|f(u+∆t)− f(u)|du.

Оскiльки функцiя f(u) неперервна на [0, T ], то вона на цьому вiдрiзку є

рiвномiрно неперервною. Тому для будь-якого ε > 0 iснує δ(ε) > 0 таке, що

для будь-яких двох точок u′, u′′ ∈ [0, T ] з нерiвностi |u′ − u′′| < δ випливає

|f(u′)− f(u′′)| < ε. Взявши ∆t < min{T − t, δ}, одержуємо оцiнку

t∫
0

|f(u+∆t)− f(u)|du 6
T∫

0

|f(u+∆t)− f(u)|du < ε

T∫
0

du = εT.

Отже,

lim
∆t→0

t∫
0

|f(u+∆t)− f(u)|du = 0,

тобто неперервнiсть згортки f ∗ φ справа доведено, бо

lim
∆t→0

|(f ∗ φ)(t+∆t)− (f ∗ φ)(t)| = 0. (3.2)

Доведемо тепер, що згортка є неперервною злiва в довiльнiй точцi t > 0.

Розглянемо прирiст функцiї f ∗ φ злiва для ∆t < t:

(f ∗ φ)(t)− (f ∗ φ)(t−∆t) =

=

t∫
0

f(t− τ)φ(τ)dτ −
t−∆t∫
0

f(t−∆t− τ)φ(τ)dτ =

=

t∫
t−∆t

f(t− τ)φ(τ)dτ +

t−∆t∫
0

(
f(t− τ)− f(t−∆t− τ)

)
φ(τ)dτ.

Тодi

|(f ∗ φ)(t)− (f ∗ φ)(t−∆t)| 6

6M 2∆t+M

t−∆t∫
0

|f(t− τ)− f(t−∆t− τ)|dτ =
∣∣∣u = t− τ

∣∣∣ =
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=M 2∆t+M

t∫
∆t

|f(u)− f(u−∆t)|du.

Вибираючи ∆t < min{t, δ}, отримуємо

t∫
∆t

|f(u)− f(u−∆t)|du 6
T∫

0

|f(u)− f(u−∆t)|du < ε

T∫
0

du = εT.

Отже,

lim
∆t→0

t∫
0

|f(u)− f(u−∆t)|du = 0,

тобто неперервнiсть згортки злiва для будь-якої точки t > 0 доведено, бо

lim
∆t→0

|(f ∗ φ)(t)− (f ∗ φ)(t−∆t)| = 0. (3.3)

З формул (3.2) та (3.3) випливає, що операцiя згортки f ∗φ є неперервною

функцiєю для t > 0. •

Зауваження 3.1. Якщо f(t) i φ(t) – оригiнали, то вони на будь-якому

вiдрiзку iнтегровнi i можуть мати скiнченну кiлькiсть розривiв першого

роду на цьому вiдрiзку. Теорема 3.1 справджується i для таких функцiй.

§3.3. Згортка оригiналiв та зображення згортки

Теорема 3.2. Якщо f(t) i φ(t) – оригiнали з показниками зростання

s1 i s2 вiдповiдно, то згортка f ∗ φ є оригiналом з показником зростання

max{s1, s2}.

Доведення. Для функцiї

(f ∗ φ)(t) =
t∫

0

f(t− τ)φ(τ)dτ
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двi першi умови означення оригiнала (§ 1.1), як легко переконатися, вико-

нуються. Покажемо, що ця функцiя задовольняє також третю умову цього

означення. Нехай s1 > s2. Оскiльки |f(t)| < M1e
s1t i |φ(t)| < M2e

s2t, то

|f ∗ φ| 6
t∫

0

|f(t− τ)| · |φ(τ)|dτ <
t∫

0

M1e
s1(t−τ) ·M2e

s2τdτ <

< M1M2

t∫
0

es1(t−τ)es1τdτ =M1M2

t∫
0

es1tdτ =Mte−αte(s1+α)t,

де M =M1M2, α – мале додатне число.

Легко довести, що функцiя Mte−αt для t > 0 має єдиний максимум M̃,

тому |f ∗ φ| 6 M̃e(s1+α)t або

|f ∗ φ| 6 M̃es1t,

оскiльки s1 – точна нижня грань чисел s1 + α. Отже, згортка f ∗ φ є оригi-

налом з показником зростання s1 , якщо s1 > s2.

Якщо s1 < s2 , то згортка f ∗ φ є оригiналом з показником зростання

s2 . У загальному випадку показником зростання згортки f ∗ φ є число

max{s1, s2}. •

Теорема 3.3 (теорема Бореля). Якщо f(t), φ(t) – оригiнали з пока-

зниками зростання s1 i s2 вiдповiдно, f(t) → F (p), Re p > s1, i φ(t) → Φ(p),

Re p > s2, то у пiвплощинi Re p > max{s1, s2}

f ∗ φ→ F (p)Φ(p). (3.4)

Доведення. За означенням згортки

f ∗ φ→
+∞∫
0

(f ∗ φ)(t) · e−ptdt =

+∞∫
0

e−ptdt

t∫
0

f(t− τ)φ(τ)dτ.

В отриманiй рiвностi повторний iнтеграл у областi iнтегрування (смузi)

D = {(t, τ) ∈ R2 : 0 6 t < +∞, 0 6 τ 6 t} (рис. 6) збiгається абсолютно,

бо зображення оригiнала f ∗ φ визначене у пiвплощинi Re p > s1 , якщо
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s1 > s2 (теореми 3.2 та 1.1). Тому у повторному iнтегралi можна змiнити

порядок iнтегрування (0 6 τ < +∞, τ 6 t < +∞), тобто

f ∗ φ→
+∞∫
0

φ(τ)dτ

+∞∫
τ

f(t− τ)e−ptdt =

∣∣∣∣∣∣ u = t− τ

0 6 u < +∞

∣∣∣∣∣∣ =

=

+∞∫
0

φ(τ)e−ptdτ

+∞∫
0

f(u)e−pudu = F (p)Φ(p). •

6

-

τ

tO

τ = t

D

Рис. 6

З теореми 3.3 випливає, що згортцi оригiналiв у просторi зображень вiд-

повiдає операцiя множення зображень згортуваних функцiй.

Приклад 3.2. Знайти зображення згортки двох функцiй f(t) = t2 та

φ(t) = cosωt.

Розв’язання. За означенням згортки

f ∗ φ =

t∫
0

(t− τ)2 cosωt dτ.

Оскiльки cosωτ → ω

p2 + ω2
, t2 → 2

p3
, то за формулою (3.4)

t2 ∗ cosωt→ 2ω

p3(p2 + ω2)
. I

Приклад 3.3. Знайти згортку функцiй tα i tβ, де α > 0, β > 0.
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Розв’язання. Оскiльки
tα

Γ(α+ 1)
→ 1

pα+1
,

tβ

Γ(β + 1)
→ 1

pβ+1
,

то згiдно з (3.4)
1

pα+1
· 1

pβ+1
→ tα

Γ(α+ 1)
∗ tβ

Γ(β + 1)

або
1

pα+β+2
→ 1

Γ(α + 1)Γ(β + 1)
tα ∗ tβ.

Але оскiльки
1

pα+β+2
→ tα+β+1

Γ(α + β + 2)
,

то
tα+β+1

Γ(α+ β + 2)
=

1

Γ(α + 1)Γ(β + 1)
tα ∗ tβ.

Таким чином,

tα ∗ tβ =
Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 2)
tα+β+1. I

Приклад 3.4. Використовуючи теорему Бореля, знайти оригiнал за

зображенням

F (p) =
1

(p+ 1)(p+ 2)2
.

Розв’язання. Розкладемо функцiю F (p) на простi дроби (наприклад, мето-

дом невизначених коефiцiєнтiв):

F (p) =
1

p+ 1
− 1

p+ 2
− 1

(p+ 2)2
.

Оскiльки
1

p+ 1
→ e−t,

1

p+ 2
→ e−2t, то залишається знайти оригiнал фун-

кцiї

Φ(p) =
1

(p+ 2)2
=

1

p+ 2
· 1

p+ 2
.

За формулою (3.4)

Φ(p) →
t∫

0

e−2(t−τ)e−2τdτ = e−2t

t∫
0

dτ = te−2t

i остаточно
1

(p+ 1)(p+ 2)2
→ et − (1 + t)e−2t. I
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§3.4. Узагальнене множення зображень

Теорема 3.4 (теорема Ефроса). Нехай f(t), φ(t, τ),

+∞∫
0

f(τ)φ(t, τ)dτ

є оригiналами, а iнтеграл
+∞∫
0

φ(t, τ)e−pt dt рiвномiрно збiжний вiдносно

τ > 0. Якщо f(t) → F (p), φ(t, τ) → Φ(p)e−τh(p), де Reh(p) > s0 для

Re p > s0, то
+∞∫
0

f(τ)φ(t, τ)dτ → Φ(p)F
(
h(p)

)
. (3.5)

Доведення. Оскiльки φ(t, τ) →
+∞∫
0

φ(t, τ)e−pt dt (за означенням) i

φ(t, τ) → Φ(p)e−τh(p) (за умовою теореми), то

+∞∫
0

φ(t, τ)e−ptdt = Φ(p)e−τh(p).

Помножимо обидвi частини цiєї рiвностi на f(τ)dτ i зiнтегруємо за змiн-

ною τ у межах вiд 0 до +∞ :

+∞∫
0

f(τ)dτ

+∞∫
0

φ(t, τ)e−ptdt = Φ(p)

+∞∫
0

f(τ)e−τh(p)dτ. (3.6)

Оскiльки за умовою теореми Reh(p) > s0, то

+∞∫
0

f(τ)e−τh(p)dτ → F
(
h(p)

)
.

За умовою теореми iнтеграл
+∞∫
0

φ(t, τ)e−pt dt рiвномiрно збiжний вiдносно τ ,

а тому у лiвiй частинi рiвностi (3.6) можна змiнити порядок iнтегрування.

Тодi
+∞∫
0

e−ptdt

+∞∫
0

f(τ)φ(t, τ)dτ = Φ(p)F
(
h(p)

)
,
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звiдки одержуємо спiввiдношення (3.5). •

Розглянемо окремi випадки теореми 3.4.

1. Якщо у формулi (3.5) h(p) = p, то φ(t, τ) → Φ(p)e−τp, а оскiльки за

теоремою загаювання (теорема 2.3)

φ(t, τ) =

φ(t− τ), якщо t > τ,

0, якщо t < τ,

i
+∞∫
t

f(τ)φ(t− τ)dτ = 0, то

+∞∫
0

f(τ)φ(t, τ)dτ =

t∫
0

f(τ)φ(t− τ)dτ

або
t∫

0

f(τ)φ(t− τ)dτ → Φ(p)F (p).

2. Якщо Φ(p) =
1
√
p

, h(p) = √
p, то φ(t, τ) → 1

√
p
e−

√
pτ , а отже, використо-

вуючи спiввiдношення
e−τ

√
p

√
p

→ e−
τ2

4t

√
πt

(див. таблицю зображень), знаходимо

φ(t, τ) =
1√
πt
e−

τ2

4t .

Тодi за формулою (3.5) одержуємо оригiнал за зображенням
F (

√
p)

√
p

:

F (
√
p)

√
p

→ 1√
πt

+∞∫
0

f(τ)e−
τ2

4t dτ.

3. Нехай Φ(p) =
1

p
√
p
, h(p) =

1

p
, тодi з теореми Ефроса випливає, що

1

p
√
p
e−

τ
p → φ(t, τ).
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З таблицi зображень знаходимо оригiнал φ(t, τ) =
sin 2

√
tτ√

πτ
. У результатi

отримуємо спiввiдношення
+∞∫
0

sin 2
√
tτ√

πτ
f(τ)dτ → 1

p
√
p
F

(
1

p

)
.

Пропонуємо читачам самостiйно довести ще одне цiкаве спiввiдношення:
+∞∫
0

cos 2
√
tτ√

πτ
f(τ)dτ → 1

√
p
F

(
1

p

)
.

Приклад 3.5. Використовуючи теорему Ефроса, знайти оригiнал за

зображенням

Ψ(p) =
e−

√
px/a

p
.

Розв’язання. Нехай Φ(p) =
1
√
p
, h(p) =

√
p, тодi

1
√
p
· e−τ

√
p → φ(t, τ), τ > 0.

З таблицi зображень маємо

1
√
p
· e−τ

√
p → e−

τ2

4t · 1√
πt
, t > 0.

Якщо Φ(p) =
1
√
p
, F (

√
p) =

e−
√
px/a

√
p

, то F (p) =
e−xp/a

p
, i з таблицi зобра-

жень знаходимо оригiнал

e−
xp
a

p
→ θ

(
t− x

a

)
,

де θ
(
t− x

a

)
– узагальнена функцiя Гевiсайда (§ 1.1).

Тодi за теоремою Ефроса

Ψ(p) = Φ(p) · F (√p) = 1
√
p
· F (√p) → 1√

πt

+∞∫
x
a

e−
τ2

4t dτ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s = τ√

2t
, dτ =

√
2tds

x
a 6 τ < +∞

x
a
√
2t
6 s < +∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1√
πt

+∞∫
x

a
√
2t

√
2te−

s2

2 ds =

√
2

π

+∞∫
x

a
√
2t

e−
s2

2 ds =
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=

√2

π

+∞∫
0

e−
s2

2 ds−
√

2

π

x
a
√
2t∫

0

e−
s2

2 ds

 = 1− 2Φ

(
x

a
√
2t

)
,

де Φ (ξ) =
1√
2π

ξ∫
0

e−
s2

2 ds – функцiя Лапласа. I

§3.5. Теорема Дюамеля

У прикладних задачах операцiйного числення часто знайденi зображення

мають вигляд pF1(p)F2(p), причому оригiнали f1(t) i f2(t) зображень F1(p)

i F2(p) вiдомi. Виявляється, що за допомогою оригiналiв f1(t) i f2(t) можна

знайти оригiнал i для виразу pF1(p)F2(p).

Теорема 3.5 (теорема Дюамеля). Якщо функцiї f1(t), f2(t) – оригi-

нали з показниками зростання s1 , s2 вiдповiдно, f1(t) → F1(p), Re p > s1,

f2(t) → F2(p), Re p > s2 , та iснують похiднi f ′1(t), f ′2(t), то

pF1(p)F2(p) → f1(0) · f2(t) + (f ′1 ∗ f2)(t). (3.7)

Доведення. Позначимо

g(t) = (f1 ∗ f2)(t) =
t∫

0

f1(t− τ)f2(τ)dτ

i знайдемо похiдну функцiї g(t):

g′(t) = f2(τ) · f1(t− τ)
∣∣
τ=t

+

+

t∫
0

f ′1(t− τ)f2(τ)dτ = f1(0) · f2(t) + (f ′1 ∗ f2)(t). (3.8)

За теоремою 3.2 функцiя g(t) є оригiналом, а з теореми 2.7 про диферен-

цiювання оригiналу

g′(t) → pG(p)− g(0),

де G(p) – зображення оригiнала g(t). Таким чином, з теореми 3.3 про зобра-

ження згортки отримуємо спiввiдношення

g′(t) → pF1(p)F2(p)− g(0) = pF1(p)F2(p), (3.9)
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оскiльки g(0) = 0.

Отже, з формул (3.8), (3.9) випливає, що

pF1(p)F2(p) → f1(0) · f2(t) + (f ′1 ∗ f2)(t). •

Враховуючи комутативнiсть згортки (§ 3.1), одержуємо симетричну до

спiввiдношення (3.7) формулу:

pF1(p)F2(p) → f1(t) · f2(0) + (f1 ∗ f ′2)(t). (3.10)

Правi частини формул (3.7) i (3.10) називають iнтегралами Дюамеля .

Приклад 3.6. Використовуючи теорему Дюамеля, знайти оригiнал за

зображенням

F (p) =
p

(p+ 1)(p− 3)
.

Розв’язання. Оскiльки

F (p) = p · 1

p+ 1
· 1

p− 3
,

а
1

p+ 1
→ e−t = f1(t),

1

p− 3
→ e3t = f2(t),

то з формули (3.10) одержуємо:

F (p) → f1(t)f2(0) + (f1 ∗ f ′2)(t) =

= e−t · 1 +
t∫

0

e−τ · 3e3(t−τ)dτ = e−t + 3e3t
t∫

0

e−4τdτ =
1

4
e−t +

3

4
e3t. I

Теорема Дюамеля має широке практичне застосування, зокрема для

розв’язування звичайних диференцiальних рiвнянь (§ 5.2).

Контрольнi питання до роздiлу III

1. Що називають згорткою двох неперервних функцiй? Як називають опера-

цiю знаходження згортки функцiй?
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2. У чому полягають властивостi комутативностi, асоцiативностi i дистрибу-

тивностi згортки?

3. Як формулюється теорема про неперервнiсть згортки?

4. У якiй пiвплощинi згортка двох оригiналiв є оригiналом?

5. Як формулюється теорема Бореля про зображення згортки?

6. Як формулюється теорема Ефроса про узагальнене множення зображень?

Напишiть окремi випадки зображень, якi випливають з цiєї теореми.

7. За допомогою якої формули, знаючи оригiнали f1(t), f2(t) та вiдповiднi

зображення F1(p), F2(p), можна знайти оригiнал за вiдомим зображенням

pF1(p)F2(p)? Як формулюється теорема Дюамеля? Що називають iнтегра-

лами Дюамеля?

Рекомендована лiтература: [2, с. 171-174], [7, c. 57-69], [21, с. 63-79],

[22, c. 91-102].

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 3.1. Знайдiть згортку функцiй f(t) i g(t):

1) f(t) = sin t, g(t) = sh t, 2) f(t) = sin t, g(t) = cos 2t,

3) f(t) = t2, g(t) = 3− 2t, 4) f(t) = et, g(t) = sin 3t,

5) f(t) = sh t, g(t) = ch t, 6) f(t) = t, g(t) = sin2 t,

7) f(t) = e4t, g(t) = 1− e4t, 8) f(t) = cos t, g(t) = cos t,

9) f(t) = t2, g(t) = t3, 10) f(t) = sh 2t, g(t) = cos 3t.

Вправа 3.2. Використовуючи теорему Бореля, знайдiть зображення

згортки функцiй f(t) i g(t):

1) f(t) = sh 2t, g(t) = cos 5t, 2) f(t) = sin 2t, g(t) = cos 5t,

3) f(t) = t2, g(t) = 3t− 5, 4) f(t) = e3t, g(t) = sin 3t,

5) f(t) = sh 2t, g(t) = ch 3t, 6) f(t) = t2, g(t) = sin2 t,

7) f(t) = e3t, g(t) = e3t − 2, 8) f(t) = cos2 t, g(t) = cos t,
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9) f(t) = t2, g(t) = t3 − 1, 10) f(t) = sin 4t, g(t) = sh 6t.

Вправа 3.3. Використовуючи теорему Бореля, знайдiть оригiнал за вi-

домим зображенням:

1) F (p) =
1

(p+ 1)(p+ 2)2
, 2) F (p) =

p2

(p2 + 1)(p2 − 2)
,

3) F (p) =
3p

(p2 − 3)(p2 − 1)
, 4) F (p) =

p

(p2 + 4)(p2 + 1)
,

5) F (p) =
p

(p− 1)(p2 + 4)
, 6) F (p) =

p

(p2 + 1)2
,

7) F (p) =
1

(p− 1)2(p− 2)3
, 8) F (p) =

1

p2(p− 1)
,

9) F (p) =
p2

(p2 + 16)(p2 + 4)
, 10) F (p) =

p2

p2 + 1
.

Вправа 3.4. Використовуючи теорему Дюамеля, знайдiть оригiнал за

вiдомим зображенням:

1) F (p) =
p

(p+ 1)(p+ 2)
, 2) F (p) =

p2

(p2 + 1)(p2 − 2)
,

3) F (p) =
p

(p2 − 3)(p2 − 1)
, 4) F (p) =

p

(p2 + 4)(p2 + 1)
,

5) F (p) =
1

p3(p2 + 1)
, 6) F (p) =

p

(p− 1)(p− 2)
,

7) F (p) =
p2

(p2 − 4)(p2 + 9)
, 8) F (p) =

p3

(p2 + 1)(p2 + 4)
,

9) F (p) =
p2

(p2 + 1)(p2 + 4)
, 10) F (p) =

1

p3(p2 − 16)
.



РОЗДIЛ IV. Обернене перетворення Лапласа

§4.1. Формула Рiмана-Меллiна

Розв’язування багатьох практичних задач приводить до необхiдностi вiд-

новлення оригiнала за вiдомим зображенням. У багатьох випадках це можна

зробити за допомогою наступного твердження.

Теорема 4.1 (про обернення iнтеграла Лапласа). Якщо f(t) –

функцiя-оригiнал з показником зростання s0 i f(t) → F (p), то у будь-якiй

точцi неперервностi оригiнала f(t) справджується рiвнiсть

f(t) =
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F (p)eptdp, (4.1)

причому iнтеграл в (4.1) береться вздовж довiльної прямої, для точок якої

Re p = s > s0 , i визначається як
s+i∞∫

s−i∞

F (p)eptdp = lim
ω→∞

s+iω∫
s−iω

F (p)eptdp.

Доведення. Оскiльки

F (p) =

+∞∫
0

f(τ)e−pτ dτ,

то
1

2πi

s+iω∫
s−iω

F (p)ept dp =
1

2πi

s+iω∫
s−iω

ept

 +∞∫
0

f(τ)e−pτ dτ

 dp.
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Згiдно з теоремою 1.1 iнтеграл Лапласа збiгається рiвномiрно вiдносно

p в будь-якiй точцi пiвплощини Re p > s0 , а тому порядок iнтегрування в

отриманому подвiйному iнтегралi можна змiнити. Отже,

1

2πi

s+iω∫
s−iω

ept

 +∞∫
0

f(τ)e−pτdτ

 dp =
1

2πi

+∞∫
0

f(τ)dτ

s+iω∫
s−iω

ep(t−τ) dp =

=
1

π

+∞∫
0

f(τ)es(t−τ)

t− τ
· e

iω(t−τ) − e−iω(t−τ)

2i
dτ =

=
1

π

+∞∫
0

f(τ)es(t−τ) sinω(t− τ)

t− τ
dτ =

∣∣∣∣∣∣ ξ = τ − t

−t 6 ξ < +∞

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

π

+∞∫
−t

f(t+ ξ)e−sξ sinωξ

ξ
dξ =

∣∣∣ g(ξ) = f(t+ ξ)e−sξ
∣∣∣ =

=
1

π

+∞∫
−t

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ,

тобто

1

2πi

s+iω∫
s−iω

F (p)eptdp =
1

π

0∫
−t

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ +

1

π

+∞∫
0

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ. (4.2)

Для дослiдження другого iнтегралу з (4.2) зобразимо його у виглядi
+∞∫
0

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ = g(0)

φ1∫
0

sinωξ

ξ
dξ +

φ1∫
0

g(ξ)− g(0)

ξ
sinωξ dξ+

+

φ2∫
φ1

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ +

+∞∫
φ2

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ = I1(ω) + I2(ω) + I3(ω) + I4(ω).

Оскiльки iнтеграли

I2(ω) =

φ1∫
0

g(ξ)− g(0)

ξ
sinωξ dξ, I4(ω) =

+∞∫
φ2

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ,

як вiдомо з математичного аналiзу, збiгаються, то для будь-якого наперед

заданого як завгодно малого числа ε > 0 межу φ1 можна пiдiбрати настiльки
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малою, а межу φ2 – настiльки великою, що для всiх значень ω модулi цих

iнтегралiв будуть меншi ε.

Iнтеграл I3(ω) зiнтегруємо частинами:

I3(ω) =

φ2∫
φ1

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ =

∣∣∣∣∣∣ u = g(ξ)
ξ

dv = sinωξdξ

∣∣∣∣∣∣ =
= − g(ξ)

ξ
· cosωξ

ω

∣∣∣∣φ2

φ1

+

φ2∫
φ1

g′(ξ)ξ − g(ξ)

ξ2
· cosωξ

ω
dξ.

Враховуючи, що межi φ1 , φ2 є фiксованими, одержуємо границю

lim
ω→+∞

I3(ω) = 0.

Перетворимо iнтеграл I1(ω) :

I1(ω) = g(0)

φ1∫
0

sinωξ

ξ
dξ =

∣∣∣∣∣∣ z = ωξ

0 < z < ωφ1

∣∣∣∣∣∣ = g(0)

ωφ1∫
0

sin z

z
dz.

Вiдомо ([17], розд. 7, § 9.8), що
∞∫
0

sin z

z
dz =

π

2
, а тому lim

ω→+∞
I1(ω) =

π

2
g(0).

Враховуючи тепер, що g(ξ) = f(t + ξ)e−sξ , а функцiя f(t) неперервна у

точцi t, одержуємо:

lim
ξ→0

g(ξ) = g(0) = f(t),

а отже,

lim
ω→+∞

I1(ω) =
π

2
f(t).

Аналогiчно можна довести, що для першого iнтеграла з (4.2) маємо

lim
ω→∞

0∫
−t

g(ξ)
sinωξ

ξ
dξ =

π

2
f(t).

Враховуючи одержанi результати, з рiвностi (4.2) остаточно знаходимо:

1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F (p)eptdp = lim
ω→∞

1

2πi

s+iω∫
s−iω

F (p)eptdp = f(t),

що й потрiбно було довести. •
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Iнтеграл у правiй частинi формули (4.1) називають iнтегралом Меллi-

на, а саму рiвнiсть – формулою Рiмана-Меллiна. Вона визначає обернене

перетворення Лапласа , тобто дозволяє за вiдомим зображенням функцiї

знайти її оригiнал.

Зауваження 4.1. За означенням для вiд’ємних значень t оригiнал то-

тожно дорiвнює нулю. Однак у загальному випадку, використовуючи пере-

творення (4.1), можна отримати функцiю f(t) ̸= 0 i для t < 0.

З (4.1) випливає, що якщо два оригiнали f1(t) i f2(t) мають однакове

зображення F (p), то у точках неперервностi вони набувають однакових зна-

чень, бо виражаються через F (p) за допомогою того самого iнтеграла. Звiдси

випливає теорема єдиностi оригiнала : якщо функцiї f1(t) i f2(t) мають

однакове зображення F (p), то вони збiгаються у точках їх неперервностi.

Нагадаємо, що теореми 1.1 i 1.3 визначають необхiднi умови, за яких зада-

на функцiя комплексної змiнної F (p), визначена у деякiй правiй пiвплощинi,

є зображенням функцiї дiйсної змiнної f(t). Але цi умови не є достатнiми.

Наступне твердження, яке наводимо без доведення, визначає достатнi умови

iснування зображення (доведення можна знайти, наприклад, у [2, § 6.1]).

Теорема 4.2 (достатнi умови iснування зображення). Нехай фун-

кцiя F (p) комплексної змiнної p = s+ iσ задовольняє такi умови:

а) F (p) – аналiтична у пiвплощинi s > s0 ;

б) у будь-якiй пiвплощинi s > s1 > s0 , iснує границя

lim
p→+∞

F (p) = 0;

в) функцiя F (p) абсолютно iнтегровна за змiнною σ, тобто iнтеграл
+∞∫
−∞

|F (p)|dσ збiгається.

Тодi F (p) є зображенням деякої функцiї-оригiнала f(t), яка має пока-

зник зростання не бiльше, нiж s0 , i визначається формулою

f(t) =
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F (p)eptdp, s > s0. (4.3)
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§4.2. Множення оригiналiв

Як приклад застосування теореми 4.1 розглянемо питання про множення

оригiналiв, тобто про визначення зображення добутку за вiдомими зображе-

ннями множникiв.

Теорема 4.3 (про множення оригiналiв). Нехай f1(t) i f2(t) – ори-

гiнали з показниками зростання s1 , s2 вiдповiдно, f1(t) → F1(p), Re p > s1 ,

i f2(t) → F2(p), Re p > s2 . Тодi

f1(t)f2(t) → F (p) =
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F1(q)F2(p− q)dq, (4.4)

причому функцiя F (p) визначена й аналiтична в областi Re p > s1 + s2 ,

а iнтегрування вiдбувається по довiльнiй прямiй, яка паралельна до уявної

осi та задовольняє умову s1 < Re q < Re p− s2 .

Доведення. Очевидно, що функцiя f1(t)f2(t) задовольняє першi двi умови

означення оригiнала. Крiм того, оскiльки для оригiналiв f1(t), f2(t) справ-

джуються оцiнки |f1(t)| < M1e
s1t, |f2(t)| < M2e

s2t, то

|f1(t)f2(t)| < M1M2e
(s1+s2)t,

а отже, функцiя f(t) = f1(t)f2(t) є оригiналом з показником зростання s1+s2

i маємо спiввiдношення

f(t) →
+∞∫
0

f1(t)f2(t)e
−ptdt. (4.5)

Функцiя F1(q) згiдно з теоремою 1.2 визначена у пiвплощинi Re q > s1 .

Пiдставимо у (4.5) функцiю f1(t) у виглядi iнтеграла Меллiна (4.1):

f1(t)f2(t) →
+∞∫
0

 1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F1(q)e
qtdq

 f2(t)e
−ptdt.
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Оскiльки iнтеграли
s+i∞∫

s−i∞

F1(q)e
qtdq i

+∞∫
0

f2(t)e
−(p−q)tdt абсолютно збiжнi

(пропонуємо довести це самостiйно), то можемо змiнити порядок iнтегрува-

ння у повторному iнтегралi, тобто

f1(t)f2(t) →
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F1(q)

 +∞∫
0

e−(p−q)tf2(t)dt

 dq.

Внутрiшнiй iнтеграл iснує, якщо Re(p − q) > s2 , тобто у пiвплощинi

Re p > Re q + s2 i дорiвнює у нiй зображенню F2(p− q), а отже,

f1(t)f2(t) →
1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F1(q)F2(p− q)dq. •

Формули (3.4) i (4.4) пов’язуть добуток оригiналiв f1(t) i f2(t) з добутком

вiдповiдних зображень F1(p) i F2(p). У цьому сенсi цi формули є взаємно

двоїстимим.

Зауваження 4.2. Величина s2 у теоремi 4.3 може бути як завгодно

близькою до s1 , тому можна вважати, що зображення добутку f1(t)f2(t)

визначене для значень p, якi задовольняють нерiвнiсть Re p > s1 + s2 , де

s1 + s2 – показник зростання функцiї f1(t)f2(t).

§4.3. Теореми розвинення

Вiдновити оригiнал за його зображенням у багатьох випадках можна i

без використання формули Рiмана-Меллiна. При певних умовах це дозволя-

ють зробити теореми розвинення. Наприклад, наступна теорема дозволяє це

зробити у бiльш загальному випадку, причому вона простiша з точки зору

практичних застосувань.

Теорема 4.4 (перша теорема розвинення). Нехай функцiя F (p) роз-

вивається в околi точки p0 = 0 у ряд Лорана

F (p) =
∞∑
k=1

ak
pk
, (4.6)
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збiжний для 1/|p| < r. Тодi функцiя

f(t) =
∞∑
k=1

ak
(k − 1)!

tk−1 (4.7)

є аналiтичною функцiєю й оригiналом для зображення F (p).

Доведення. Оскiльки
1

pk
→ tk−1

(k − 1)!
,

то ряд (4.7) формально є оригiналом для зображення F (p). Покажемо, що

f(t) є аналiтичною функцiєю змiнної t.

У (4.6) зробимо замiну u =
1

p
. Тодi F (p) = F

(
1

u

)
= Φ(u), де

Φ(u) =
∞∑
k=1

aku
k. (4.8)

Очевидно, що функцiя Φ(u) є аналiтичною для |u| 6 r−1 , а з нерiвностi Кошi

для коефiцiєнтiв ряду (4.8) одержуємо оцiнки

|ak| 6Mrk, k = 1, 2, . . .

Тодi

|f(t)| 6
∞∑
k=1

|ak|
|t|k−1

(k − 1)!
6Mr

∞∑
k=0

(r|t|)k

k!
=Mrer|t|, (4.9)

звiдки випливає, що ряд (4.7) збiжний для всiх t, тобто f(t) є аналiтичною

функцiєю змiнної t.

З (4.9) випливає, що для t > 0

|f(t)| < Lert,

де L > Mr , тобто f(t) є оригiналом з показником зростання r. Оскiльки

ряд (4.7) рiвномiрно збiжний для всiх t, то його можна помножити на e−ptdt

i почленно зiнтегрувати за змiнною t у межах вiд 0 до +∞. Тодi

∞∑
k=1

ak
tk−1

(k − 1)!
→

+∞∫
0

∞∑
k=1

ak
tk−1

(k − 1)!
e−ptdt =

∞∑
k=1

ak
(k − 1)!

+∞∫
0

tk−1e−ptdt
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i оскiльки
+∞∫
0

tk−1e−ptdt =
(k − 1)!

pk
(пропонуємо цю формулу вивести само-

стiйно, k − 1 разiв iнтегруючи частинами), то

f(t) =
∞∑
k=1

ak
tk−1

(k − 1)!
→

∞∑
k=1

ak
pk

= F (p). •

Приклад 4.1. Використовуючи першу теорему розвинення, знайти

оригiнал за зображенням F (p) =
1

p
cos

1

p
.

Розв’язання. Використовуючи вiдоме розвинення cosx =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
,

отримуємо

F (p) =
1

p

(
1− 1

2!p2
+ . . .+ (−1)n

1

(2n)!p2n
+ . . .

)
=

=
1

p
− 1

2!p3
+ . . .+ (−1)n

1

(2n)!p2n+1
+ . . .

За першою теоремою розвинення одержуємо потрiбний оригiнал

f(t) =
∞∑
k=0

(−1)n
t2n

[(2n)!]2
. I

Зауваження 4.3. З теореми 4.4 випливає, що перехiд вiд степеневих

рядiв за степенями
1

p
до степеневих рядiв за степенями t приводить до

збiжних на всiй осi t рядiв. Однак в результатi оберненого переходу не

завжди одержуватимемо збiжний ряд, бо новi коефiцiєнти одержуються

з коефiцiєнтiв заданого ряду множенням на n!

Теорема 4.5 (друга теорема розвинення – випадок простих по-

люсiв). Нехай зображення F (p) є дробово-рацiональною функцiєю

F (p) =
F1(p)

F2(p)
=
a0 + a1p+ . . .+ anp

n

b0 + b1p+ . . .+ bmpm
,

де n < m i всi полюси p1, p2, . . . , pm функцiї F (p) простi й вiдмiннi вiд нуля.

Тодi оригiнал f(t) за зображенням F (p) визначається формулою

f(t) =
m∑
k=1

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt. (4.10)
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Доведення. Спочатку розкладемо F (p) на суму простих дробiв:

F (p) =
m∑
k=1

ck
p− pk

,

де коефiцiєнти c1, . . . , cm знаходимо за формулою

ck = lim
p→pk

(
F1(p)

F2(p)
(p− pk)

)
= F1(pk) lim

p→pk

p− pk
F2(p)− F2(pk)

=

=
F1(pk)

lim
p→pk

F2(p)−F2(pk)
p−pk

=
F1(pk)

F ′
2(pk)

. (4.11)

Тодi

F (p) =
m∑
k=1

F1(pk)

F ′
2(pk)

· 1

p− pk
,

а оскiльки epkt → 1

p− pk
, то

F (p) =
F1(p)

F2(p)
→

m∑
k=1

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt = f(t). •

Зауваження 4.4. Умова n < m у теоремi 4.5 є суттєвою, iнакше у

F (p) можна видiлити цiлий невiд’ємний степiнь змiнної p i в цьому ви-

падку не виконуватиметься необхiдна умова iснування зображення, бо F (p)

не прямуватиме до нуля для p→ ∞ (теорема 1.3).

Зауваження 4.5. Оскiльки ([8], розд. 5, § 1)

Res
p=pk

F (p) = Res
p=pk

F1(p)

F2(p)
=
F1(pk)

F ′
2(pk)

,

то оригiнал f(t) за зображенням F (p), яке задовольняє умови теореми 4.5,

можна знайти за формулою

f(t) =
m∑
k=1

Res
p=pk

F (p)epkt =
m∑
k=1

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt.

Нехай зображення F (p) має простий полюс p = 0, тобто F2(p) = pF̃2(p),

де F̃2(p) – многочлен (m− 1)-го степеня, причому F̃2(0) ̸= 0. Тодi

F (p) =
F1(p)

p · F̃2(p)
=
c1
p
+

m∑
k=2

ck
p− pk

,
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а застосовуючи для коефiцiєнтiв c1, . . . , cm формулу (4.11), одержуємо фор-

мулу

f(t) =
F1(0)

F̃2(0)
+

m∑
k=2

F1(pk)

pk · F̃ ′
2(pk)

epkt.

Приклад 4.2. Використовуючи другу теорему розвинення, знайти

оригiнал за зображенням F (p) =
p+ 3

(p+ 1)(p+ 2)(p2 + 4)
.

Розв’язання. Функцiя F (p) має чотири простi полюси в точках p1 = −1,

p2 = −2, p 3,4 = ±2i. За другою теоремою розвинення

f(t) = Res
p=−1

F (p)e−t + Res
p=−2

F (p)e−2t + Res
p=−2i

F (p)e−2it +Res
p=2i

F (p)e2it =

=
p+ 3

(p+ 2)(p2 + 4)

∣∣∣∣
p=−1

· e−t +
p+ 3

(p+ 1)(p2 + 4)

∣∣∣∣
p=−2

· e−2t+

+
p+ 3

(p+ 1)(p+ 2)(p− 2i)

∣∣∣∣
p=−2i

· e−2it +
p+ 3

(p+ 1)(p+ 2)(p+ 2i)

∣∣∣∣
p=2i

· e2it =

=
2

5
e−t − 1

8
e−2t − 3− 2i

4i(1− 2i)(2− 2i)
e−2it +

3 + 2i

4i(1 + 2i)(2 + 2i)
e2it =

=
2

5
e−t − 1

8
e−2t − 11

40
cos 2t+

3

40
sin 2t. I

Теорема 4.6 (друга теорема розвинення – випадок кратних по-

люсiв). Нехай

F (p) =
F1(p)

F2(p)
=
a0 + a1p+ . . .+ anp

n

b0 + b1p+ . . .+ bmpm
, n < m,

а полюси p1, p2, . . . , pk функцiї F (p) мають кратностi α1, α2, . . . , αk вiдпо-

вiдно (α1 + α2 + . . . + αk = m). Тодi оригiнал f(t) за зображенням F (p)

визначається формулою

f(t) =
k∑

j=1

αj∑
l=1

Alj
tαj−l

(αj − l)!
epjt,

де

Alj =
1

(l − 1)!
lim
p→pj

dl−1

dpl−1

(
(p− pj)

αjF (p)
)
.
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Доведення. Нехай головна частина розвинення дробово-рацiональної фун-

кцiї F (p) у ряд має вигляд

Sj(p) =

αj∑
l=1

Alj

(p− pj)αj−l+1
.

В цьому випадку функцiя F0(p) = F (p)−
k∑

j=1

Sj(p) є цiлою. Крiм того, оскiль-

ки Sj(+∞) = 0 i F (+∞) = 0, то F0(+∞) ≡ 0 як обмежена цiла функцiя.

Таким чином, одержуємо зображення

F (p) =
k∑

j=1

αj∑
l=1

Alj

(p− pj)αj−l+1
,

у якому, використовуючи лiнiйнiсть перетворення Лапласа (теорема 2.1),

можна перейти до оригiналiв почленно. Кожна з функцiй (p − pj)
αjF (p),

j = 1, . . . , k, розвивається в околi точки pj у ряд Тейлора

(p− pj)
αjF (p) =

αj∑
l=1

Alj(p− pj)
l−1 + . . . ,

коефiцiєнти Alj якого можуть бути знайденi за вiдомими формулами. •

Зауваження 4.6. Якщо зображення F (p) задовольняє умови теоре-

ми 4.6, то для знаходження оригiнала f(t) за зображенням F (p) можна

використовувати формулу, вiдому з курсу комплексного аналiзу ([8],

розд. 5, § 1.2):

f(t) =
k∑

j=1

Res
p=pj

F (p)ept =

=
k∑

j=1

1

(αj − 1)!
lim
p→pj

dαj−1

dpαj−1

(
F (p)ept(p− pj)

αj

)
.

Приклад 4.3. Використовуючи другу теорему розвинення, знайти

оригiнал за зображенням F (p) =
p2 + 1

(p− 1)(p+ 1)2
.

Розв’язання. Зображення F (p) має простий полюс p1 = 1 i полюс p2 = −1

кратностi 2. За другою теоремою розвинення

f(t) = Res
p=1

F (p)ept + Res
p=−1

F (p)ept.
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Тодi

Res
p=1

F (p)ept =
p2 + 1

(p+ 1)2

∣∣∣∣
p=1

· et = 1

2
et.

З формули (4.6.) випливає, що

Res
p=−1

F (p)ept = lim
p→−1

(
p2 + 1

(p− 1)(p+ 1)2
ept · (p+ 1)2

)′

p

= lim
p→−1

(
p2 + 1

p− 1
ept
)′

p

=

= lim
p→−1

(
2p(p− 1)− p2 − 1

(p− 1)2
ept +

p2 + 1

p− 1
· tept

)
=

= lim
p→−1

(
p2 − 2p− 1

(p− 1)2
ept +

p2 + 1

p− 1
· tept

)
=

1

2
e−t − te−t.

Отже,

f(t) =
1

2
et +

1

2
e−t − te−t. I

Теорема 4.7 (третя теорема розвинення). Нехай F (p) =
F1(p)

F2(p)
–

мероморфна функцiя з простими полюсами pk, k = 1, 2, . . . , причому

Re pk 6 a, тобто всi полюси лежать злiва вiд деякої прямої, паралельної

до уявної осi площини p. Тодi

F (p) → f(t) =
∞∑
k=0

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt.

Доведення. Вважаємо, що за даних умов можна побудувати сукупнiсть кон-

центричних кiл Cm з центрами в початку координат, якi не проходять через

полюси. Крiм того, нехай для всiх Cm виконується нерiвнiсть |F (p)| < M, де

число M не залежить вiд m.

Тодi за умовою теореми функцiя F (p) розвивається в ряд

F (p) =
∞∑
k=0

Ak

p− pk
,

де

Ak = lim
p→pk

(
(p− pk)

F1(p)

F2(p)

)
=
F1(pk)

F ′
2(pk)

.

Розглянемо сукупнiсть контурiв Γm, якi утворенi з дуг вiдповiдних кiл Cm

i вiдрiзкiв прямої Re p = a, що вiдтинаються цими колами. Позначимо кiль-
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кiсть полюсiв, якi лежать всерединi контура Γm, через Nm. Тодi за теоремою

Кошi про лишки ([4], §7.2)

f(t) = lim
m→∞

Nm∑
k=0

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt =
∞∑
k=0

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt.

а отже,

F (p) =
F1(p)

F2(p)
→ f(t) =

∞∑
k=0

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt. •

Зауваження 4.7. У теоремi 4.5 замiсть умови, що всi полюси зобра-

ження F (p) лежать злiва вiд прямої Re p = a, можна обмежитись припу-

щенням про те, що справа вiд цiєї прямої лежить лише скiнченна кiлькiсть

полюсiв функцiї.

Приклад 4.4. Знайти оригiнал за вiдомим зображенням

F (p) =
1√
p2 + 1

4

, |p| > 1

2
.

Розв’язання. Зображення F (p) має два простi полюси p = ±1

2
i. Оскiльки

|p| > 1

2
, то розвинемо функцiю F (p) в ряд за степенями

1

p
. Тодi

F (p) =
1

p

√
1 +

(
1
2p

)2 = p−1

(
1 +

1

4p2

)− 1
2

=

=
1

p

∞∑
k=0

(
−1

2

) (
−3

2

)
. . .
(
−k + 1

2

)
k!

· 1

4kp2k
=

∞∑
k=0

(−1)k(2k)!

(k!)2
· 1

42kp2k+1
.

З того, що
(2k)!

p2k+1
→ t2k, отримуємо

F (p) =
1√
p2 + 1

4

→
∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2
·
(
t

4

)2k

= f(t). I
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Контрольнi питання до роздiлу IV

1. Як формулюється теорема про обернення перетворення Лапласа?

2. Який вигляд має формула Рiмана-Меллiна? Яке її практичне значення?

3. Як формулюється теорема єдиностi оригiнала?

4. Якими є достатнi умови iснування зображення аналiтичної функцiї?

5. Як визначити зображення добутку за вiдомими зображеннями множникiв?

Сформулюйте вiдповiдну теорему.

6. Як формулюється перша теорема розвинення?

7. Як визначити оригiнал вiд зображення дробово-рацiональної функцiї для

випадку простих (кратних) полюсiв?

8. Як формулюється теорема розвинення для зображень, якi є мероморфни-

ми функцiями?

Рекомендована лiтература: [1, с. 230-242], [2, с. 181-188], [7, с. 87-104],

[13, с. 159-176], [21, с. 80-86].

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 4.1. Застосовуючи теореми розвинення, знайдiть оригiнал за

зображенням:

1) F (p) =
p+ 1

p2(p− 1)(p+ 2)
, 2) F (p) =

p

(p+ 2)(2− p)
,

3) F (p) =
1

(p2 + 1)2
, 4) F (p) =

1

(p− 1)2(p− 2)3
,

5) F (p) =
1

p3(p+ 1)4
, 6) F (p) =

p

p2 + 3p+ 2
,

7) F (p) =
p− 4

(p+ 3)(p− 4)(p+ 5)
, 8) F (p) =

p2 + 1

(p+ 1)2(p+ 2)
,

9) F (p) =
p

(p+ 6)2
, 10) F (p) =

4p+ 1

(p+ 4)2
,

11) F (p) =
p3 + p+ 1

p3(p+ 1)
, 12) F (p) =

p2 + 1

p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)
,
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13) F (p) =
p

(p+ 2)2(p− 1)3
, 14) F (p) =

1

p2(p+ 1)2
,

15) F (p) =
p

(p2 + 1)(p2 + 4)
, 16) F (p) =

1

p(p2 + 9)2
,

17) F (p) =
p

(p− 1)3(p+ 2)2
, 18) F (p) =

p+ 3

p(p− 1)(p− 2)(p− 3)
,

19) F (p) =
p

p4 − 1
, 20) F (p) =

1

(p− 1)3
.



РОЗДIЛ V. Застосування операцiйного

числення

§5.1. Обчислення невласних iнтегралiв

Одне iз застосувань перетворення Лапласа полягає в обчисленнi та дослi-

дженнi невласних iнтегралiв.

Наведемо основнi формули, якi можна використовувати для обчислення

невласних iнтегралiв.

1. Окремi випадки теореми Ефроса (§ 3.4):

+∞∫
0

sin 2
√
tτ√

πτ
f(τ)dτ → 1

p
√
p
F

(
1

p

)
, (5.1)

+∞∫
0

cos 2
√
tτ√

πτ
f(τ)dτ → 1

√
p
F

(
1

p

)
, (5.2)

1√
πt

+∞∫
0

e−
τ2

4t f(τ)dτ → 1
√
p
F (

√
p). (5.3)

2. Окремi випадки формули (2.16) з теореми 2.13 про iнтегрування за

параметром:
+∞∫
0

f(τ)

τ
dτ →

+∞∫
0

F (q)dq, (5.4)

+∞∫
0

τnf(τ)dτ → (−1)n+1 d
nF (q)

dqn

∣∣∣∣+∞

0

. (5.5)
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Доведемо формули (5.4), (5.5). Iнтегруючи спiввiдношення (2.2)

1

β
f

(
t

β

)
→ F (βp),

за змiнною β у межах вiд 0 до 1, одержуємо:
1∫

0

1

β
f

(
t

β

)
dβ →

1∫
0

F (βp)dβ. (5.6)

У (5.6) зробимо замiни τ =
t

β
i q = βp. Тодi

1∫
0

1

β
f

(
t

β

)
dβ =

t∫
+∞

τ

t
f(τ)d

(
t

τ

)
=

=

+∞∫
t

τ

t
f(τ)

tdτ

τ 2
=

+∞∫
t

f(τ)

τ
dτ → 1

p

p∫
0

F (q)dq,

тобто
+∞∫
t

f(τ)

τ
dτ → 1

p

p∫
0

F (q)dq. (5.7)

Згiдно з (2.13) маємо спiввiдношення
f(t)

t
→

+∞∫
p

F (q)dq, застосовуючи до

якого теорему 2.9 про iнтегрування оригiнала одержуємо, що
t∫

0

f(u)

u
du→ 1

p

+∞∫
p

F (q)dq. (5.8)

Тепер з (5.7) i (5.8), використовуючи лiнiйнiсть перетворення Лапласа, зна-

ходимо спiввiдношення, з якого
+∞∫
0

f(u)

u
du→ 1

p

+∞∫
0

F (q)dq,

звiдки, враховуючи, що 1 → 1

p
, одержуємо формулу (5.4).

Спiввiдношення (5.5) отримуємо з формули (5.4), якщо її застосувати до

оригiнала tn+1f(t) i врахувати спiввiдношення tn+1f(t) → (−1)n+1F (n+1)(p),

яке випливає з теореми 2.8 про диференцiювання зображення.
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3. Формула
+∞∫
0

f(t)dt = lim
p→0

F (p) = F (0), (5.9)

яку отримуємо з (1.3) за допомогою граничного переходу при p → 0 (якщо

iснує границя lim
t→+∞

f(t)).

4. Формула
+∞∫
0

φ(τ)f(t, τ)dτ →
+∞∫
0

φ(τ)F (p, τ)dτ, (5.10)

яка випливає з теореми iнтегрування за параметром (формула (2.16)).

5. Рiвнiсть Парсеваля. Якщо f(t) → F (p), φ(t) → Φ(p) i функцiї

F (p), Φ(p) – аналiтичнi у пiвплощинi Re p > 0, то

+∞∫
0

φ(τ)F (τ)dτ =

+∞∫
0

Φ(τ)f(τ)dτ. (5.11)

Доведемо формулу (5.11). Оскiльки F (τ) =

+∞∫
0

f(t)e−τtdt, то

+∞∫
0

φ(τ)F (τ)dτ =

+∞∫
0

φ(τ)

 +∞∫
0

f(t)e−τtdt

 dτ.

Змiнюючи порядок iнтегрування, маємо

+∞∫
0

φ(τ)F (τ)dτ =

+∞∫
0

 +∞∫
0

φ(τ)e−τtdτ

 f(t)dt,

звiдки, враховуючи, що
+∞∫
0

φ(τ)e−τtdτ = Φ(t), одержуємо формулу (5.11).

Якщо у (5.11) пiдставити

φ(t) = θ(t− a)− θ(t− b) =

1, якщо a < t < b,

0, якщо t < a, t > b.
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i врахувати, що φ(t) → Φ(p) =
1

p

(
e−ap − e−bp

)
, то одержуємо формулу

b∫
a

F (τ)dτ =

+∞∫
0

e−aτ − e−bτ

τ
f(τ)dτ. (5.12)

Приклад 5.1. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

sin τ

τ
dτ.

Розв’язання. I спосiб. Якщо у формулу (5.4) пiдставити f(t) = sin t, то,

враховуючи спiввiдношення sin t→ 1

p2 + 1
, знаходимо:

+∞∫
0

sin τ

τ
dτ =

+∞∫
0

dq

q2 + 1
= arctg q

∣∣∣+∞

0
=
π

2
.

II спосiб. Згiдно з формулою (2.13) iнтегрування зображення маємо:

sin t

t
→

+∞∫
p

dq

q2 + 1
=
π

2
− arctg p,

а використовуючи (5.9), одержуємо, що
+∞∫
0

sin τ

τ
dτ =

π

2
. I

Приклад 5.2. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

e2τ − 1

τe4τ
dτ.

Розв’язання. Пiдставляючи в (5.12) f(t) = 1 i F (p) =
1

p
, одержуємо:

+∞∫
0

e2τ−1

τe4τ
dτ =

+∞∫
0

e−2τ − e−4τ

τ
dτ =

4∫
2

dτ

τ
= ln 2. I

Приклад 5.3. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

cos tτ

τ 2 + α2
dτ, де α ̸= 0.

Розв’язання. Оскiльки cos tτ → p

p2 + τ 2
, то за формулою (5.10) одержуємо

+∞∫
0

cos tτ · 1

τ 2 + α2
dτ →

+∞∫
0

p

p2 + τ 2
· 1

τ 2 + α2
dτ =
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=
p

p2 − α2

+∞∫
0

(
1

τ 2 + α2
− 1

τ 2 + p2

)
dτ =

p

p2 − α2
·
(
1

α
− 1

p

)
π

2
=

π

2α(p+ α)
.

Враховуючи тепер спiввiдношення
1

p+ α
→ e−αt, остаточно одержуємо

+∞∫
0

cos tτ

τ 2 + α2
dτ =

π

2α
e−αt. I

Приклад 5.4. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

e−ατ sin βτ

τ
dτ, де α > 0.

Розв’язання. Позначимо φ(t) = e−αt sin βt, f(t) = 1. Тодi φ(t) → Φ(p) =

=
β

(p+ α)2 + β2
, f(t) → F (p) =

1

p
, а тому за формулою (5.11)

+∞∫
0

e−ατ sin βτ

τ
dτ = β

+∞∫
0

dτ

(τ + α)2 + β2
=

= arctg
τ + α

β

∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
− arctg

α

β
= arctg

β

α
. I

§5.2. Iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь

5.2.1. Звичайнi диференцiальнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

Методи операцiйного числення широко використовують для iнтегрування лi-

нiйних звичайних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами та си-

стем таких рiвнянь. Це використання ґрунтується на теоремi 2.7 про дифе-

ренцiювання оригiналу.

Позначимо через

L[x(t)] ≡ x(n)(t) + a1x
(n−1)(t) + . . .+ an−1x

′(t) + anx(t)

диференцiальний оператор зi сталими коефiцiєнтами, який дiє у просторi ори-

гiналiв, i розглянемо задачу Кошi

L[x(t)] = f(t), (5.13)
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x(t0) = x0, x′(t0) = x′0, . . . , x(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 . (5.14)

Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (5.13) не залежать вiд часу, то без втрати

загальностi можемо вважати, що t0 = 0. Iнакше вiд функцiї x(t) завжди

можна перейти до функцiї y(t) = x(t+t0), яка є розв’язком диференцiального

рiвняння з правою частиною f(t+ t0) i задовольняє початковi умови

y(0) = x0, y′(0) = x′0, . . . , y(n−1)(0) = x
(n−1)
0 .

Припустимо, що шукана функцiя x(t), всi її похiднi до порядку n

включно, а також права частина f(t) є оригiналами. Нехай x(t) → X(p),

f(t) → F (p). Згiдно з теоремою 2.7 про диференцiювання оригiналу

x′(t) → pX(p)− x0, x′′(t) → p2X(p)− px0 − x′0,

. . . . . . . . .

x(n−1)(t) → pn−1X(p)− pn−2x0 − . . .− x
(n−2)
0 ,

x(n)(t) → pnX(p)− pn−1x0 − . . .− x
(n−1)
0 .

Використовуючи початковi умови та лiнiйнiсть оригiнала, перейдемо вiд

диференцiального рiвняння (5.13) до алгебраїчного рiвняння з невiдомою

функцiєю X(p) у просторi зображень:

pnX(p)− pn−1x0 − . . .− x
(n−1)
0 + a1

(
pn−1X(p)− pn−2x0 − . . .− x

(n−2)
0

)
+ . . .

. . .+ an−1

(
pX(p)− x0

)
+ anX(p) = F (p)

або

Qn(p)X(p) = F (p) +Rn−1(p), (5.15)

де

Qn(p) = pn + a1p
n−1 + a2p

n−2 + . . .+ an−1p+ an,

Rn−1(p) = pn−1x0 + . . .+ x
(n−1)
0 + a1

(
pn−2x0 + . . .+ x

(n−2)
0

)
+ . . .

. . .+ an−2

(
px0 + x′0

)
+ an−1x0.
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Легко бачити, що Qn(p) є характеристичним многочленом рiвняння

L[x(t)] = 0.

Рiвняння (5.15) називають операторним рiвнянням для задачi Ко-

шi (5.13), (5.14). Розв’язуючи його вiдносно X(p), одержуємо зображення

розв’язку цiєї задачi:

X(p) =
F (p) +Rn−1(p)

Qn(p)
. (5.16)

Якщо за зображенням (5.16) вдасться знайти вiдповiдний оригiнал x(t)

(за теоремами розвинення або безпосередньо, використовуючи властивостi

перетворення Лапласа), то згiдно з теоремою про єдинiсть оригiнала функцiя

x(t) буде шуканим розв’язком задачi Кошi (5.13), (5.14).

Приклад 5.5. Знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t) + 2x′(t) + 5x(t) = sin t, x(0) = 0, x′(0) = 1.

Розв’язання. Маємо

x(t) → X(p), x′(t) → pX(p), x′′(t) → p2X(p)− 1, sin t→ 1

p2 + 1
.

Складемо та розв’яжемо операторне рiвняння:

p2X(p)− 1 + 2pX(p) + 5X(p) =
1

p2 + 1
,

(p2 + 2p+ 5)X(p) =
1

p2 + 1
+ 1,

X(p) =
1

(p2 + 1)(p2 + 2p+ 5)
+

1

p2 + 2p+ 5
.

Розкладемо праву частину на простi дроби (використовуючи, наприклад,

метод невизначених коефiцiєнтiв):

X(p) = − 1

10
· p

p2 + 1
+

1

5
· 1

p2 + 1
+

1

10
· p+ 1

(p+ 1)2 + 4
+

9

20
· 2

(p+ 1)2 + 4
.

Використовуючи тепер таблицю зображень оригiналiв, знаходимо шука-

ний розв’язок

x(t) = − 1

10
cos t+

1

5
sin t+

1

10
e−t cos 2t+

9

20
e−t sin 2t. I
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Iнтегральне перетворення Лапласа дозволяє знаходити не тiльки частин-

нi розв’язки (якi задовольняють початковi умови), але й загальнi розв’язки

диференцiальних рiвнянь. Для цього рiвняння (5.13) потрiбно доповнити по-

чатковими умовами

x(0) = c0, x′(0) = c1, . . . , x(n−1)(0) = cn−1,

де c0, c1, . . . , cn−1 – довiльнi сталi.

Приклад 5.6. Зiнтегрувати рiвняння

x′′′(t)− 6x′′(t) + 11x′(t)− 6x(t) = 24t2e3t + e2t.

Розв’язання. Задане рiвняння доповнимо початковими умовами

x(0) = c0, x
′(0) = c1, x

′′(0) = c2,

де c0, c1, c2 – довiльнi сталi. Операторним рiвнянням для утвореної задачi

Кошi є

X(p)(p3 − 6p2 + 11p− 6) =
48

(p− 3)3
+

1

p− 2
+

+p2c0 + p(c1 − 6c0) + 11c0 − 6c1 + c2,

звiдки знаходимо

X(p) =
48(p− 2) + (p− 3)3

(p3 − 6p2 + 11p− 6)(p− 3)3(p− 2)
+

+
p2c0 + p(c1 − 6c0) + 11c0 − 6c1 + c2

p3 − 6p2 + 11p− 6
. (5.17)

Розкладемо перший дрiб з (5.17) на суму простих дробiв:

48(p− 2) + (p− 3)3

(p3 − 6p2 + 11p− 6)(p− 3)3(p− 2)
=

48(p− 2) + (p− 3)3

(p− 3)4(p− 2)2(p− 1)
=

=
A

p− 3
+

B

(p− 3)2
+

C

(p− 3)3
+

D

(p− 3)4
+

E

p− 2
+

F

(p− 2)2
+

G

p− 1
.

Застосовуючи вiдомi методи, одержуємо коефiцiєнти B = 42, C = −36,

D = 24, F = −1. Коефiцiєнти A, E, G знаходити не обов’язково.
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Отже,

X(p) =
A

p− 3
+

42

(p− 3)2
− 36

(p− 3)3
+

24

(p− 3)4
+

E

p− 2
− 1

(p− 2)2
+

G

p− 1
+

+
p2c0 + p(c1 − 6c0) + 11c0 − 6c1 + c2

(p− 1)(p− 2)(p− 3)
.

Останнiй дрiб у цьому виразi можна розкласти на суму елементарних

дробiв:
A1

p− 1
+

A2

p− 2
+

A3

p− 3
,

де коефiцiєнти A1, A2, A3 виражатимуться через c0, c1, c2 . Позначивши

C1 = A1 + G, C2 = A2 + E, C3 = A3 + A, знаходимо зображення шуканого

розв’язку:

X(p) =
C1

p− 1
+

C2

p− 2
+

C3

p− 3
− 1

(p− 2)2
+

42

(p− 3)2
− 36

(p− 3)3
+

24

(p− 3)4

i за вiдомими формулами – вiдповiдний оригiнал:

x(t) = C1e
t + C2e

2t + C3e
3t − te2t + (42t− 18t2 + 4t3)e3t. I

5.2.2. Використання iнтеграла Дюамеля для iнтегрування рiвнянь

з нульовими початковими умовами. Розглянемо рiвняння (5.13) з ну-

льовими початковими умовами

x(0) = 0, x′(0) = 0, . . . , x(n−1)(0) = 0. (5.18)

Зауваження 5.1. Перехiд вiд ненульових початкових умов (5.14) до

умов (5.18) завжди можна здiйснити за допомогою замiни шуканої функцiї

x(t) = y(t) +
n−1∑
k=0

x(k)(0)

k!
tk, (5.19)

де y(t) – нова функцiя.

Розглянемо також рiвняння з лiвою частиною L[z(t)] i правою частиною

f(t) ≡ 1, тобто рiвняння

z(n)(t) + a1z
(n−1)(t) + . . .+ an−1z

′(t) + anz(t) = 1. (5.20)
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Шукатимемо розв’язок рiвняння (5.20), який задовольняє нульовi поча-

тковi умови z(0) = 0, z′(0) = 0, . . . , z(n−1)(0) = 0.

Операторними рiвняннями для вiдшукання зображень X(p) та Z(p) вiд-

повiдно є:

pnX(p) + a1p
n−1X(p) + . . .+ an−1pX(p) + anX(p) = F (p),

pnZ(p) + a1p
n−1Z(p) + . . .+ an−1pZ(p) + anZ(p) =

1

p
.

Звiдси

X(p) =
F (p)

Qn(p)
, Z(p) =

1

pQn(p)
,

де Qn(p) = pn + a1p
n−1 + . . .+ an , а отже,

X(p) = pF (p)Z(p).

Для переходу до оригiналiв в останньому спiввiдношеннi використаємо

iнтеграл Дюамеля (§ 3.5). Згiдно з формулою (3.10)

X(p) = pF (p)Z(p) → x(t) = f(t)z(0) +

t∫
0

f(τ)z′t(t− τ)dτ,

а оскiльки z(0) = 0, то остаточно одержуємо

x(t) =

t∫
0

f(τ)z′t(t− τ)dτ. (5.21)

Вiдзначимо, що застосування формули (5.21) не вимагає знаходження зо-

браження правої частини рiвняння (5.13).

Приклад 5.7. Знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t)− x(t) =
1

1 + et
, x(0) = 0, x′(0) = 0.

Розв’язання. Спочатку знайдемо розв’язок рiвняння z′′(t)− z(t) = 1, який

задовольняє нульовi початковi умови. Оскiльки

z(t) → Z(p), z′(t) → pZ(p), z′′(t) → p2Z(p), 1 → 1

p
,
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то Z(p)(p2 − 1) =
1

p
, звiдки

Z(p) =
1

p(p2 − 1)
=

p

p2 − 1
− 1

p
.

З таблицi зображень оригiналiв одержуємо функцiю z(t) = ch t − 1, а за

формулою (5.21) знаходимо шуканий розв’язок:

x(t) =

t∫
0

sh(t− τ)

1 + eτ
dτ =

1

2

t∫
0

et−τ − e−t+τ

1 + eτ
dτ =

= −e
t

2

t∫
0

e−τd(e−τ)

1 + e−τ
− e−t

2

t∫
0

d(1 + eτ)

1 + eτ
=

= −e
t

2

(
e−t − 1− ln(e−t + 1) + ln 2

)
− e−t

2
ln

1 + et

2
.

Отже,

x(t) =
et

2
ln

1 + e−t

2
− e−t

2
ln

1 + et

2
+
et − 1

2
. I

Iнтеграл Дюамеля особливо зручно використовувати для iнтегрування де-

кiлькох диференцiальних рiвнянь з однаковими лiвими та рiзними правими

частинами. У цьому випадку формула (5.21) значно зменшує кiлькiсть необ-

хiдних обчислень.

5.2.3. Використання дельта-функцiї для iнтегрування рiвнянь зi

сталими коефiцiєнтами. Розглянемо спосiб розв’язування задачi Ко-

шi (5.13), (5.18), пов’язаний з використання дельта-функцiї δ(t), визначеної

у § 1.3.

Розглянемо диференцiальне рiвняння

L[y(t)] ≡ y(n)(t) + a1y
(n−1)(t) + . . .+ an−1y

′(t) + any(t) = δ(t) (5.22)

з нульовими початковими умовами

y(0) = 0, y′(0) = 0, . . . , y(n−1)(0) = 0. (5.23)
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Розв’язок y(t) задачi (5.22), (5.23) називають iмпульсною перехiдною

функцiєю.

Оскiльки

y(t) → Y (p), x(t) → X(p), f(t) → F (p), δ(t) → 1,

x(j)(t) → pjX(p), y(j)(t) → pjY (p), j = 1, . . . , n,

то одержуємо такi операторнi рiвняння для задач Кошi (5.13), (5.18) i (5.22),

(5.23) вiдповiдно:

(pn + a1p
n−1 + . . .+ an)X(p) = F (p),

(pn + a1p
n−1 + . . .+ an)Y (p) = 1.

Звiдси випливає, що

X(p) = Y (p) · F (p).

Тепер розв’язок задачi Кошi (5.13), (5.18) знаходимо згiдно з теоремою

Бореля про зображення згортки (теорема 3.3):

x(t) =

t∫
0

y(τ)f(t− τ)dτ (5.24)

або, враховуючи комутативнiсть згортки (§ 3.1),

x(t) =

t∫
0

y(t− τ)f(τ)dτ. (5.25)

Приклад 5.8. Знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t)− 3x′(t) + 2x(t) = 2e3t, x(0) = 1, x′(0) = 3.

Розв’язання. Для отримання нульових початкових умов згiдно з (5.19) зро-

бимо замiну шуканої функцiї за формулою

x(t) = z(t) + x(0) + tx′(0) = z(t) + 3t+ 1.

Для знаходження функцiї z(t) маємо задачу Кошi з нульовими початковими

умовами:

z′′(t)− 3z′(t) + 2z(t) = 2e3t − 6t+ 7, z(0) = 0, z′(0) = 0.
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Розглянемо також задачу Кошi

y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = δ(t), y(0) = 0, y′(0) = 0.

Складемо та розв’яжемо вiдповiдне операторне рiвняння:

p2Y (p)− 3pY (p) + 2Y (p) = 1,

Y (p) =
1

p2 − 3p+ 2
=

1

p− 2
− 1

p− 1
.

Тодi y(t) = e2t − et i за формулою (5.25) знаходимо функцiю z(t) :

z(t) =

t∫
0

(
e2t−2τ − et−τ

) (
2e3τ − 6τ + 7

)
dτ = e3t − 3t− 1,

а отже, x(t) = e3t − 3t− 1 + 3t+ 1 = e3t. I

Розглянемо бiльш загальне, нiж (5.22), диференцiальне рiвняння, правою

частиною якого є диференцiальний оператор вiд деякої заданої функцiї g(t):

L[x(t)] = ω(t), (5.26)

де

ω(t) = bmg
(m)(t) + bm−1g

(m−1)(t) + . . .+ b0g(t),

b0, b1, . . . , bm – деякi сталi, з початковими умовами

x(0) = x0, x′(0) = x′0, . . . , x(n−1)(0) = x
(n−1)
0 . (5.27)

Розв’язуючи задачу Кошi (5.26), (5.27), у загальному випадку можемо

скористатись принципом суперпозицiї, згiдно з яким розв’язок цiєї задачi до-

рiвнює сумi розв’язкiв двох задач: задачi Кошi для однорiдного рiвняння з

неоднорiдними початковими умовами

L[x(t)] = 0, x(0) = x0, x′(0) = x′0, . . . , x(n−1)(0) = x
(n−1)
0 (5.28)

та задачi Кошi для неоднорiдного рiвняння з однорiдними початковими умо-

вами

L[x(t)] = ω(t), x(0) = 0, x′(0) = 0, . . . , x(n−1)(0) = 0. (5.29)
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Розв’язок задачi (5.28) називають вiльним рухом . Позначимо цей

розв’язок через xв(t). Вiльний рух характеризується впливом початкових

умов. Очевидно, що для нульових початкових умов xв(t) = 0.

Розв’язок задачi Кошi (5.29) називають залежним рухом . Його позна-

чимо через xз(t). Очевидно, що xз(t) характеризується впливом функцiї g(t).

Для вiдшукання xз(t) використаємо дельта-функцiю δ(t). Спочатку знахо-

димо iмпульсну перехiдну функцiю y(t) – розв’язок задачi Кошi

L[y(t)] = δ(t), y(0) = 0, y′(0) = 0, . . . , y(n−1)(0) = 0.

Тодi за формулою (5.24) отримуємо

xз(t) =

t∫
0

y(τ)ω(t− τ)dτ, (5.30)

а розв’язок задачi Кошi (5.26), (5.27) запишеться у виглядi

x(t) = xв(t) + xз(t).

Приклад 5.9. Знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t)− 3x′(t) + 2x(t) = g′′(t) + 5g′(t) + 6g(t), x(0) = 1, x′(0) = 2,

де g(t) = et.

Розв’язання. Вiльний рух xв(t) знайдемо як розв’язок задачi Кошi

x′′(t)− 3x′(t) + 2x(t) = 0, x(0) = 1, x′(0) = 2.

Складемо та розв’яжемо вiдповiдне операторне рiвняння:

p2X(p)− p− 2− 3pX(p) + 3 + 2X(p) = 0,

(p2 − 3p+ 2)X(p) = p− 1, X(p) =
1

p− 2
.

Отже, xв(t) = e2t.

Iмпульсну перехiдну функцiю y(t) шукаємо як розв’язок задачi Кошi

y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = δ(t), y(0) = 0, y′(0) = 0.
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Нехай y(t) → Y (p). Тодi у просторi зображень маємо:

p2Y (p)− 3Y (p) + 2Y (p) = 1, Y (p) =
1

p− 2
− 1

p− 1
,

а тому y(t) = e2t − et.

Функцiю ω(t) знаходимо iз заданого рiвняння

ω(t) = g′′(t) + 5g′(t) + 6g(t) = 12et,

а залежний рух одержуємо з формули (5.30):

xз(t) =

t∫
0

(
e2τ − eτ

)
· 12et−τdτ =

=

t∫
0

(
12et+τ − 12et

)
dτ = 12

(
e2t − et

)
− 12tet.

Оскiльки x(t) = xв(t) + xз(t), то розв’язком заданої задачi Кошi є

x(t) = 13e2t − 12et − 12tet. I

5.2.4. Рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, права частина яких є

кусково-неперервною функцiєю. Операцiйний метод розв’язування ди-

ференцiальних рiвнянь є особливо ефективним, коли права частина рiвняння

є кусково-неперервною функцiєю. Нехай маємо кусково-неперервну функцiю

f(t) =



φ1(t), якщо 0 < t < t1,

φ2(t), якщо t1 < t < t2,

. . . . . . . . .

φn+1(t), якщо t > tn.

(5.31)

Використовуючи традицiйнi методи розв’язування звичайних диферен-

цiальних рiвнянь з такою правою частиною, потрiбно спочатку розв’язати

задачу на iнтервалi t ∈ (0, t1), потiм отриманий розв’язок використати для

постановки нових початкових умов на iнтервалi t ∈ (t1, t2) i розв’язати утво-

рену задачу з правою частиною φ2(t) i т.д.
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Використання функцiї Гевiсайда та узагальненої функцiї Гевiсайда дає

можливiсть кусково-неперервну функцiю f(t) записати у виглядi суми бiльш

простих оригiналiв i використати властивiсть лiнiйностi перетворення Лапла-

са. Наприклад, функцiю f(t) з (5.31) можемо записати у виглядi

f(t) = φ1(t) ·
(
θ(t)− θ(t− t1)

)
+

+φ2(t) ·
(
θ(t− t1)− θ(t− t2)

)
+ . . .+ φn+1(t) · θ(t− tn).

Зауважимо, що багато математичних моделей описуються за допомогою

диференцiальних рiвнянь, у правiй частинi яких є функцiя Гевiсайда. Такими

є, наприклад, рiвняння динамiчних систем, якi зазнають зовнiшнiх сил не

неперервно, а у певнi моменти часу.

Приклад 5.10. Знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t) + 3x′(t) = f(t), x(0) = 0, x′(0) = 0,

де

f(t) =

4, якщо 0 < t < 3,

2− t, якщо t > 3.

Розв’язання. Праву частину рiвняння запишемо у виглядi

f(t) = 4
(
θ(t)− θ(t− 3)

)
+ (2− t) · θ(t− 3) = 4θ(t)− (t+ 2) · θ(t− 3).

Враховуючи, що x(t) → X(p), θ(t− t0) →
1

p
e−t0p , tθ(t− t0) →

t0p+ 1

p2
e−t0p

(останнє спiввiдношення пропонуємо довести самостiйно), переходимо до опе-

раторного рiвняння

p2X(p) + 3pX(p) =
4

p
−
(

1

p2
+

5

p

)
e−3p,

звiдки знаходимо

X(p) =
4

p2(p+ 3)
− 5

p2(p+ 3)
e−3p − 1

p3(p+ 3)
e−3p.

Оскiльки
1

p2(p+ 3)
=

1

3p2
− 1

9p
+

1

9(p+ 3)
,
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1

p3(p+ 3)
=

1

3p3
− 1

9p2
+

1

27p
− 1

27(p+ 3)
,

то

X(p) → 4

3
t− 4

9
+

4

9
e−3t − 5

(
t− 3

3
− 1

9
+

1

9
e−3(t−3)

)
θ(t− 3)−

−
(
(t− 3)2

6
− t− 3

9
+

1

27
− 1

27
e−3(t−3)

)
θ(t− 3),

а отже,

x(t) =
4

3
t− 4

9
+

4

9
e−3t −

(
t2

6
+

5

9
t− 199

54
+

14

27
e−3t+9

)
θ(t− 3). I

5.2.5. Рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами. Методи операцiйного чи-

слення ефективно використовуються для iнтегрування звичайних лiнiйних

диференцiальних рiвнянь зi степеневими коефiцiєнтами, тобто коефiцiєнтами,

якi є многочленами вiдносно t. Здiйснюючи перехiд до зображень, диферен-

цiювання оригiнала перетворюється в множення на параметр p (теорема 2.7),

а множення оригiнала на незалежну змiнну – у диференцiювання зображення

(теорема 2.8):

x(t) → X(p), tx(t) → −X ′(p), t2x(t) → X ′′(p), . . . ,

x′(t) → pX(p)− x(0), tx′(t) → −
(
pX(p)

)′
, t2x′(t) → −

(
pX(p)

)′′
, . . . ,

x′′(t) → p2X(p)− px(0), tx′′(t) → −
(
p2X(p)

)′
+ x(0),

t2x′′(t) →
(
p2X(p)

)′′
, . . .

Таким чином, при переходi до зображень у диференцiальному рiвняннi зi

степеневими коефiцiєнтами порядок рiвняння i степiнь коефiцiєнтiв мiняю-

ться мiсцями, тобто у просторi зображень одержуємо диференцiальне рiвня-

ння, порядок якого дорiвнює максимальному степеню коефiцiєнтiв, а степенi

коефiцiєнтiв не перевищують порядку заданого диференцiального рiвняння.

Якщо максимальний степiнь многочленiв менший, нiж порядок рiвняння, то

у просторi зображень одержуємо рiвняння меншого порядку, яке, як правило,

легше розв’язується.
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Приклад 5.11. Знайти розв’язок рiвняння

tx′′(t) + (t+ 3)x′(t) + 2x(t) = 0,

який задовольняє умову x(0) = 1.

Розв’язання. Маємо

x(t) → X(p), x′(t) → pX(p)− x(0), tx′(t) → −X(p)− pX ′(p),

x′′(t) → p2X(p)− px(0)− x′(0), tx′′(t) → −2pX(p)− p2X ′(p) + x(0).

Операторне рiвняння має вигляд

−2pX(p)− p2X ′(p) + 1−X(p)− pX ′(p) + 3pX(p)− 3 + 2X(p) = 0

або

X ′(p)− 1

p
X(p) = − 2

p(p+ 1)
.

Це рiвняння є лiнiйним. Його загальним розв’язком, як легко перевiрити, є

X(p) = 2p

(
ln

∣∣∣∣ p

p+ 1

∣∣∣∣+ 1

p

)
+ Cp,

де C – довiльна стала. Але оскiльки p не є зображенням неперервної функцiї,

то функцiя X(p) буде зображенням тiльки тодi, коли C = 0. Таким чином,

X(p) = 2p

(
ln

∣∣∣∣ p

p+ 1

∣∣∣∣+ 1

p

)
.

Перейдемо вiд зображення до оригiнала. Оскiльки
1

p
− 1

p+ 1
→ 1− e−t,

то згiдно з (2.13) одержуємо:

+∞∫
p

(
1

q
− 1

q + 1

)
dq → 1− e−t

t
,

ln
q

q + 1

∣∣∣∣+∞

p

→ 1− e−t

t
.

Отже,
1

p
− ln

p+ 1

p
→ 1− 1− e−t

t
.
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Використовуючи формулу (2.9), знаходимо спiввiдношення

p

(
1

p
− ln

p+ 1

p

)
→
(
1− 1− e−t

t

)′

=
1− e−t − te−t

t2
.

Таким чином,

x(t) = 2 · 1− e−t − te−t

t2
. I

§5.3. Iнтегрування систем звичайних диференцiальних рiвнянь

Використання операцiйного методу для iнтегрування систем звичайних лi-

нiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами проводиться ана-

логiчно до розв’язування одного диференцiального рiвняння (§ 5.2).

Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку

зi сталими коефiцiєнтами
n∑

k=1

(
ajkx

′′
k(t) + bjkx

′
k(t) + cjkxk(t)

)
= fj(t), j = 1, . . . , n, (5.32)

з початковими умовами

xk(0) = xk0, x′k(0) = xk1, k = 1, . . . , n. (5.33)

Нехай xk(t) → Xk(p), fj(t) → Fj(p), k, j = 1, . . . , n. Тодi

x′k(t) → pXk(p)− xk0, x′′k(t) → p2Xk(p)− pxk0 − xk1, k = 1, . . . , n,

i вiд задачi (5.32), (5.33) переходимо до системи рiвнянь у просторi зображень

вiдносно Xk(p), k = 1, . . . , n:
n∑

k=1

(
ajkp

2 + bjkp+ cjk
)
Xk(p) =

= Fj(p) +
n∑

k=1

(
(ajkp+ bjk)xk0 + ajkxk1

)
, j = 1, . . . , n. (5.34)

Розв’язуючи (5.34) як лiнiйну алгебраїчну систему рiвнянь, знайдемо зо-

браження Xk(p), а потiм за допомогою вiдомих способiв вiдповiднi оригiнали

xk(t), k = 1, . . . , n, – розв’язок задачi Кошi (5.32), (5.33).
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Приклад 5.12. Знайти розв’язок задачi Кошi
x′′(t) = x(t)− y(t)− z(t),

y′′(t) = −x(t) + y(t)− z(t),

z′′(t) = −x(t)− y(t) + z(t),

x(0) = 1, x′(0) = y(0) = y′(0) = z(0) = z′(0) = 0.

Розв’язання. Нехай x(t) → X(p), y(t) → Y (p), z(t) → Z(p). У просторi

зображень маємо систему рiвнянь
p2X(p)− p−X(p) + Y (p) + Z(p) = 0,

p2Y (p) +X(p)− Y (p) + Z(p) = 0,

p2Z(p) +X(p) + Y (p)− Z(p) = 0,

яку запишемо у виглядi
(p2 − 1)X(p) + Y (p) + Z(p) = p,

X(p) + (p2 − 1)Y (p) + Z(p) = 0,

X(p) + Y (p) + (p2 − 1)Z(p) = 0.

Розв’язком цiєї лiнiйної неоднорiдної системи алгебраїчних рiвнянь є

X(p) =
p3

(p2 − 2)(p2 + 1)
, Y (p) =

p

(p2 − 2)(p2 + 1)
,

Z(p) = − p

(p2 − 2)(p2 + 1)
.

Оскiльки

X(p) =
2

3
· p

p2 − 2
+

1

3
· p

p2 + 1
, Y (p) = −1

3
· p

p2 − 2
+

1

3
· p

p2 + 1
,

Z(p) = −1

3
· p

p2 − 2
+

1

3
· p

p2 + 1
,

то, перейшовши до оригiналiв, одержуємо розв’язок заданої системи

x(t) =
2 ch

√
2t

3
+
cos t

3
, y(t) = −ch

√
2t

3
+
cos t

3
, z(t) = −ch

√
2t

3
+
cos t

3
. I
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Вiдомо, що кожну канонiчну систему звичайних диференцiальних рiвнянь

можна звести до нормальної системи, тобто до системи рiвнянь першого по-

рядку за кожною невiдомою функцiєю, розв’язаних вiдносно похiдних. У ма-

тричнiй формi задачу Кошi для нормальної системи можна записати у ви-

глядi
dx (t)
dt

= Ax(t) + f (t), x(0) = x0,

де

x(t) =


x1(t)

x2(t)

. . .

xn(t)

 , x0 =


x10

x20

. . .

xn0

 ,

f(t) =


f1(t)

f2(t)

. . .

fn(t)

 , A =


a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

 .

Перейшовши до зображень, одержуємо, що pX− x0 = AX+ F або

(pE−A)X = x0 + F ,

де E – одинична матриця порядку n.

Матриця pE − A має обернену матрицю для кожного значення p, для

якого det(pE − A) ̸= 0, тобто для всiх значень p, крiм характеристичних.

Елементами оберненої матрицi будуть елементарнi функцiї вiд p, якi є зобра-

женнями (особливими точками будуть тiльки характеристичнi числа, яких є

скiнченна кiлькiсть). Тому

X = (pE−A)−1x0 + (pE−A)−1F .

Оскiльки матричнi добутки справа є сумами попарних добуткiв, то може-

мо перейти до оригiналiв за допомогою теореми 3.3 про згортку:

x(t) = R(t)x 0 +

t∫
0

R(t− τ)f(τ)dτ, (5.35)
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де R(t) – оригiнал матрицi-зображення (pE−A)−1 . Матриця-оригiнал R(t) є

резольвентою системи або нормальною фундаментальною системою розв’яз-

кiв вiдповiдної однорiдної системи: якщо f ≡ 0 i x0 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k − 1

, 1, 0, . . . , 0), то

розв’язком буде k -й стовпець матрицi R(t).

Приклад 5.13. Знайти розв’язок задачi Кошix
′(t) = x(t)− y(t) + sin t,

y′(t) = x(t) + y(t) + cos t− sin t− et,

x(0) = 1, y(0) = 0.

Розв’язання. Маємо

A =

1 −1

1 1

 , x0 =

1

0

 , f(t) =

 sin t

cos t− sin t− et

 .

Далi знаходимо

(pE−A)−1 =

p− 1 1

−1 p− 1

−1

=
1

p2 − 2p+ 2

p− 1 −1

1 p− 1

 ,

а також резольвенту системи

R(t) =

L−1
{

p−1
(p−1)2+1

}
−L−1

{
1

(p−1)2+1

}
L−1

{
1

(p−1)2+1

}
L−1

{
p−1

(p−1)2+1

}
 ,

де символом L−1 позначено оператор оберненого перетворення Лапласа.

Таким чином,

R(t) =

et cos t −et sin t

et sin t et cos t

 = et

cos t − sin t

sin t cos t

 .

Тепер за формулою (5.35) знаходимо розв’язок заданої задачi:

x(t) = et

cos t − sin t

sin t cos t

1

0

+

+

t∫
0

et−τ

cos(t− τ) − sin(t− τ)

sin(t− τ) cos(t− τ)

 sin τ

cos τ − sin τ − eτ

 dτ.
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Провiвши необхiднi обчислення, знаходимо, що

x(t) =

 et

sin t

 ,

тобто x(t) = et, y(t) = sin t. I

§5.4. Розв’язування диференцiальних рiвнянь iз загаюванням

Рiвняння вигляду

x(n)(t) +
n−1∑
k=0

akx
(k)(t− τk) = f(t), 0 6 t < +∞, (5.36)

де ak, τk – деякi невiд’ємнi числа, причому 0 6 τ0 < τ1 < . . . < τn−1, назива-

ють диференцiальним рiвнянням iз загаюванням .

Диференцiальнi рiвняння iз загаюванням мають широке застосування у

багатьох прикладних задачах, наприклад, у теорiї автоматичного регулюван-

ня, у задачах автоматики, телемеханiки, радiолокацiї, радiозв’язку, ракетнiй

технiцi тощо ([21], [22]). Такi рiвняння виникають, наприклад, якщо сила, яка

дiє на матерiальну точку, залежить вiд швидкостi та положення цiєї точки не

тiльки у заданий момент часу, але й у певний момент, який передує заданому.

Припустимо, що невiдома функцiя x(t) i права частина рiвняння (5.36) є

оригiналами, x(t) → X(p), f(t) → F (p). Для спрощення мiркувань вважати-

мемо, що x(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1. Тодi x(k)(t) → pkX(p), k = 1, . . . , n.

Використовуючи теорему загаювання (теорема 2.3), запишемо для (5.36)

операторне рiвняння(
pn +

n−1∑
k=0

akp
ke−τkp

)
·X(p) = F (p),

звiдки знаходимо

X(p) =
F (p)

pn +
n−1∑
k=0

akpke−τkp

. (5.37)
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Приклад 5.14. Знайти розв’язок рiвняння

x′′(t) + 2x′(t− 2) + x(t− 4) = t,

який задовольняє умови x(0) = 0, x′(0) = 0.

Розв’язання. З операторного рiвняння

p2X(p) + 2pe−2pX(p) + e−4pX(p) =
1

p2

одержуємо

X(p) =
1

p2 ·
(
p2 + 2pe−2p + e−4p

) = 1

p4

(
1

1 + e−2p

p

)2

=

=
1

p4
·

(
1− 2

e−2p

p
+ 3

(
e−2p

p

)2

− 4

(
e−2p

p

)3

+ . . .

)
або

X(p) =
∞∑
k=0

(−1)k
(k + 1)e−2kp

pk+4
.

Перейшовши до оригiналу, одержуємо шуканий розв’язок у виглядi

x(t) =
∞∑
k=0

(−1)k
(k + 1)(t− 2k)k+3

(k + 3)!
· θ(t− 2k). I

Операцiйним методом можна розв’язати основну початкову задачу

для диференцiального рiвняння з загаюванням. Наприклад, для рiвняння

x′(t) = f
(
t, x(t), x(t− τ)

)
, (5.38)

де τ > 0, вона полягає у вiдшуканнi такого неперервного для t > t0 розв’язку

x(t), що x(t) = φ(t) на вiдрiзку t0 − τ 6 t 6 t0 , де φ(t) – задана неперервна

функцiя, яку називають початковою (рис. 7). Вiдрiзок t0 − τ 6 t 6 t0

називають початковою множиною. Оскiльки йдеться про неперервний

розв’язок рiвняння (5.38), то φ(t0) = lim
t→t0+0

x(t) = x(t0).
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6

-

x = φ(t)

t

x(t)

t0 − τ t0O

Рис. 7

Приклад 5.15. Знайти розв’язок рiвняння x′(t) = x(t − 1) на вiдрiзку

−1 6 t 6 0, якщо φ(t) = t.

Розв’язання. Маємо x(t) → X(p), x′(t) → pX(p), x(0) = φ(0) = 0.

З формули (2.3) одержуємо спiввiдношення

x(t− 1) → e−p

 0∫
−1

te−ptdt+X(p)

,
а оскiльки

0∫
−1

te−ptdt =
ep − 1

p2
− ep

p
,

то

x(t− 1) → 1− e−p

p2
− 1

p
+ e−pX(p).

Складемо i розв’яжемо вiдповiдне операторне рiвняння:

pX(p) =
1− e−p

p2
− 1

p
+ e−pX(p),

X(p) = − 1

p(p− e−p)
+

1− e−p

p2(p− e−p)

або

X(p) = − 1

p2
·
(
1 +

e−p

p
+
e−2p

p2
+ . . .+

e−kp

pk
+ . . .

)
+

+
1− e−p

p3

(
1 +

e−p

p
+
e−2p

p2
+ . . .+

e−kp

pk
+ . . .

)
=

= − 1

p2
+

1

p3
− 2

∞∑
k=1

e−kp

pk+2
+

∞∑
k=1

e−kp

pk+3
.
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Перейшовши вiд зображень до оригiналiв, одержуємо шуканий розв’язок

x(t) =

(
t2

2
− t

)
θ(t)− 2

∞∑
k=1

(t− k)k+1

(k + 1)!
· θ(t− k)+

+
∞∑
k=1

(t− k)k+2

(k + 2)!
· θ(t− k). I

§5.5. Розв’язування рiвнянь з частинними похiдними

У диференцiальних рiвняннях з частинними похiдними невiдомою є фун-

кцiя декiлькох незалежних змiнних. Обмежимося розглядом функцiї двох

незалежних змiнних u(x, t).

Розв’язуючи рiвняння з частинними похiдними iз заданими початковими

i крайовими умовами методами операцiйного числення, дотримуються такого

алгоритму:

1) здiйснити перехiд з простору оригiналiв у простiр зображень. При цьо-

му рiвняння з частинними похiдними у просторi оригiналiв перейде у звичай-

не диференцiальне рiвняння у просторi зображень. Початковi умови будуть

врахованi у самому рiвняннi внаслiдок застосування теореми 2.7 про диферен-

цiювання оригiналу, а крайовi умови для рiвняння з частинними похiдними

перейдуть у початковi умови рiвняння, залежного вiд невiдомого зображення;

2) зiнтегрувати отримане звичайне диференцiальне рiвняння;

3) для одержання розв’язку заданого рiвняння з частинними похiдними

застосувати обернене перетворення Лапласа, теореми розвинення або табли-

цю зображень оригiналiв.

Оскiльки при розв’язуваннi рiвнянь з частинними похiдними елiптичного

типу методами операцiйного числення виникають певнi труднощi, то обмежи-

мося на застосуваннi перетворення Лапласа до гiперболiчних та параболiчних

рiвнянь.
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5.5.1. Гiперболiчнi рiвняння другого порядку. Нехай задано рiвняння

поперечних коливань струни скiнченної довжини l

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, a > 0, (5.39)

з крайовими умовами

u(0, t) = u(l, t) = 0, (5.40)

i початковими умовами

u(x, 0) = f(x),
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (5.41)

Оскiльки операцiйнi спiввiдношення мiж оригiналами та їх зображеннями

згiдно з теоремою 2.12 можна диференцiювати за параметром, то

u(x, t) → U(x, p),
∂2u

∂x2
→ d2U(x, p)

dx2
,

∂2u

∂t2
→ p2U(x, p)− pu(x, 0)− ∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= p2U(x, p)− pf(x).

Отже, рiвнянню (5.39) у просторi зображень вiдповiдає рiвняння

p2U(x, p)− pf(x) = a2
d2U(x, p)

dx2
,

яке запишемо у виглядi

d2U(x, p)

dx2
− p2

a2
U(x, p) = − p

a2
f(x). (5.42)

Таким чином, одержали звичайне диференцiальне рiвняння другого по-

рядку вiдносно невiдомої функцiї U(x, p), яка залежить вiд незалежної змiн-

ної x та параметра p. Розв’язуючи рiвняння (5.42), наприклад, методом ва-

рiацiї довiльних сталих, одержуємо загальний розв’язок

U(x, p) = C1 ch
px

a
+ C2 sh

px

a
− 1

a

x∫
0

f(y) sh
p(x− y)

a
dy, (5.43)

де C1, C2 – довiльнi сталi.

З крайових умов (5.40) випливає, що

U(0, p) = C1 = 0, U(l, p) = C2 sh
pl

a
− 1

a

l∫
0

f(y) sh
p(l − y)

a
dy = 0,
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тобто

C1 = 0, C2 =
1

a sh pl
a

l∫
0

f(y) sh
p(l − y)

a
dy.

Пiдставляючи знайденi C1, C2 у (5.43), одержуємо формулу для зобра-

ження шуканого розв’язку:

U(x, p) =
sh px

a

a sh pl
a

l∫
0

f(y) sh
p(l − y)

a
dy − 1

a

x∫
0

f(y) sh
p(x− y)

a
dy.

Для знаходження розв’язку задачi (5.39)-(5.41) скористаємося третьою

теоремою розвинення (§ 4.3). Полюсами функцiї U(x, p) є коренi рiвняння

sh
pl

a
= 0, тобто числа

pn =
nπa

l
i, n ∈ Z.

Знайдемо лишки функцiї U(x, p) за цими полюсами (усi вони – простi):

Res
p=pn

U(x, p)ept = lim
p→pn

(
(p− pn)U(x, p)e

pt
)
=

=
sh pnx

a

l ch pnl
a

· epnt
l∫

0

f(y) sh
pn(l − y)

a
dy.

Якщо n = 0, тобто pn = 0, то

Res
p=0

U(x, p)ept = 0.

Якщо pn =
nπa

l
i для n > 0, то

Res
p=nπa

l i
U(x, p)ept =

1

l
e

nπat
l i ·

sh nπx
l i

chnπi

l∫
0

f(y) sh
nπ(l − y)i

l
dy.

Враховуючи тепер, що

sh
nπx

l
i = −1

i
sin

nπx

l
= i sin

nπx

l
,

chnπi = cosnπ = (−1)n,

sin
nπ(l − y)

l
= sinnπ cos

nπy

l
− cosnπ sin

nπy

l
= −(−1)n sin

nπy

l
,
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одержуємо

Res
p=nπa

l i
U(x, p)ept =

e
nπat

l i

l
·
i sin nπx

l

(−1)n

l∫
0

f(y)i sin
nπ(l − y)

l
dy =

=
1

l
e

nπat
l i · sin nπx

l

l∫
0

f(y) sin
nπy

l
dy.

Аналогiчно можна довести, що

Res
p=−nπa

l i
U(x, p)ept =

1

l
e−

nπat
l i · sin nπx

l

l∫
0

f(y) sin
nπy

l
dy.

Тодi

Res
p=±nπa

l i
U(x, p)ept = bn sin

nπx

l
cos

nπat

l
,

де

bn =
2

l

l∫
0

f(y) sin
nπy

l
dy, n = 1, 2, . . .

Пiдсумовуючи всi лишки за вiдповiдними полюсами для n = 1, 2, . . . ,

отримуємо розв’язок задачi (5.39)-(5.41) у виглядi ряду

u(x, t) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

l
cos

nπat

l
.

5.5.2. Параболiчнi рiвняння другого порядку. Розглянемо рiвняння те-

плопровiдностi
∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, a > 0, (5.44)

з початковою умовою

u(x, 0) = 0 (5.45)

i крайовою умовою

u(0, t) = h. (5.46)

Застосовуючи перетворення Лапласа до задачi (5.44)-(5.46), одержуємо:

∂u

∂t
→ pU(x, p),

∂2u

∂x2
→ d2U(x, p)

dx2
.
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Для вiдшукання зображення U(x, p) маємо лiнiйне диференцiальне рiвняння

зi сталими коефiцiєнтами

d2U(x, p)

dx2
− p

a2
U(x, p) = 0,

загальним розв’язком якого є

U(x, p) = C1(p)e
√
px

a + C2(p)e
−

√
px

a . (5.47)

Згiдно з теоремою 2.14 про граничний перехiд при t→ +0 маємо

lim
p→+∞

pU(x, p) = lim
p→+∞

p
(
C1(p)e

√
px

a + C2(p)e
−

√
px

a

)
= lim

t→+0
u(x, t) = 0.

Оскiльки lim
p→+∞

pC2(p)e
−

√
px

a = 0, то C1(p) = 0.

Тодi u(0, t) = h→ U(0, p) =
h

p
. Враховуючи це, з (5.47) знаходимо, що

C2(p) =
h

p
, а отже,

U(x, p) =
h

p
e−

√
px

a .

Використовуючи результат прикладу 3.5, отримуємо оригiнал

1

p
e−

√
px

a → 1− 2√
2π

x
a
√
2t∫

0

e−
τ2

2 dτ.

Тодi

h

p
e−

√
px

a → h ·

1− 2√
2π

x
a
√
2t∫

0

e−
τ2

2 dτ

,
а отже, розв’язком задачi (5.44)-(5.46) є функцiя

u(x, t) = h ·
(
1− 2Φ

(
x

a
√
2t

))
,

де

Φ (ξ) =
1√
2π

ξ∫
0

e−
s2

2 ds.



112 РОЗДIЛ V. Застосування операцiйного числення

Приклад 5.16. Кiнцi струни x = 0, x = l закрiпленi жорстко. Поча-

ткове вiдхилення задане рiвнiстю u(x, 0) = A sin πx
l , 0 6 x 6 l. Знайти

вiдхилення u(x, t) для t > 0, вважаючи, що початкова швидкiсть рiвна

нулю.

Розв’язання. Заданий процес описується хвильовим рiвнянням

∂2u

∂x2
− 1

a2
∂2u

∂t2
= 0,

причому за умовою

u(x, 0) = A sin
πx

l
,

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, u(0, t) = u(l, t) = 0.

Пiсля застосування операцiйного числення одержуємо операторне рiвня-

ння у зображеннях:
d2U

dx2
− p2

a2
U = −pA

a2
sin

πx

l
,

де U(0, p) = U(l, p) = 0.

Загальним розв’язком одержаного лiнiйного неоднорiдного рiвняння є

U(x, p) = C1e
px
a + C2e

−px
a − a2A

p2 + a2π2

l2

sin
πx

l
.

З крайових умов u(0, t) = u(l, t) = 0 випливає, що C1 + C2 = 0,

C1e
pl
a + C2e

−pl
a = 0, звiдки C1 = C2 = 0.

Таким чином,

U(x, p) = − a2A

p2 + a2π2

l2

sin
πx

l
,

а перейшовши вiд зображення до оригiнала, одержуємо шуканий розв’язок

u(x, t) = −laA
π

cos
aπt

l
· sin πx

l
. I

§5.6. Розв’язування iнтегральних рiвнянь

Операцiйне числення можна використовувати для вiдшукання розв’язкiв

iнтегральних рiвнянь типу згортки, тобто рiвнянь вигляду
t∫

0

k(t− τ)x(τ)dτ = f(t) (5.48)
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або

x(t) +

t∫
0

k(t− τ)x(τ)dτ = f(t), (5.49)

де x(t) – невiдома функцiя, k(t) i f(t) – деякi заданi функцiї. У теорiї iн-

тегральних рiвнянь спiввiдношення (5.48) називають рiвнянням першого

роду , а (5.49) – рiвнянням другого роду.

Використовуючи означення згортки (§ 3.1), iнтеграл з (5.48), (5.49) може-

мо зобразити у виглядi згортки функцiй k(t) i f(t):
t∫

0

k(t− τ)x(τ)dτ = k(t) ∗ f(t).

Застосовуючи до рiвнянь (5.48) i (5.49) методи операцiйного числення,

припускаємо, що шукана функцiя x(t), ядро k(t) i права частина f(t) є ори-

гiналами i x(t) → X(p), k(t) → K(p), f(t) → F (p).

5.6.1. Iнтегральнi рiвняння другого роду. Якщо невласний iнтеграл
+∞∫
0

k(t) ∗ f(t) e−ptdt =

+∞∫
0

e−ptdt

t∫
0

k(t− τ)f(τ)dτ

абсолютно збiгається, то за теоремою Бореля (§ 3.3) згортцi k(t) ∗ f(t) у про-

сторi зображень вiдповiдає добуток вiдповiдних зображень, тобто

k(t) ∗ f(t) → K(p) · F (p).

Отже, iнтегральному рiвнянню (5.49) у просторi зображень вiдповiдає опера-

торне рiвняння

X(p) +K(p)X(p) = F (p),

звiдки знаходимо зображення

X(p) =
F (p)

K(p) + 1
,

яке запишемо у виглядi

X(p) = F (p)− K(p)

K(p) + 1
F (p).
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Функцiя

Ψ(p) =
K(p)

K(p) + 1

завжди є зображенням. Якщо оригiнал цього зображення позначити через

ψ(t), то рiвнянню у просторi зображень X(p) = F (p)−Ψ(p)F (p) вiдповiдає

рiвняння

x(t) = f(t)− ψ(t) ∗ f(t)

у просторi оригiналiв.

Зокрема, якщо ядро iнтегрального рiвняння (5.48) є многочленом, тобто

k(t) = a0t
n + a1t

n−1 + . . .+ an−1t+ an , то

k(t) → K(p) = a0
n!

pn+1
+ a1

(n− 1)!

pn
+ . . .+ an−1

1

p2
+ an

1

p
.

Тодi зображення

Ψ(p) =
anp

n + an−1p
n−1 + . . .+ a1(n− 1)!p+ a0n!

pn+1 + anpn + an−1pn−1 + . . .+ a1(n− 1)!p+ a0n!

є правильною дробово-рацiональною функцiєю, а тому її оригiнал ψ(t) можна

знайти, наприклад, за теоремами розвинення.

Отже, розв’язок F (p) операторного рiвняння, яке вiдповiдає iнтегрально-

му рiвнянню другого роду типу згортки, завжди можна перетворити у про-

стiр оригiналiв.

Приклад 5.17. Знайти розв’язок iнтегрального рiвняння другого роду

x(t) = sin t+
1

2

t∫
0

(t− τ)2x(τ)dτ.

Розв’язання. Маємо

x(t) → X(p), sin t→ 1

p2 + 1
,

t∫
0

(t− τ)2x(τ)dτ = t2 ∗ x→ 2

p3
X(p).

З операторного рiвняння

X(p) =
1

p2 + 1
+

1

p3
X(p)
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знаходимо зображення

X(p) =
p3

(p− 1)(p2 + 1)(p2 + p+ 1)
,

яке розкладемо на елементарнi дроби:

X(p) =
1

6(p− 1)
+

p+ 1

2(p2 + 1)
− 2p+ 1

3(p2 + p+ 1)
.

Отже, шуканим розв’язком є

x(t) =
1

6

(
et + 3 cos t+ 3 sin t− 4e−

t
2 cos

√
3t

2

)
. I

5.6.2. Iнтегральнi рiвняння першого роду. Iнтегральному рiвнян-

ню (5.48) вiдповiдає операторне рiвняння K(p)X(p) = F (p), розв’язок

якого

X(p) =
F (p)

K(p)

може не бути зображенням. Тодi iнтегральне рiвняння першого роду не ма-

тиме розв’язкiв у класi оригiналiв. Однак у деяких випадках розв’язок iнте-

грального рiвняння (5.48) операцiйними методами знайти можна. Наприклад,

якщо функцiї k(t) i f(t) диференцiйовнi i k(0) ̸= 0, то здиференцiював-

ши (5.48), одержимо iнтегральне рiвняння другого роду

f ′(t) =

t∫
0

k′(t− τ)x(τ)dτ + k(0)x(t),

розв’язок якого iснує.

Якщо k(0) = k′(0) = . . . = k(n−1)(0) = 0, але k(n)(0) ̸= 0, то диференцi-

юючи обидвi частини рiвняння (5.48) (n + 1) разiв, одержуємо iнтегральне

рiвняння другого роду

f (n+1)(t) =

t∫
0

k(n+1)(t− τ)x(τ)dτ + k(n)(0)x(t).

Приклад 5.18. Знайти розв’язок iнтегрального рiвняння першого роду
t∫

0

e2(t−τ)x(τ)dτ = t2et.
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Розв’язання. Оскiльки ядро k(t) = e2t iнтегрального рiвняння є диферен-

цiйовною функцiєю i k′(t) = 2e2t ̸= 0, то це рiвняння має розв’язок. Здiйсню-

ючи перехiд до зображень, маємо спiввiдношення

t2et → 2

(p− 1)3
,

t∫
0

e2(t−τ)x(τ)dτ = e2t ∗ x(t) → 1

p− 2
X(p),

а отже, з операторного рiвняння
1

p− 2
X(p) =

2

(p− 1)3

одержуємо зображення

X(p) =
2(p− 2)

(p− 1)3
=

2

(p− 1)2
− 2

(p− 1)3
.

Здiйснюючи перехiд до оригiналiв, знаходимо розв’язок заданого iнте-

грального рiвняння: x(t) = 2tet − t2et. I

§5.7. Розв’язування iнтегро-диференцiальних рiвнянь

Методи операцiйного числення є ефективним засобом для вiдшукання

розв’язкiв деяких типiв iнтегро-диференцiальних рiвнянь, тобто рiвнянь,

в яких шукана функцiя мiститься як пiд знаком похiдної, так i пiд знаком

iнтеграла. Обмежимося розглядом лiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь

зi сталими коефiцiєнтами, тобто рiвнянь вигляду:

a0x
(n)(t) + a1x

(n−1)(t) + . . .+ anx(t)+

+
n∑

j=0

t∫
0

kj(t− τ)x(j)(τ)dτ = f(t). (5.50)

Вважаємо, що невiдома функцiя x(t), ядра kj(t), j = 0, 1, . . . , n, права

частина f(t) є оригiналами i

x(t) → X(p), f(t) → F (p), kj(t) → Kj(p), j = 0, 1, . . . , n.

Шукатимемо розв’язок рiвняння (5.50), який задовольняє початковi умо-

ви

x(0) = x0, x′(0) = x′0, . . . , x(n−1)(0) = x
(n−1)
0 . (5.51)
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Покажемо, що рiвняння (5.50) можна звести до операторного рiвняння

вiдносно зображення X(p). Для цього спочатку знайдемо зображення опера-

тора L[x(t)] ≡ a0x
(n)(t)+a1x

(n−1)(t)+. . .+anx(t) (його називають зовнiшнiм

диференцiальним оператором) та iнтегрального оператора

V (t) ≡
n∑

j=0

t∫
0

kj(t− τ)x(j)(τ)dτ

з формули (5.50).

Як доведено у п. 5.2.1,

L[x(t)] → Qn(p)X(p)−Rn−1(p),

де

Qn(p) = pn + a1p
n−1 + . . .+ an−1p+ an,

Rn−1(p) = x0p
n−1+x′0p

n−2+. . .+x
(n−1)
0 +a1

(
x0p

n−2 + x′0p
n−1 + . . .+ x

(n−2)
0

)
+. . .

. . .+ an−2

(
x0p+ x′0

)
+ an−1x0.

Згiдно з (2.9)

x(j)(t) → pjX(p)−Mj(p),

де Mj(p) = x0p
j−1 + x′0p

j−2 + . . .+ x
(n−1)
0 .

Зображення iнтегрального оператора V (t) знайдемо, використовуючи те-

орему Бореля (теорема 3.3):

V (t) =
n∑

j=1

kj(t) ∗ x(j)(t) →
n∑

j=1

Kj(p)
(
pjX(p)−Mj(p)

)
.

Отже, для вiдшукання зображення X(p) у просторi зображень одержуємо

рiвняння

Qn(p)X(p)−Rn−1(p) +
n∑

j=1

Kj(p)
(
pjX(p)−Mj(p)

)
= F (p),

звiдки легко знаходимо

X(p) =

F (p) +Rn−1(p) +
n∑

j=1

Kj(p)Mj(p)

Qn(p) +
n∑

j=1

pjKj(p)
.
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Знаходження оригiнала x(t) за знайденим зображенням X(p) здiйснює-

ться за вiдомими правилами.

За аналогiчною схемою можна розв’язувати системи iнтегро-диферен-

цiальних рiвнянь вигляду (5.50).

Приклад 5.19. Знайти розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння

x′′(t) +

t∫
0

cos(t− τ)
(
x′′(τ) + x(τ)

)
dτ = 2 sin t,

який задовольняє умови x(0) = 0, x′(0) = 0.

Розв’язання. Маємо

x(t) → X(p), x′′(t) → p2X(p), sin t→ 1

p2 + 1
, cos t→ p

p2 + 1
,

а тому за теоремою Бореля
t∫

0

cos(t− τ)
(
x′′(τ) + x(τ)

)
dτ =

= cos t ∗
(
x′′(t) + x(t)

)
→ p

p2 + 1

(
p2X(p) +X(p)

)
= pX(p).

Отже, операторним рiвнянням є

p2X(p) + pX(p) =
2

p2 + 1
,

звiдки знаходимо

X(p) =
2

p(p+ 1)(p2 + 1)
=

2

p
− 1

p+ 1
− p

p2 + 1
− 1

p2 + 1
.

Здiйснюючи перехiд до оригiналiв, одержуємо шуканий розв’язок

x(t) = 2− e−t − cos t− sin t. I

Контрольнi питання до роздiлу V

1. Якi спiввiдношення операцiйного числення використовуються для обчи-

слення та дослiдження невласних iнтегралiв?
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2. На використаннi якої теореми ґрунтується розв’язування звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь методами операцiйного числення?

3. Як побудувати операторне рiвняння для задачi Кошi для звичайного ди-

ференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами? Яка його роль у вiд-

шуканнi розв’язку задачi Кошi?

4. Як використовується iнтеграл Дюамеля для вiдшукання розв’язкiв

звичайних диференцiальних рiвнянь, якi задовольняють нульовi поча-

тковi умови? У якому випадку використання цього методу iнтегрування

диференцiальних рiвнянь має суттєвi переваги i значно зменшує кiлькiсть

необхiдних обчислень?

5. У чому полягає алгоритм розв’язання задачi Кошi для звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь з використанням дельта-функцiї? Що називають iм-

пульсною перехiдною функцiєю?

6. У чому перевага операцiйного методу iнтегрування звичайних диференцi-

альних рiвнянь, права частина яких є кусково-неперервною функцiєю?

7. На використаннi яких теорем операцiйного числення ґрунтується розв’я-

зування звичайних диференцiальних рiвнянь зi змiнними (степеневими)

коефiцiєнтами?

8. Що називають диференцiальним рiвнянням iз загаюванням? Як форму-

люється основна початкова задача для такого рiвняння? Якi методи опе-

рацiйного числення використовуються для вiдшукання розв’язкiв дифе-

ренцiальних рiвнянь iз загаюванням?

9. Як методами операцiйного числення можна знайти розв’язки диференцi-

альних рiвнянь з частинними похiдними? Рiвняння з частинними похiдни-

ми яких типiв зручно розв’язувати операцiйними методами?

10. Який загальний вигляд мають iнтегральнi рiвняння типу згортки першо-

го (другого) роду? Використання якої теореми операцiйного числення дає

можливiсть розв’язувати такi рiвняння?
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11. Якi теореми операцiйного числення використовуються для розв’язування

iнтегро-диференцiальних рiвнянь?

Рекомендована лiтература: [2, c. 188-209], [14, c. 50-73], [20, c. 237-265],

[21, c. 131-196], [22, c. 59-74, c. 175-193].

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 5.1. Використовуючи рiзнi методи, обчислiть невласнi iнте-

грали:

1)
+∞∫
0

cos 3τ − cos 2τ

τ
dτ, 2)

+∞∫
0

τe−τ sin 2τdτ , 3)
+∞∫
0

sin 2τ − 2 sin τ

τ 2
dτ,

4)
+∞∫
0

e−3τ − cos 3τ

τ
dτ, 5)

+∞∫
0

sin4 τ

τ 3
dτ, 6)

+∞∫
0

(e4τ − e−2τ)
dτ

τ
,

7)
+∞∫
0

τ cos 3τ

eτ
dτ, 8)

+∞∫
0

1− cos 3τ

τ 2(1− τ 2)
dτ, 9)

+∞∫
0

eτ
2 − cos τ

τ 2
dτ,

10)
+∞∫
0

sin 4τ

τ(τ 4 + 9)
dτ.

Вправа 5.2. Знайдiть розв’язок x = x(t) задачi Кошi :

1) x′′′ + x′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

2) x′′′ − 2x′′ + x′ = 4, x(0) = 1, x′(0) = 2, x′′(0) = −2,

3) x′′′ − 6x′′ + 11x′ − 6x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 1, x′′(0) = 0,

4) x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

5) xIV−5x′′+10x′−6x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 0, x′′(0) = 6, x′′′(0) = −14,

6) x′′′ + x′ = e2t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0,

7) 4x′′′ − 8x′′ − x′ − 3x = −8et, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 1,

8) xIV + x′′′ = cos t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = 2,

9) xIV + 2x′′ + x = t sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0,

10) x′′′ + 5x′′ + 2x′ − 8x = sin t, x(0) = x′(0) = 0, x′′(0) = −1.
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Вправа 5.3. Зiнтегруйте рiвняння:

1) x′′ + 2x′ − 3x = e−t, 2) x′′ + 2x′ + 2x = 1,

3) x′′ + 2x′ + 5x = 3, 4) x′′ + 2x′ + x = sin t,

5) x′′ + x = t cos 2t, 6) x′′ − 2x′ + 5x = 1− t,

7) x′′ + 2x′ + 10x = 2e−t cos 3t, 8) x′′ + 2x′ + x = 2 cos2 t,

9) x′′ − 2x′ − 3x = tet, 10) x′′ + x′ + x = 2tet.

Вправа 5.4. Знайдiть розв’язок задачi Кошi :

1) x′′ + 4x = 2
(
θ(t)− θ(t− 3)

)
, x(0) = x′(0) = 0,

2) x′′ + x = f(t), x(0) = x′(0) = 0, f(t) =

cos t, якщо 0 6 t < π,

0, якщо t > π,

3) x′′ + 4x = f(t), x(0) = x′(0) = 0, f(t) =


2t, якщо 0 6 t < 1,

4− 2t, якщо 1 6 t < 2,

0, якщо t > 2,

4) x′′ + x′ = f(t), x(0) = 1, x′(0) = −1, f(t) =

1, якщо 0 6 t < 1,

0, якщо t > 1,

5) x′′ + 9x = f(t), x(0) = 0, x′(0) = 1, f(t) =


t− 1, якщо 1 6 t < 2,

3− t, якщо 2 6 t < 3,

0, якщо t > 3,

6) x′′ + x = f(t), x(0) = x′(0) = 0, f(t) =


1, якщо 0 6 t < 1,

−1, якщо 1 6 t < 2,

0, якщо t > 2,

7) x′′ + x = f(t), x(0) = 1, x′(0) = 0, f(t) =

1, якщо 0 6 t < 2,

2, якщо t > 2,



122 РОЗДIЛ V. Застосування операцiйного числення

8) x′′ + 9x = θ(t− 3)− θ(t− 4), x(0) = x′(0) = 1,

9) x′′ − 2x′ + x = f(t), x(0) = x′(0) = 0, f(t)=

1, якщо t∈ [0; 2)∪[3; 5),

0, якщо t∈ [2; 3)∪[5; +∞),

10) x′′ − 9x = θ(t)− θ(t− 3), x(0) = x′(0) = 0.

Вправа 5.5. Використовуючи iнтеграл Дюамеля, знайдiть розв’язок

заданого рiвняння, який задовольняє нульовi початковi умови:

1) x′′ + x′ = t, 2) x′′ + 3x′ + 2x = et,

3) x′′ + 2x′ + 2x = sin t, 4) x′′ − x′ =
1

1 + et
,

5) x′′ + x =
1

1 + cos t
, 6) x′′ + x =

1

4 + tg2 t
,

7) x′′ − 2x′ + x = ch t, 8) x′′ + x =
1

1 + cos2 t
,

9) x′′ + x =
1

2 + sin t
, 10) x′′ − x = th t.

Вправа 5.6. Знайдiть розв’язок диференцiального рiвняння зi степене-

вими коефiцiєнтами, який задовольняє задану умову :

1) tx′′ + (2t− 1)x′ + (t− 1)x = 0, x(0) = 0,

2) x′′ + (t+ 1)x′ + tx = 0, x(0) = −1,

3) x′′ + tx′ − (t+ 1)x = 0, x(0) = 1,

4) x′′ + (t− 3)x′ = 0, x(0) = −1,

5) x′′ − tx′ + 3x = 0, x(0) = 1.

Вправа 5.7. Знайдiть розв’язок диференцiального рiвняння iз загаюва-

нням, який задовольняє заданi початковi умови:

1) x′′(t)− x(t− 2) = t, x(0) = x′(0) = 0,

2) x′′(t)− 2x′(t− 1) = t, x(0) = x′(0) = 0,
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3) x′′(t)− 2x′(t− 1) + x(t− 2) = −1, x(0) = x′(0) = 0,

4) x′′(t)− 3x′(t− 1) + 2x(t− 3) = 1, x(0) = x′(0) = 0,

5) x′′(t) + 2x′(t− 2) + x(t− 4) = t, x(0) = x′(0) = 0.

Вправа 5.8. Знайдiть розв’язок задачi Кошi :

1)

x
′ − y′ − 2x+ 2y = 1− 2t,

x′′ + 2y′ + x = 0,

x(0) = y(0) = x′(0) = 0,

2)

x
′ − x− 2y = t,

y′ − y − 2x = t,

x(0) = 2, y(0) = 4,

3)

x
′ + y′ − y = et,

2x′ + y′ + 2y = cos t,

x(0) = y(0) = 0,

4)

x
′′ − 3x′ + 2x+ y′ − y = 0,

y′′ − 5y′ + 4y − x′ + x = 0,

x(0) = x′(0) = y′(0) = 0, y(0) = 1,

5)

x
′ + x− y = 1 + sin t,

y′ − x′ + y = t− sin t,

x(0) = 0, y(0) = 1,

6)

x
′ + x− y = et,

y′ + y − x = et,

x(0) = y(0) = 1,

7)

x− y′′ + y = e−t − 1,

x′ + y′ − y = −3e−t + t,

x(0) = 0, y(0) = 1, y′(0) = −2,

8)


x′ = −2x− 2y − 4z,

y′ = −2x+ y − 2z,

z′ = 5x+ 2y + 7z,

x(0) = y(0) = z(0) = 1,
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9)

x
′′ + y = 1,

y′′ + x = 0,

x(0) = y(0) = x′(0) = y′(0) = 0,

10)


x′ = z − y,

y′ = z + 2e−t,

z′ = z − x,

x(0) = z(0) = 0, y(0) = 0, 5.

Вправа 5.9. Розв’яжiть iнтегральне рiвняння:

1) x(t) = t3 +

t∫
0

sin(t− τ)x(τ)dτ, 2) sin2
t

2
= 2

t∫
0

ch(t− τ)x(τ)dτ,

3) t3 =
t∫

0

(τ − t)2x(τ)dτ, 4) x(t) = cos 3t+

t∫
0

et−τx(τ)dτ,

5) x(t) = sin t+

t∫
0

x(τ)dτ, 6) x(t) = t+ 2

t∫
0

cos(t− τ)x(τ)dτ,

7) x(t) = t+

t∫
0

(t− τ)x(τ)dτ, 8) x(t) = t2 +

t∫
0

x(τ)dτ,

9) 1− cos t =

t∫
0

sh(t− τ)x(τ)dτ, 10) sin t =
t∫

0

cos(τ − t)x(τ)dτ.

Вправа 5.10. Знайдiть розв’язок хвильового рiвняння

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
,

який задовольняє заданi крайовi та початковi умови:

1) u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = A sin
nπx

l
,
∂u(x, 0)

∂t
= 0, 0 6 x 6 l, n ∈ N,

2) u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = Ax(l − x),
∂u(x, 0)

∂t
= 0, 0 6 x 6 l,

3)
∂u(0, t)

∂x
=
∂u(l, t)

∂x
= 0, u(x, 0) = A cos

nπx

l
,
∂u(x, 0)

∂t
= 0, 0 6 x 6 l,
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4)
∂u(0, t)

∂x
=
∂u(l, t)

∂x
= 0, u(x, 0)=0,

∂u(x, 0)

∂t
=A cos

nπx

l
, 06x6 l, n∈N,

5) u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = 0,
∂u(x, 0)

∂t
= A sin

nπx

l
, 06x6 l, n∈N.

Вправа 5.11. Знайдiть розв’язок рiвняння теплопровiдностi

∂u(x, t)

∂t
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
,

який задовольняє заданi крайовi та початковi умови:

1) u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = A sin
nπx

l
, 0 6 x 6 l, n ∈ N,

2) u(0, t) = A, u(l, t) = 0, u(x, 0) =
A

l
(l − x), 0 6 x 6 l,

3) u(0, t) = A, lim
x→+∞

u(x, t) = 0, u(x, 0) = 0, x > 0,

4) u(0, t) = 0,
∂u(l, t)

∂x
= 0, u(x, 0) = A sin

(2n− 1)πx

2l
, 0 6 x 6 l, n ∈ N,

5)
∂u(0, t)

∂x
= 0, u(l, t) = A, u(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l.

Вправа 5.12. Знайдiть розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння:

1) x′′(t) +
t∫

0

sin(t− τ)
(
x′′(τ) + x(τ)

)
dτ = cos t, x(0) = x′(0) = 0,

2) x′′(t)−
t∫

0

eτ−t
(
x′(τ) + x(τ)

)
dτ = e−t,

3) x′(t) + x(t) +

t∫
0

(t− τ + 2)x(τ) dτ = 0,

4) x′′(t)− x(t) + 4

t∫
0

(τ − t) cos(τ − t)x(τ) dτ = 0, x(0) = 2, x′(0) = 0,

5) x′′(t) = 2

t∫
0

eτ−t
(
x′(τ) + x(τ)

)
dτ, x(0) = 0, x′(0) = 12.
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§6.1. Ґратчастi функцiї. D-перетворення i обернене

D-перетворення

Вивчаючи у попереднiх роздiлах перетворення Лапласа, у якостi оригiна-

лiв f(t) розглядались функцiї неперервного аргументу. З практичної точки

зору великий iнтерес має також аналог операцiйного числення для випадку,

коли оригiналами є функцiї цiлочислового аргумента (послiдовностi). Таке

числення є математичною основою теорiї лiнiйних iмпульсних систем, тобто

систем, робота яких пов’язана з передачею i перетворюванням послiдовностей

iмпульсiв.

Наведемо основнi означення.

Функцiю f(n) = fn , n = 0, 1, 2, . . . , називають ґратчастою функцi-

єю (рис. 8). Цiй функцiї можуть вiдповiдати рiзнi функцiї f(t) неперервного

аргументу, якщо fn = f(t) для n = t = 0, 1, 2, . . . (рис. 9). Такi функцiї f(t)

називають обвiдними ґратчастих функцiй fn .

До ґратчастих функцiй можна застосувати теорiю перетворення Ла-

пласа, яку називають дискретним перетворенням Лапласа або

D-перетворенням.

Функцiю fn , обвiдною якої є оригiнал f(t) перетворення Лапласа, назива-

ють дискретним оригiналом. За означенням ґратчаста функцiя-оригiнал

визначена для n = 0, 1, 2, . . . Для n = −1,−2, . . ., вважаємо, що fn = 0.
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6

-
1 2 3 4 5 6 n

fn

O

Рис. 8

Найпростiшим дискретним оригiналом є одинична функцiя θn – аналог

функцiї Гевiсайда θ(t):

θn =

1, якщо n > 0,

0, якщо n < 0.

6
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fn

O

Рис. 9

Функцiю F ∗(p) комплексної змiнної p = s + iσ , визначену за допомогою

ряду

F ∗(p) =
∞∑
n=0

fne
−pn, (6.1)

називають зображенням дискретного оригiнала fn.

Вiдповiднiсть мiж оригiналом fn i його зображенням F ∗(p), задану фор-

мулою (6.1), позначатимемо fn → F ∗(p) або F ∗(p) → fn .
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Теорема 6.1. Якщо ряд (6.1) збiгається для Re p = s̃, то вiн збiгається

рiвномiрно й абсолютно у пiвплощинi Re p > s̃.

Доведення. Якщо Re p = s̃, то згiдно з необхiдною умовою збiжностi чи-

слового ряду lim
n→∞

fne
−pn = 0, а тому iснує таке число M > 0, що в околi

нескiнченно вiддаленої точки n = +∞

|fn|e−s̃n < M. (6.2)

Використовуючи (6.2), знайдемо оцiнку загального члена ряду (6.1) у пiв-

площинi Re p > s̃:

|fne−pn| < |fn| · |e−pn| < Me(s̃−s)n.

Якщо s > s̃, то права частина отриманої нерiвностi є загальним членом

збiжного ряду геометричної прогресiї, а тому за ознакою Вейєрштрасса ([18],

розд. 2, §1.2) ряд (6.1) рiвномiрно й абсолютно збiгається при Re p > s̃. •

Аналогiчно можна довести таке твердження: якщо ряд (6.1) розбiгається

при Re p = s̃, то вiн розбiгається i для Re p < s̃.

Число s̃, для якого при Re p > s̃ ряд (6.1) збiгається, а при Re p < s̃ –

розбiгається, називають абсцисою збiжностi.

Якщо ґратчаста функцiя fn задовольняє умову

|fn| < Mes0n,

то абсциса збiжностi s̃ > s0 i, отже, зображення такої функцiї iснує. Число

s0 називають показником зростання функцiї fn .

Теорема 6.2. Якщо fn – дискретний оригiнал з показником зростання

s0 , то її зображення F ∗(p) є аналiтичною функцiєю у пiвплощинi Re p > s0.

Доведення. Ряд
∞∑
n=0

(−n)fne−pn , утворений з похiдних членiв ряду (6.1), рiв-

номiрно збiгається у пiвплощинi Re p > s0 , бо |−nfne
−pn| < nMe(s0−s)n i ряд

M
∞∑
n=0

ne(s0−s)n збiгається, якщо s > s0. Тодi
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dF ∗(p)

dp
=

∞∑
n=0

(−n)fne−pn

i, отже, у пiвплощинi Re p > s0 функцiя F ∗(p) аналiтична. •

Зауваження 6.1. Зображення F ∗(p) є 2πi-перiодичною функцiєю,

бо e−(p+2kπi)n = e−pn , тому його достатньо розглядати тiльки у смузi

−π 6 Im p 6 π. Таким чином, зображення F ∗(p) дискретного оригiнала

fn iснує та є однозначною аналiтичною функцiєю в областi Re p > s0,

−π 6 Im p 6 π . Але функцiю F ∗(p) можна аналiтично продовжити на всю

смугу −π 6 Im p 6 π , якщо вона у цiй смузi при Re p 6 s0 є аналiтичною,

крiм скiнченної кiлькостi особливих точок.

Введемо поняття оберненого D -перетворення. У (6.1) зробимо замiну

z = ep . Тодi F ∗(p) = F (ep) = F (z) i спiввiдношення fn → F (z) визначається

рядом

F (z) =
∞∑
n=0

fnz
−n, (6.3)

який є правильною частиною ряду Лорана в околi точки z = +∞.

Спiввiдношення (6.3) називають перетворенням Лорана або Z-пере-

творенням.

6
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−π

π

σ 6

-
�
-
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^

�
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Re zO

Im z

es0

es

∞

Рис. 10 а Рис. 10 б

Функцiя z = ep взаємно однозначно вiдображає смугу −π 6 Im p 6 π на

всю площину z з розрiзом вздовж вiд’ємної частини дiйсної осi (σ = ±πi, z =
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= es±iπ = −es < 0), область iснування функцiї F ∗(p) – смугу Re p > s0,

−π 6 Im p 6 π – в область |z| > es0 (рис. 10 а, 10 б), а смугу Re p 6 s0,

−π 6 Im p 6 π аналiтичного продовження зображення F ∗(p) – у круг

|z| 6 es0 (рис. 11 а, 11 б).
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Рис. 11 а Рис. 11 б

Вiдомо ([4], § 5.3), що коефiцiєнти ряду (6.3) обчислюються за формулою

fn =
1

2πi

∫
γ

F (z)zn−1dz, (6.4)

де контур iнтегрування γ – будь-яка замкнена крива, що охоплює всi осо-

бливi точки функцiї F (z), зокрема, довiльне коло досить великого радiусу

з центром у початку координат, яке лежить в областi аналiтичностi функцiї

F (z) i яке обходимо проти руху годинникової стрiлки.

У формулi (6.4) пiдставимо z = ep. Тодi коло |z| = es0 вiдобразиться у

вiдрiзок [s−iπ, s+iπ], s > s0, площини p. Таким чином, одержуємо формулу

оберненого D-перетворення :

fn =
1

2πi

s+πi∫
s−πi

F ∗(p)epndp. (6.5)

Оскiльки вiдображення z = ep взаємнооднозначне, то обернене D -пере-

творення, визначене формулою (6.5), є однозначним.

Приклад 6.1. Знайти зображення ґратчастих функцiй θn , (−1)n , eαn,

aαn.
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Розв’язання. Використовуючи (6.1) та формулу для суми геометричної про-

гресiї, одержуємо зображення перших трьох функцiй:

θn →
∞∑
n=0

e−pn =
1

1− e−p
=

ep

ep − 1
, Re p > 0; (6.6)

(−1)n →
∞∑
n=0

(−1)ne−pn =
1

1 + e−p
=

ep

ep + 1
, Re p > 0;

eαn →
∞∑
n=0

eαne−pn =
∞∑
n=0

e(α−p)n =
1

1− eα−p
=

ep

ep − eα
, Re(p− α) > 0. (6.7)

Зображення функцiї aαn знайдемо, використовуючи спiввiдношення (6.7):

aαn = eα ln a·n → ep

ep − eα ln a·n , Re(p− α ln a) > 0. I (6.8)

§6.2. Основнi властивостi D-перетворення

Зображення F ∗(p), отриманi за допомогою дискретного перетворення Ла-

пласа, володiють низкою властивостей, аналогiчних до вiдповiдних власти-

востей неперервного перетворення Лапласа (роздiл II).

Теорема 6.3 (лiнiйнiсть оригiналу). Якщо

f1n → F ∗
1 (p), f2n → F ∗

2 (p), . . . , fkn → F ∗
k (p),

то для довiльних сталих α1, α2, . . . , αk

k∑
j=1

αjfjn →
k∑

j=1

αjF
∗
j (p).

Доведення теореми випливає з теорем про множення збiжного ряду на число

i про суми збiжних рядiв. •

Приклад 6.2. Використовуючи властивiсть лiнiйностi, знайти зобра-

ження оригiналiв cosαn, shαn, sin2
αn

2
.

Розв’язання. Використовуючи лiнiйнiсть D -перетворення та спiввiдношен-

ня (6.7), знаходимо зображення перших двох оригiналiв:

cosαn =
eiαn + e−iαn

2
→ 1

2

(
ep

ep − eiα
+

ep

ep − e−iα

)
,
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cosαn→ ep(ep − cosα)

e2p − 2ep cosα+ 1
;

shαn =
eαn − e−αn

2
→ 1

2

(
ep

ep − eα
− ep

ep − e−α

)
,

shαn→ ep shα

e2p − 2ep chα+ 1
.

Зображення оригiналу sin2
αn

2
знайдемо, використовуючи зображення

одиничної функцiї (6.6), а також знайдене у цьому прикладi зображення

функцiї cosαn. Маємо

sin2
αn

2
=

1

2
− 1

2
cosαn→ 1

2
· ep

ep − 1
− 1

2
· ep(ep − cosα)

e2p − 2ep cosα + 1
=

=
ep

2

(
1

ep − 1
− ep − cosα

e2p − 2ep cosα + 1

)
або, пiсля очевидних перетворень,

sin2
αn

2
→

ep (ep + 1) sin2 α
2

(ep − 1) (e2p − 2ep cosα + 1)
. I

Теорема 6.4 (загаювання оригiналу). Якщо fn → F ∗(p) i k – деяке

натуральне число (k < n), то

fn−k → e−pkF ∗(p). (6.9)

Доведення. Згiдно з (6.1) маємо

fn−k →
∞∑
n=0

fn−ke
−pn =

∣∣m = n− k
∣∣ = e−pk

∞∑
m=−k

fme
−pm =

= e−pk

( −1∑
m=−k

fme
−pm +

∞∑
m=0

fme
−pm

)
= e−pk

(
k∑

m=1

f−me
pm + F ∗(p)

)
,

звiдки, враховуючи, що f−1 = f−2 = f−3 = . . . = 0, остаточно одержуємо

формулу (6.9). •

Приклад 6.3. Використовуючи властивiсть загаювання, знайти

зображення оригiналiв θn−1 , eα(n−1) , cosα(n− 1).
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Розв’язання. Використовуючи спiввiдношення (6.9) та знайденi ранiше зо-

браження для функцiй θn , eαn , cosαn, одержуємо:

θn−1 → e−p ep

ep − 1
=

1

ep − 1
,

eα(n−1) → e−p ep

ep − eα
=

1

ep − eα
,

cosα(n− 1) → e−p ep(ep − cosα)

e2p − 2ep cosα+ 1
=

ep − cosα

e2p − 2ep cosα+ 1
. I

Теорема 6.5 (випередження оригiнала). Якщо fn → F ∗(p) i k – де-

яке натуральне число, то

fn+k → epk

(
F ∗(p)−

k−1∑
m=0

fme
−pm

)
. (6.10)

Доведення. Згiдно з (6.1)

fn+k →
∞∑
n=0

fn+ke
−pn =

∣∣m = n+ k
∣∣ = epk

∞∑
m=k

fme
−pm =

= epk

( ∞∑
m=0

fme
−pm −

k−1∑
m=0

fme
−pm

)
= epk

(
F ∗(p)−

k−1∑
m=0

fme
−pm

)
. •

Приклад 6.4. Використовуючи властивiсть випередження, знайти

зображення оригiналiв:

а) 2αn+2, б) cosα(n+ 1), в) shα(n+ 1).

Розв’язання. а) Для одержання зображення функцiї 2αn+2 знайдемо споча-

тку зображення оригiнала f1n = 2αn . Використовуючи спiввiдношення (6.8),

маємо

2αn → ep

ep − 2α
, Re(p− α ln 2) > 0.

Тепер, використовуючи (6.10) (f10 = 1, f11 = 2α), одержуємо потрiбне спiв-

вiдношення

2αn+2 → e2p

(
ep

ep − 2α
−

1∑
m=0

fme
−pm

)
= e2p

(
ep

ep − 2α
− 1− 2e−p

)
.
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б) Оскiльки

f2n = cosαn→ ep(ep − cosα)

e2p − 2ep cosα+ 1
, f20 = 1,

то згiдно з (6.10)

cosα(n+ 1) → ep(ep cosα− 1)

e2p − 2ep cosα+ 1
.

в) З формули (6.10), враховуючи, що

f3n = shαn→ ep shα

e2p − 2ep chα+ 1
, f30 = 0,

одержуємо спiввiдношення

shα(n+ 1) → e2p shα

e2p − 2ep chα + 1
. I

Теорема 6.6 (змiщення зображення). Якщо fn → F ∗(p), то для

будь-якого комплексного числа p0 виконується спiввiдношення

e±p0nfn → F ∗(p∓ p0). (6.11)

Доведення. Згiдно з (6.1)

e±p0nfn →
∞∑
n=0

fne
−pne±p0n =

∞∑
n=0

fne
−(p∓p0)n = F ∗(p∓ p0). •

Приклад 6.5. Використовуючи властивiсть змiщення, знайти зобра-

ження оригiналiв ep0n cosαn, e−p0n shαn.

Розв’язання. Використовуючи спiввiдношення

shαn→ ep shα

e2p − 2ep chα+ 1
,

cosαn→ 1

2

(
ep

ep − eiα
− ep

ep − e−iα

)
,

з (6.11) одержуємо

ep0n cosαn→ ep−p0(ep−p0 − cosα)

e2(p−p0) − 2ep−p0 cosα+ 1
=

ep(ep − ep0 cosα)

e2p − 2ep+p0 cosα+ e2p0
;

e−p0n shαn→ ep+p0 shα

e2(p+p0) − 2ep+p0 chα+ 1
=

ep−p0 shα

e2p − 2ep−p0 chα + e−2p0
. I
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Теорема 6.7 (диференцiювання зображення). Якщо fn → F ∗(p),

то
dk

dpk
F ∗(p) → (−1)knkfn, k = 1, 2, . . . (6.12)

Доведення. Згiдно з теоремою 6.2 зображення F ∗(p) є однозначною ана-

лiтичною функцiєю у смузi Re p > s0 , −π 6 Im p 6 π, а тому у цiй смузi

функцiя F ∗(p) має похiднi довiльного порядку. Диференцiюючи (6.1) k разiв,

одержуємо спiввiдношення (6.12). •

Приклад 6.6. Використовуючи диференцiювання зображення, знайти

зображення оригiналiв:

а) n2, б)
n!

(n−m)!
, в) n cosα(n− 1).

Розв’язання. а) З (6.12), використовуючи спiввiдношення θn = 1 → ep

ep − 1
,

одержуємо

n2 → (−1)2
(

ep

ep − 1

)′′

p

=
ep(ep + 1)

(ep − 1)3
.

б) Знайдемо спочатку зображення оригiнала n. З (6.12) при k = 1 маємо

n→ −
(

ep

ep − 1

)′

p

=
ep

(ep − 1)2
.

Тепер, використовуючи (6.9), одержуємо спiввiдношення

n− 1 → 1

(ep − 1)2
.

Застосовуючи послiдовно формули (6.12) i (6.9), знаходимо:

n(n− 1) → 2!ep

(ep − 1)3
, (n− 1)(n− 2) → 2!

(ep − 1)3
.

Далi аналогiчно маємо

n(n− 1)(n− 2) → 3!ep

(ep − 1)4
, (n− 1)(n− 2)(n− 3) → 3!

(ep − 1)4
.

За допомогою методу математичної iндукцiї легко довести, що

n(n− 1) · . . . ·
(
n− (m− 1)

)
→ m! ep

(ep − 1)m+1
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або
n!

(n−m)!
→ m! ep

(ep − 1)m+1
. (6.13)

в) Маємо cosαn→ ep(ep − cosα)

e2p − 2ep cosα+ 1
. За формулою (6.9)

cosα(n− 1) → ep − cosα

e2p − 2ep cosα+ 1
.

Використовуючи тепер (6.12), одержуємо спiввiдношення

n cosα(n− 1) → −
(

ep − cosα

e2p − 2ep cosα+ 1

)′

p

або

n cosα(n− 1) → e3p + ep cos 2α− 2e2p cosα

(e2p − 2ep cosα+ 1)2
. I

Теорема 6.8 (iнтегрування зображення). Якщо fn → F ∗(p), f0 = 0

та
fn
n

∣∣∣∣
n=0

= lim
n→+0

fn
n

= 0, то

+∞∫
p

F ∗(p)dp→ fn
n
. (6.14)

Доведення. Оскiльки зображення F ∗(p) згiдно з теоремою 6.2 є аналiти-

чною функцiєю, а ряд (6.1) збiгається рiвномiрно при Re p > s̃ (теорема 6.1)

i iнтеграл
+∞∫
p

F ∗(p)dp – збiжний, то (6.1) можна зiнтегрувати за змiнною p у

межах вiд p до +∞. Тодi
+∞∫
p

F ∗(p)dp =

+∞∫
p

∞∑
n=0

fne
−pndp =

=
∞∑
n=1

fn

+∞∫
p

e−pndp =
∞∑
n=0

fn

(
−e

−pn

n

)∣∣∣∣+∞

p

=
∞∑
n=1

fn
n
e−pn → fn

n
. •

Зауваження 6.2. Якщо f0 ̸= 0, то iнтеграл у лiвiй частинi форму-

ли (6.14) буде розбiжним i теорема 6.8 не справджується. Однак, якщо
fn
n

∣∣∣∣
n=0

= a ̸= 0, то

a+

+∞∫
p

F ∗(p)dp→ fn
n
. (6.15)
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Зауваження 6.3. Аналогiчно до (6.14) можна довести, що за виконан-

ня умови
fn
nm

∣∣∣∣
n=0

= 0, m = 1, 2, . . . , k, справджується спiввiдношення

+∞∫
p

. . .

+∞∫
p︸ ︷︷ ︸

k

F ∗(p) dp . . . dp︸ ︷︷ ︸
k

→ fn
nk
.

Приклад 6.7. Використовуючи iнтегрування зображення, знайти зо-

браження дискретних оригiналiв
sinαn

n
,
θn−1

n
.

Розв’язання. Оскiльки

sinαn→ ep sinα

e2p − 2ep cosα + 1
,

sinαn

n

∣∣∣∣
n=0

= lim
n→+0

sinαn

n
= α,

то за формулою (6.15) маємо:

sinαn

n
→ α+

+∞∫
p

ep sinα dp

e2p − 2ep cosα+ 1
= α+ arctg

ep − cosα

sinα

∣∣∣∣+∞

p

=

= α +
π

2
− arctg

ep − cosα

sinα
= α+ arctg

sinα

ep − cosα
.

Знайдемо зображення оригiнала
θn−1

n
. Iз спiввiдношення θn−1 →

1

ep − 1
,

враховуючи формулу (6.14), а також те, що
θn−1

n

∣∣∣∣
n=0

= 0, одержуємо

θn−1

n
→

+∞∫
p

dp

ep − 1
=

+∞∫
p

d(ep)

ep − 1
−

+∞∫
p

d(ep)

ep
=

= ln

∣∣∣∣ ep − 1

ep

∣∣∣∣∣∣∣∣+∞

p

= ln
ep

|ep − 1|
, n ∈ N. I

Згорткою fn ∗ φn двох ґратчастих функцiй fn i φn називають суму

fn ∗ φn =
n∑

k=0

fn−kφk. (6.16)

Якщо в (6.16) зробити замiну l = n− k , то одержимо, що

fn ∗ φn =
n∑
l=0

flφn−l =
n∑

k=0

φn−kfk = φn ∗ fn,

тобто згортка ґратчастих функцiй комутативна.
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Теорема 6.9 (зображення згортки). Якщо fn → F ∗(p), φn → Φ∗(p),

то

fn ∗ φn → F ∗(p)Φ∗(p). (6.17)

Доведення. Оскiльки F ∗(p) =
∞∑
k=0

fke
−pk, то

F ∗(p)Φ∗(p) = Φ∗(p)
∞∑
k=0

fke
−pk =

∞∑
k=0

Φ∗(p)fke
−pk.

Згiдно з (6.9) e−pkΦ∗(p) → φn−k , а враховуючи, що φn−k = 0 для k > n,

одержуємо

F ∗(p)Φ∗(p) →
+∞∑
k=0

φn−kfk =
n∑

k=0

φn−kfk = φn ∗ fn = fn ∗ φn. •

Приклад 6.8. Знайти оригiнал за зображенням

F ∗(p) =
ep

(ep − eα)(ep − eβ)
.

Розв’язання. Введемо позначення F ∗(p) = F ∗
1 (p)F

∗
2 (p), де F ∗

1 (p) =
ep

ep − eα
,

F ∗
2 (p) =

1

ep − eβ
. Враховуючи, що eαn → ep

ep − eα
i eβ(n−1) → 1

ep − eβ
, одержу-

ємо спiввiдношення F ∗
1 (p) → eα(n−1), F ∗

2 (p) → eβ(n−1). Використовуючи тепер

теорему 6.9 про зображення згортки та формулу суми скiнченної геометри-

чної прогресiї, знаходимо

F ∗(p) = F ∗
1 (p)F

∗
2 (p) →

n∑
k=0

eα(n−k)eβ(k−1) = eαn−β
n∑

k=1

e(β−α)k =

= eαn−β e
(β−α)(n+1) − eβ−α

eβ−α − 1
=
eαn − eβn

eα − eβ
. I

Розглянемо питання про знаходження оригiнала за формулою обернення

дискретного перетворення Лапласа.

Ґратчасту функцiю-оригiнал fn за вiдомим зображенням F ∗(p) можна

знайти за формулою (6.5):

fn =
1

2πi

s+iπ∫
s−iπ

F ∗(p)epndp,
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де s > s0 (s0 – показник зростання оригiнала fn).

Якщо зображення F ∗(p) є правильним рацiональним дробом вiдносно ep,

то легко вивести формулу для знаходження оригiналiв, використовуючи те-

орiю лишкiв, а саме

fn =
∑
k

Res
p=pk

F ∗(p)e(n−1)p; (6.18)

де лишки беруться за полюсами, якi розмiщенi в смузi −π < Im p 6 π або на

її межi Im p = π. Зокрема:

– якщо pk – простий полюс, то

Res
p=pk

F ∗(p)ep(n−1) = lim
p→pk

F ∗(p)(ep − epk)ep(n−1), (6.19)

– якщо pk – полюс кратностi νk, то

Res
p=pk

F ∗(p)ep(n−1) =
1

(νk − 1)!
lim
p→pk

dνk−1

dep(νk−1)

(
F ∗(p)(ep − epk)νkep(n−1)

)
. (6.20)

Оригiнал fn можна знайти також, використовуючи деякi властивостi

D -перетворення або розкладаючи зображення F ∗(p) на простi дроби.

Зокрема, функцiя F ∗(p) може мiстити елементарнi дроби

A

ep − ep0
, (6.21)

A

(ep − ep0)m
, m > 2. (6.22)

Для дробу (6.21), використовуючи спiввiдношення eα(n−1) → 1

ep − eα
, зна-

йдене у прикладi 6.3, одержуємо:

A

ep − ep0
→ Aep0(n−1).

Знайдемо тепер оригiнал за зображенням (6.22). Використовуючи спiввiд-

ношення (6.13), маємо
ep

(ep − 1)m
→ n(m−1)

(m− 1)!
,

а за теоремою змiщення (формула (6.11))

ep−p0

(ep−p0 − 1)m
→ ep0n

n(m−1)

(m− 1)!
,

epep0(m−1)

(ep − ep0)m
→ ep0n

n(m−1)

(m− 1)!
.
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Використовуючи тепер теорему загаювання (формула (6.9)), одержуємо

epep0(m−1)

(ep − ep0)m
→ ep0(n−1)(n− 1)(m−1)

(m− 1)!

або
1

(ep − ep0)m
→ (n− 1)(m−1)

(m− 1)!
ep0(n−m).

Отже,
A

(ep − ep0)m
→ A

(n− 1)(m−1)

(m− 1)!
ep0(n−m).

Приклад 6.9. Знайти оригiнал за вiдомим зображенням:

а) F ∗
1 (p) =

e2p

e4p − 1
, б) F ∗

2 (p) =
ep

(ep − 2)(ep − 1)2
.

Розв’язання. а) Функцiя

F ∗
1 (p) =

e2p

e4p − 1

має простi полюси у точках p1 = 0, p2 = ±πi
2

та p3 = πi. За формулою (6.19)

знаходимо лишки

Res
p=0

F ∗
1 (p)e

p(n−1) = lim
p→0

e2pep(n−1)(ep − 1)

e4p − 1
= lim

p→0

e2pep(n−1)

(ep + 1)(e2p + 1)
=

1

4
;

Res
p=πi

2

F ∗
1 (p)e

p(n−1) = lim
p→πi

2

e2pep(n−1)(ep − i)

e4p − 1
= lim

p→πi
2

e2pep(n−1)

(e2p − 1)(ep + i)
=

= −e
πi
2 (n+1)

4i
= −1

4
sin

π

2
(n+ 1) +

1

4
i cos

π

2
(n+ 1);

Res
p=−πi

2

F ∗
1 (p)e

p(n−1) = lim
p→−πi

2

e2pep(n−1)(ep + i)

e4p − 1
= lim

p→−πi
2

e2pep(n−1)

(e2p − 1)(ep − i)
=

=
e−

πi
2 (n+1)

4i
= −1

4
sin

π

2
(n+ 1)− 1

4
i cos

π

2
(n+ 1);

Res
p=πi

F ∗
1 (p)e

p(n−1) = lim
p→πi

e2pep(n−1)(ep + 1)

e4p − 1
= lim

p→πi

e2pep(n−1)

(ep − 1)(e2p + 1)
=

=
eπ(n+1)i

(eπi − 1)(e2πi + 1)
= −1

4
cos π(n+ 1) =

(−1)n

4
.

Остаточно з (6.19) отримуємо

fn =
1

4

(
(−1)n + 1

)
− 1

2
sin

π

2
(n+ 1).
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б) Функцiя F ∗
2 (p) має простий полюс p = ln 2 та полюс p = 0 кратностi

2. Тодi з формули (6.19) отримуємо

Res
p=ln 2

F ∗
2 (p)e

p(n−1) = lim
p→ln 2

epep(n−1)(ep − 2)

(ep − 2)(ep − 1)2
= lim

p→ln 2

epep(n−1)

(ep − 1)2
= 2n.

За формулою (6.20) для кратного полюса p = 0 знаходимо

Res
p=0

F ∗
2 (p)e

p(n−1) = lim
p→0

(
epep(n−1)(ep − 1)2

(ep − 2)(ep − 1)2

)′

ep
=

= lim
p→0

(n− 1)enp − 2nep(n−1)

(ep − 2)2
= −n− 1.

Отже, fn = 2n − n− 1. I

§6.3. Рiзницевi рiвняння

Рiвняння вигляду

F (n, fn, fn+1, . . . , fn+k) = 0, (6.23)

де fn – шукана функцiя цiлої змiнної, називають рiзницевим рiвнянням

k-го порядку.

Рiзницевi рiвняння виникають у теорiї iнтерполяцiї, автоматичного коду-

вання з цифровим обчислювальним пристроєм, теорiї фiнансiв тощо.

Рiвняння (6.23) можна записати також у виглядi

F (n, fn,∆fn,∆
2fn, . . . ,∆

kfn) = 0, (6.24)

де

∆fn = fn+1 − fn,

∆2fn = ∆fn+1 −∆fn = fn+2 − fn+1 − fn+1 + fn = fn+2 − 2fn+1 + fn,

∆3fn = fn+3 − 3fn+2 + 3fn+1 − fn,

. . . . . . . . .

∆kfn = ∆k−1fn+1 −∆k−1fn =
k∑

j=0

(−1)jCj
kfn+k−j, (6.25)
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Cj
k =

k!

j!(k − j)!
– кiлькiсть комбiнацiй з k елементiв по j.

Вираз ∆fn = fn+1− fn називають рiзницею першого порядку функцiї

fn. Рiзниця k-го порядку визначається формулою

∆kfn = ∆(∆k−1fn) = ∆k−1fn+1 −∆k−1fn.

Функцiю fn+k можна виразити через рiзницi ∆jfn, j = 0, 1, . . . , k,

(∆0fn ≡ fn). Справдi,

fn+1 = fn +∆fn,

fn+2 = fn+1 +∆fn+1 = fn +∆fn +∆fn +∆2fn = fn + 2∆fn +∆2fn,

fn+3 = fn + 3∆fn + 3∆2fn +∆3fn,

. . . . . . . . .

fn+k =
k∑

j=0

Cj
k∆

jfn.

Якщо рiвняння (6.23) є лiнiйним вiдносно функцiї fn та її рiзниць, то його

називають лiнiйним рiзницевим рiвнянням.

У загальному випадку лiнiйне рiзницеве рiвняння iз сталими коефiцiєнта-

ми можна записати у виглядi

b0∆
kfn + b1∆

k−1fn + . . .+ bkfn = φn, (6.26)

де φn – задана функцiя, fn – невiдома функцiя, b0, b1, . . . , bk – сталi, причому

b0 ̸= 0.

Замiнюючи в рiвняннi (6.26) рiзницi ∆jfn, j = 1, . . . , k, з формули (6.25),

отримуємо iншу форму запису лiнiйного рiзницевого рiвняння

a0fn+k + a1fn+k−1 + . . .+ akfn = φn. (6.27)

Якщо φn ≡ 0, то рiвняння (6.26) та (6.27) називаються однорiдними, якщо

ґратчаста функцiя φn тотожно вiдмiнна вiд нуля, то – неоднорiдними.

Рiзницеве рiвняння (6.27), яке мiстить функцiї fn та fn+k, називають рi-

зницевим рiвнянням k -го порядку. Якщо у (6.26) b0 = 0 або bk = 0, то це
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рiвняння матиме порядок, менший, нiж k. Однак, порядок рiзницевого рiв-

няння може не збiгатися з порядком найвищої рiзницi, що входить у нього,

якщо рiзницеве рiвняння записане у виглядi (6.26).

Приклад 6.10. Знайти порядок рiзницевих рiвнянь:

а) ∆3fn −∆2fn − 5∆fn − 3fn = n2; б) ∆3fn + 3∆2fn + 3∆fn + 2fn = 0.

Розв’язання. а) Згiдно з формулою (6.25)

∆fn = fn+1 − fn, ∆2fn = fn+2 − 2fn+1 + fn,

∆3fn = fn+3 − 3fn+2 + 3fn+1 − fn.

Пiдставляючи цi формули у задане рiвняння, одержуємо рiзницеве рiвняння

fn+3 − 4fn+2 = n2 , з якого пiсля замiни k = n+ 2 одержуємо

fk+1 − 4fk = (k − 2)2,

звiдки випливає, що задане рiвняння є рiзницевим рiвнянням першого поряд-

ку.

б) Аналогiчно, пiсля застосування формул (6.25) та нескладних перетво-

рень одержуємо рiвняння

fn+3 + fn = 0,

а тому задане рiвняння є рiзницевим рiвнянням третього порядку. I

Виведемо формули для зображень рiзниць ∆kfn, k = 1, 2, . . .

Теорема 6.10 . Якщо fn → F ∗(p), то

∆fn → (ep − 1)F ∗(p)− epf0,

∆2fn → (ep − 1)2F ∗(p)− ep(ep − 1)f0 − ep∆f0,

. . . . . . . . .

∆kfn → (ep − 1)kF ∗(p)− ep
k−1∑
j=0

(ep − 1)k−1−j∆jf0. (6.28)
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Доведення. Згiдно з (6.25)

∆fn = fn+1 − fn, ∆2fn = fn+2 − 2fn+1 + fn,

. . . . . . . . .

∆kfn =
k∑

j=0

(−1)kCj
kfn+k−j.

Використовуючи теореми випередження i лiнiйностi дискретного оригiна-

лу, запишемо зображення оригiналiв ∆fn, ∆
2fn, . . . , ∆

kfn :

∆fn → epF ∗(p)− epf0 − F ∗(p) = (ep − 1)F ∗(p)− epf0,

∆2fn → e2p
(
F ∗(p)− f0 − e−pf1

)
− 2ep (F ∗(p)− f0) + F ∗(p) =

= (ep − 1)2F ∗(p)− ep(ep − 1)f0 − ep∆f0.

Методом математичної iндукцiї легко довести спiввiдношення

∆kfn →
k∑

j=0

(−1)jCj
ke

(k−j)p

(
F ∗(p)−

k−1−j∑
m=0

e−mpfm

)
=

= (ep − 1)kF ∗(p)− ep
k−1∑
j=0

(ep − 1)k−1−j∆jf0. •

Формула (6.28) значно спрощується, якщо f0 = f1 = . . . = fk−1 = 0 або

∆jf0 = 0, j = 0, 1, . . . , k. Тодi

∆kfn → (ep − 1)kF ∗(p),

тобто зображенню рiзницi k -го порядку вiд оригiналу fn вiдповiдає множення

вiдповiдного зображення F ∗(p) на (ep − 1)k.

Приклад 6.11. Знайти зображення функцiї fn = n3.

Розв’язання. Маємо

∆fn = (n+ 1)3 − n3 = 3n2 + 3n+ 1,

∆2fn = 3(n+ 1)2 + 3(n+ 1) + 1− 3n2 − 3n− 1 = 6n+ 6,

∆3fn = 6(n+ 1) + 6− 6n− 6 = 6,
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∆kfn = 0, k > 4.

Оскiльки f0 = 0, ∆f0 = 1, ∆2f0 = 6, ∆3f0 = 6, то з (6.28) отримуємо

n3 → ep

(ep − 1)4

3∑
j=0

∆jf0
(ep − 1)j

=

=
ep

(ep − 1)4

(
1

ep − 1
+

6

(ep − 1)2
+

6

(ep − 1)3

)
=
ep(e2p + 4ep + 1)

(ep − 1)7
. I

Покажемо, як, використовуючи методи операцiйного числення, можна

розв’язати лiнiйне рiзницеве рiвняння (6.27)

a0fn+k + a1fn+k−1 + . . .+ akfn = φn.

Зазвичай потрiбно знайти розв’язок цього рiвняння, який задовольняє

початковi умови

f(0) = f0, f(1) = f1, . . . , f(k − 1) = fk−1. (6.29)

Розв’язком задачi (6.27), (6.29) називають ґратчасту функцiю

fn = f(n), яка перетворює рiвняння (6.27) у тотожнiсть i задовольняє

умови (6.29).

Застосування операцiйного методу до розв’язування задачi (6.27), (6.29)

полягає у тому, що пiсля застосування до обох частин рiвняння (6.27)

D -перетворення одержуємо операторне рiвняння з невiдомою функцiєю

F ∗(p) → fn . Оскiльки операторне рiвняння є алгебраїчним, то знайти

зображення F ∗(p), як правило, нескладно. Для вiдшукання оригiналу fn –

розв’язку задачi (6.27), (6.29) – можна використати, наприклад, властивостi

D -перетворення або таблицю зображень.

У результатi наведеного алгоритму одержимо частинний розв’язок

рiвняння (6.27). Якщо початковi умови рiзницевого рiвняння не заданi, то

вважаючи в (6.29) числа f0, f1, . . . , fk−1 довiльними, одержимо загальний

розв’язок рiвняння (6.27).

Зауважимо, що початковi умови для рiзницевого рiвняння (6.26) задають

у виглядi значень шуканої функцiї fn та її рiзниць до (k − 1)-го порядку

включно при n = 0.
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Приклад 6.12. Знайти розв’язок рiзницевого рiвняння

fn+2 − 4fn = 4n, (6.30)

який задовольняє початковi умови f0 = 0, f1 = 1.

Розв’язання. Нехай fn → F ∗(p). З формули (6.10), враховуючи заданi по-

чатковi умови, одержуємо спiввiдношення

fn+2 → e2p
(
F ∗(p)− f0 − e−pf1

)
= e2pF ∗(p)− ep.

Застосовуючи до обох частин рiвняння (6.30) D -перетворення, отримуємо

алгебраїчне рiвняння

e2pF ∗(p)− ep − 4F ∗(p) =
1

1− 4e−p
,

(e2p − 4)F ∗(p) =
ep

ep − 4
+ ep,

звiдки

F ∗(p) =
ep(ep − 3)

(ep − 4)(ep − 2)(ep + 2)
.

Функцiя F ∗(p) має три простi полюси p1 = ln 4, p2 = ln 2, p3 = 2 ln
√
2i.

Тодi

Res
p=ln 4

F ∗(p)e(n−1)p = lim
p→ln 4

enp(ep − 3)

(ep − 2)(ep + 2)
=

4n−1

3
,

Res
p=ln 2

F ∗(p)e(n−1)p = lim
p→ln 2

enp(ep − 3)

(ep − 4)(ep + 2)
= 2n−3,

Res
p=2 ln

√
2i
F ∗(p)e(n−1)p = lim

p→2 ln
√
2i

enp(ep − 3)

(ep − 4)(ep − 2)
=

5

3
(−1)n+12n−3.

Отже, за формулою (6.18)

fn =
4n−1

3
+ 2n−3

(
1 +

5

3
(−1)n+1

)
. I

За допомогою D -перетворення можна розв’язувати також i системи рiзни-

цевих рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. До таких систем, зокрема, приводять

задачi, пов’язанi з передачею i перетворенням iмпульсiв.
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Нехай багатовимiрна лiнiйна дискретна стацiонарна система описується

рiвнянням стану

xn+1 = Axn +Bgn (6.31)

i рiвнянням вихiдного сигналу

yn = Cxn, (6.32)

де xn – k -вимiрний вектор стану системи, gn – r -вимiрний вхiдний сигнал, yn

– m-вимiрний вихiдний сигнал, A,B,C – матрицi порядкiв k×k, k×r, m×k

вiдповiдно. Для k -вимiрного вектора початкового стану x0, використовуючи

D -перетворення, знайдемо закон змiни вектора стану та вихiдного сигналу.

Застосуємо до обох частин матричних рiвнянь (6.31) та (6.32) D -пере-

творення, враховуючи, що xn → X∗(p), yn → Y∗(p) i gn → G∗(p). Тодi

операторним рiвнянням є:

epX∗(p)− epx0 = AX∗(p) +BG∗(p)

або

(epE−A)X∗(p) = epx0 +BG∗(p),

де E – одинична матриця. Звiдси

X∗(p) = (epE−A)−1epx0 + (epE−A)−1BG∗(p).

Зображення вихiдного сигналу з рiвняння (6.32) запишеться у виглядi:

Y∗(p) = C(epE−A)−1epx0 +C(epE−A)−1BG∗(p).

Застосовуючи до зображень X∗(p) та Y∗(p) формулу (6.18), можна знайти

закон змiни вектора стану xn та вихiдний сигнал yn.

Приклад 6.13. Знайти закон змiни вектора стану i вихiдного сигналу

динамiчної системиx
1
n+1 = x1n + x2n + gn,

x2n+1 = 2x1n − 2gn,
yn = x1n + x2n,

для вхiдного сигналу gn = 2n i початкових умов x10 = 2, x20 = 0.
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Розв’язання. Зображенням вхiдного сигналу є

gn → G∗(p) =
ep

ep − 2
.

Оскiльки

A =

1 1

2 0

 , B =

 1

−2

 , C =
(
1 1

)
, x0 =

2

0

 ,

то

(epE−A)−1 =

ep − 1 −1

−2 ep

−1

=
1

e2p − ep − 2

ep 1

2 ep − 1

 ,

C(epE−A)−1 =
1

e2p − ep − 2

(
1 1

)ep 1

2 ep − 1

 =
1

e2p − ep − 2

(
ep + 2 ep

)
,

(epE−A)−1B =
1

e2p − ep − 2

ep 1

2 ep − 1

 1

−2

 =
1

e2p − ep − 2

 ep − 2

4− 2ep

 ,

C(epE−A)−1B =
1

e2p − ep − 2

(
ep + 2 ep

) 1

−2

 = − 1

ep + 1
.

Знайдемо зображення X∗(p) та Y∗(p) :

X∗(p) =
1

e2p − ep − 2

ep 1

2 ep − 1

2

0

+
1

e2p − ep − 2

 ep − 2

4− 2ep

 ep

ep − 2
=

=

 2e2p+ep

e2p−ep−2

2ep

e2p−ep−2

 =

 2ep

ep−2 −
2
3 ·

1
ep−2 −

1
3 ·

1
ep+1

4
3 ·

1
ep−2 +

2
3 ·

1
ep+1

;

Y∗(p) =
ep

e2p − ep − 2

(
ep + 2 ep

)2

0

− 1

ep + 1
· ep

ep − 2
=

=
2ep

ep − 2
+

2

3
· 1

ep − 2
+

1

3
· 1

ep + 1
.

Оскiльки

ep

ep − 2
→ 2n,

1

ep − 2
→ 2n−1,

1

ep + 1
→ (−1)n−1,
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то вектор стану i вихiдний сигнал визначаються вiдповiдно такими форму-

лами

xn =

2n+1 − 2
3 · 2

n−1 − 1
3 · (−1)n−1

4
3 · 2

n−1 + 2
3 · (−1)n−1

 =

5
3 · 2

n + 1
3 · (−1)n

2
3 · 2

n − 2
3 · (−1)n

 ,

yn =
7

3
· 2n − 1

3
· (−1)n. I

Контрольнi питання до роздiлу VI

1. Якi функцiї називають ґратчастими? Наведiть приклади таких функцiй.

Яку функцiю називають обвiдною ґратчастих функцiй?

2. Яку ґратчасту функцiю називають дискретним оригiналом? Наведiть при-

клади таких функцiй. Яку функцiю можна вважати найпростiшим дискре-

тним оригiналом? За якою формулою можна знайти зображення дискре-

тного оригiнала fn?

3. Якими формулами визначаються дискретне перетворення Лапласа та пе-

ретворення Лорана?

4. Як визначається обернене перетворення Лапласа?

5. У чому полягають властивостi лiнiйностi, загаювання та випередження

дискретного оригiналу?

6. За допомогою яких формул визначаються властивостi змiщення, диферен-

цiювання та iнтегрування зображення дискретного оригiналу?

7. Якi формули з теорiї лишкiв використовують для вiдшукання оригiналiв

D -перетворення?

8. Що називають згорткою двох ґратчастих функцiй? Чи є ця згортка ко-

мутативною? За якою формулою можна знайти зображення згортки двох

ґратчастих функцiй?

9. Яке рiвняння називають рiзницевим рiвнянням (лiнiйним рiзницевим рiв-

нянням)? Як визначаються рiзницi k -го порядку? Як за допомогою рi-
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зниць можна записати рiзницеве рiвняння? Як визначається порядок рi-

зницевого рiвняння?

10. За якими формулами можна знайти зображення рiзниць рiзного порядку?

11. Яку функцiю називають розв’язком рiзницевого рiвняння? Як задають

початковi умови розв’язку? Якi формули лежать в основi застосування

операцiйних методiв до розв’язування рiзницевих рiвнянь та систем зi ста-

лими коефiцiєнтами?

Рекомендована лiтература: [4, c. 53-112], [5, c. 156-171], [9, с.184-196],

[13, с. 200-246].

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 6.1. Використовуючи властивостi D-перетворення, знайдiть

зображення дискретних оригiналiв:

1) fn = sh2 n, 2) fn = e
n
2 − 3e

n
4 ,

3) fn = ch 2(n− 3)θn−3, 4) fn = e−2n cos 3n,

5) fn = e2n shn, 6) fn = n3e4n,

7) fn = n2 sin
nπ

3
, 8) fn = (n+ 2) ch 2n,

9) fn =
3n − 1

n
, 10) fn =

1− cos 3n

n
.

Вправа 6.2. Знайдiть ґратчастi функцiї для заданих вiдображень:

1) F ∗(p) =
ep

e2p − 9ep + 20
, 2) F ∗(p) =

e3p

e6p − 1
,

3) F ∗(p) =
2ep

(ep − e)2
, 4) F ∗(p) =

ep

e2p + 2ep + 2
,

5) F ∗(p) =
ep

(ep − 1)2(ep + 2)
, 6) F ∗(p) =

e2p

(ep + 1)(ep − e)2
.

Вправа 6.3. Визначте порядок рiзницевих рiвнянь:

1) ∆4fn + 3∆3fn + 3∆2fn − fn = 0,
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2) ∆3fn + 2∆2fn + 2∆fn + fn = n2 + 2,

3) ∆3fn − 3∆2fn + 3∆fn − fn = 3n,

4) ∆3fn + 2∆2fn − 2∆fn + fn = en,

5) ∆4fn + 4∆3fn + 6∆2fn − 5∆fn − 6fn = n+ 1,

6) ∆3fn − 2∆2fn + fn = cos
nπ

3
.

Вправа 6.4. Знайдiть розв’язок рiзницевого рiвняння, який задовольняє

заданi початковi умови:

1) fn+2 − fn+1 + fn = 0, f0 = f1 = 0,

2) fn+2 − 2fn = 0, f0 = 1, f1 = 2,

3) fn+2 + 2fn+1 + fn = 0, f0 = 1, f1 = 0,

4) fn+3 + 2fn+2 + 2fn+1 + fn = 0, f0 = f1 = 0, f2 = 2,

5) fn+4 + fn = 0, f0 = 0, f1 = f2 = 1, f3 = 0,

6) fn+1 + 2fn = n, f0 = 0,

7) fn+2 + fn = 1 + (−1)n, f0 = 0, f1 = 1,

8) fn+2 − 6fn+1 + 9fn = n2n, f0 = f1 = 0,

9) fn+3 − 3fn+2 + 3fn+1 − fn = cosnπ, f0 = f1 = f2 = 0,

10) fn+3 + 3fn+2 + 3fn+1 + fn = n2, f0 = f1 = f2 = 0.
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комп’ютерної математики для розв’язування

задач операцiйного числення

Сьогоднi спостерiгаємо стрiмке зростання застосування унiверсальних ма-

тематичних пакетiв (Mathematica, Maple та Mathcad, MATLAB та iн.) у на-

укових дослiдженнях i освiтi. Вони мають дружнiй iнтерфейс, реалiзують

численнi стандартнi та спецiальнi математичнi операцiї, мiстять потужнi гра-

фiчнi засоби i мають власнi мови програмування [3], [11], [16].

У цьому роздiлi показано, як методи операцiйного числення, викладенi у

роздiлах I-VI, можна реалiзувати у таких системах комп’ютерної математики,

як Mathematica, Maple та Mathcad.

§7.1. Перетворення Лапласа та обернене перетворення Лапласа

у математичних пакетах Mathematica, Maple, Mathcad

Наведемо спочатку основнi команди та функцiї для роботи з комплексни-

ми числами у системах Mathematica, Maple та Mathcad.

У Maple такими функцiями є:

> Z:=2-3*I;

> Re(Z);

2

> Im(Z);

−3
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> abs(Z);
√
13

> argument(Z);

− arctan
(
3
2

)
> conjugate(Z);

2 + 3I.

У Mathcad для цього ж комплексного числа використовують такi коман-

ди:

Z := 2− 3i Re(Z) = 2

Im(Z) = −3 |Z| = 3.606

arg(Z) = −0.983 Z = 2+ 3i.

У системi Mathematica основнi функцiї для роботи з комплексними чи-

слами є такими:

Z:=2− 3 ∗ I;Z:=2− 3 ∗ I;Z:=2− 3 ∗ I;

Re[Z]Re[Z]Re[Z] Im[Z]Im[Z]Im[Z] Conjugate[Z]Conjugate[Z]Conjugate[Z]

2 −3 2 + 3i

Abs[Z]Abs[Z]Abs[Z] Arg[Z]Arg[Z]Arg[Z]
√
13 −ArcTan

[
3
2

]
.

Розглянемо тепер способи знаходження зображень оригiналiв в системах

комп’ютерної математики.

У системi Maple знайти зображення оригiнала f(t) можна двома спосо-

бами: безпосередньо за означенням, тобто за формулою

F (p) =

+∞∫
0

f(t)e−pt dt, (7.1)

або за допомогою пакету inttrans. Розглянемо цi способи на конкретному

прикладi.

Приклад 7.1. Знайти зображення оригiнала sin4 4t засобами Maple.

Розв’язання. I спосiб. Набираємо у робочому полi Maple:
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> assume(t::real);

> assume(p::complex);

> assume(Re(p)>0);

> int(exp(-p*t)*(sin(4*t))∧4, t=0..+infinity);

У результатi одержуємо

6144

p∼ (p∼2 +256)(p∼2 +64)
.

Знак ∼ означає, що p є комплексною змiнною з додатною дiйсною частиною.

II спосiб. Пiдключаємо пакет inttrans за допомогою команди

> with(inttrans);

У перелiку команд, якi з’являються на екранi, нас цiкавить команда

laplace. Параметри вводу цiєї команди є такими:

> laplace(f(t), t, p);

У цьому записi f(t) – оригiнал, зображення якого потрiбно знайти, t – змiнна,

вiд якої залежить оригiнал, p – змiнна, вiдносно якої записується результат

перетворення.

Набираючи у робочому полi Maple

> laplace((sin(4*t))∧4, t, p);

одержуємо шукане зображення:

6144

p(p2 + 256)(p2 + 64)
.

Отже,

sin4 4t→ 6144

p(p2 + 256)(p2 + 64)
. I

Для вiдшукання зображення деякого оригiнала у системi Mathcad на па-

нелi iнструментiв Symbolic натискаємо кнопку laplace, пiсля чого у робочiй

областi з’явиться шаблон

� laplace, � → .

Злiва вiд команди laplace потрiбно ввести формулу оригiнала, зображення

якого шукаємо, а справа – змiнну iнтегрування у iнтегралi Лапласа.
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Приклад 7.2. Знайти зображення оригiналiв (t2+1) cos 3t i (t2+3t)e4t

засобами Mathcad.

Розв’язання. У робочому полi Mathcad набираємо наступнi команди:

(t2 + 1) · cos(3 · t) laplace, t → −6

(s2 + 9)2
· s+ 8 · s3

(s2 + 9)3
+

s

s2 + 9

(t2 + 3 · t) · e4·t laplace, t → 3 · s− 10

(s− 4)3
.

З правої частини отриманих спiввiдношень маємо шуканi зображення, тобто

(t2 + 1) cos 3t→ −6p

(p2 + 9)2
+

8p3

(p2 + 9)3
+

p

p2 + 9
, (t2 + 3t)e4t → −10 + 3p

(p− 4)3
. I

У системi Mathematica для знаходження зображення оригiнала передба-

чена функцiя LaplaceTransform.

Приклад 7.3. Знайти зображення оригiналiв 2t−3 i 3t sin 2t засобами

Mathematica.
Розв’язання. Використовуючи функцiю LaplaceTransform, одержуємо

LaplaceTransform[2 ∗ t− 3, t, p]LaplaceTransform[2 ∗ t− 3, t, p]LaplaceTransform[2 ∗ t− 3, t, p]

2
p2 −

3
p

LaplaceTransform[3 ∗ t ∗ Sin[2 ∗ t], t, p]LaplaceTransform[3 ∗ t ∗ Sin[2 ∗ t], t, p]LaplaceTransform[3 ∗ t ∗ Sin[2 ∗ t], t, p]
12p

(4+p2)
2 .

Отже,

2t− 3 → 2

p2
− 3

p
, 3t sin 2t→ 12p

(4 + p2)2
. I

За допомогою систем комп’ютерної математики можна знаходити також

зображення кусково-неперервних функцiй.

Приклад 7.4. Засобами Maple знайти зображення оригiналу

f(t) =



sin t, якщо 0 6 t < π
2 ,

2
π(π − t), якщо π

2 6 t < 3π
2 ,

sin 2t, якщо 3π
2 6 t < 2π,

0, якщо t > 2π.
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Розв’язання. I спосiб. Потрiбне зображення знаходимо, використовуючи

формулу (7.1) та адитивнiсть iнтеграла Лапласа:

> restart;

> A:=int(exp(-p*t)*sin(t), t=0..Pi/2):

> B:=int(exp(-p*t)*2/Pi*(Pi-t), t=Pi/2..3*Pi/2):

> C:=int(exp(-p*t)*sin(2*t), t=3*Pi/2..2*Pi):

> A+B+C;

−−1 + pe(−
πp
2 )

p2 + 1
+
e(−

πp
2 )πp− 2e(−

πp
2 ) + e(−

3πp
2 )πp+ 2e(−

3πp
2 )

p2π

−
2
(
e(

πp
2 ) + 1

)
e(−2πp)

p2 + 4
.

II спосiб. Використовуємо пакет inttrans та функцiю Heaviside:

> with(inttrans):

> laplace((Heaviside(t)-Heaviside(t-Pi/2))*sin(t)+

(Heaviside(t-Pi/2)- Heaviside(t-3*Pi/2))*2/Pi*(Pi-t)+

(Heaviside(t-3*Pi/2)-Heaviside(t-2*Pi))*sin(2*t),t,p);

−
2
(
e(−

3πp
2 ) + e(−2πp)

)
p2 + 4

+
2
(
e(

−3πp
2 ) − e(−

πp
2 )
)

πp2
+

1− pe(−
πp
2 )

p2 + 1
+
e(

−3πp
2 ) + e(−

πp
2 )

p
.

Отже,

f(t) → −2

p2 + 4

(
e−

3πp
2 + e−2πp

)
+

2

πp2

(
e

−3πp
2 − e−

πp
2

)
+

+
1− pe−

πp
2

p2 + 1
+

1

p

(
e

−3πp
2 + e−

πp
2

)
. I

Покажемо тепер, як засобами систем комп’ютерної математики можна

знайти зображення заданого оригiналу.
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6

-
O tτ

τ

2τ 4τ

f(t)

Рис. 12
Приклад 7.5. Знайти зображення оригiнала f(t), графiк якого зобра-

жений на рис. 12.

Розв’язання. Функцiя f(t) є перiодичною з перiодом T = 2τ. На iнтервалi

(0, 2τ) вона задається формулою

f0(t) =

t, якщо 0 < t < τ,

2τ − t, якщо τ < t < 2τ.

Знайдемо зображення оригiнала f0(t) у системах Mathematica, Maple та

Mathcad.

У пакетi Mathematica маємо:

F = Integrate[t ∗ Exp[(−p) ∗ t], {t, 0, τ}]+F = Integrate[t ∗ Exp[(−p) ∗ t], {t, 0, τ}]+F = Integrate[t ∗ Exp[(−p) ∗ t], {t, 0, τ}]+

Integrate[(2 ∗ τ − t) ∗ Exp[(−p) ∗ t], {t, τ, 2 ∗ τ}]Integrate[(2 ∗ τ − t) ∗ Exp[(−p) ∗ t], {t, τ, 2 ∗ τ}]Integrate[(2 ∗ τ − t) ∗ Exp[(−p) ∗ t], {t, τ, 2 ∗ τ}]
e−2pτ (1+epτ (−1+pτ))

p2 + 1−e−pτ (1+pτ)
p2

FullSimplify[F ]FullSimplify[F ]FullSimplify[F ]
e−2pτ (−1+epτ )

2

p2 .

Засобами Maple одержуємо:

> F1:=Int(t*exp(-p*t), t=0..tau)=int(t*exp(-p*t), t=0..tau);

F1 :=

τ∫
0

te(−pt)dt = −−1 + e(−pτ) + e(−pτ)pτ

p2

> F2:=Int((2*tau-t)*exp(-p*t), t=tau..2*tau)=

int((2*tau-t)*exp(-p*t), t=tau..2*tau);

F2 :=

2τ∫
τ

(2τ − t)e(−pt)dt =
e(−pτ)pτ − e(−pτ) + e(−2pτ)

p2
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> collect(F1+F2, p);

τ∫
0

te(−pt)dt+

2τ∫
τ

(2τ − t)e(−pt)dt =
1− 2e(−pτ) + e(−2pτ)

p2
.

У Mathcad з панелi iнструментiв Calculus введемо iнтеграли, якi потрiбно

знайти:

F(p) :=

τ∫
0

t · e−p·tdt+

2·τ∫
τ

(2 · τ − t) · e−p·tdt simplify

→
−
[
2 · e(−τ)·p − 1− e(−2)·τ ·p]

p2

F(p) collect,p → (−2) · e(−τ)·p + 1+ e(−2)·τ ·p

p2
.

В усiх системах комп’ютерної математики отримали однаковий результат:

f0(t) →
e−2pτ(epτ − 1)2

p2
.

Враховуючи тепер формулу (2.7), одержуємо зображення F (p) оригiналу

f(t):

F (p) =
e−2pτ(1− epτ)2

p2(1− e−2pτ)
. I

Засобами математичного пакету Maple зручно знаходити зображення ди-

ференцiальних виразiв.

Приклад 7.6. Знайти зображення диференцiального виразу

xIV(t)− 5x′′′(t)− 4x′′(t) + 2x′(t)− x(t) + 8,

якщо x(0) = 5, x′(0) = 0, x′′(0) = −1, x′′′(0) = 2.

Розв’язання. Вiдшукання потрiбного зображення в Maple можна реалiзу-

вати, наприклад, за допомогою таких команд:

> with(inttrans):

> ode :=diff(x(t), t$4)-5*diff(x(t), t$3)-4*diff(x(t), t$2)+
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2*diff(x(t), t)-x(t)+8;

ode :=

(
d4

dt4
x(t)

)
− 5

(
d3

dt3
x(t)

)
− 4

(
d2

dt2
x(t)

)
+ 2

(
d

dt
x(t)

)
− x(t) + 8

> F:=laplace(ode, t, p):

> subs({x(0)=5, D(x)(0)=0, (D@@2)(x)(0)=-1, (D@@3)(x)(0)=2,

laplace(x(t), t,p) = X(p)} ,F) ;

p4X(p)− 17 + 21p− 5p3 − 5p3X(p) + 25p2 − 4p2X(p) + 2pX(p)−X(p) +
8

p

> collect(%, X(p));

(p4 − 5p3 − 4p2 + 2p− 1)X(p)− 17 + 21p− 5p3 + 25p2 +
8

p
. I

Покажемо тепер, як засобами систем комп’ютерної математики можна

реалiзувати теорему Бореля (теорема 3.3) для знаходження зображення за-

даного оригiнала.

Приклад 7.7. Знайти зображення оригiналу sin t cos3 t.

Розв’язання. У пакетi Mathematica алгоритм знаходження зображення мо-

же бути таким:

f1 = Sin[t];f1 = Sin[t];f1 = Sin[t];

f2 = Cos[t]∧3;f2 = Cos[t]∧3;f2 = Cos[t]∧3;

F1 = LaplaceTransform[f1, t, q];F1 = LaplaceTransform[f1, t, q];F1 = LaplaceTransform[f1, t, q];

F2 = LaplaceTransform[f2, t, q];F2 = LaplaceTransform[f2, t, q];F2 = LaplaceTransform[f2, t, q];

F1 = F1/.q → p− q;F1 = F1/.q → p− q;F1 = F1/.q → p− q;

F = F1 ∗ F2F = F1 ∗ F2F = F1 ∗ F2
q(7+q2)

(1+(p−q)2)(9+10q2+q4)

R1 = Residue[F, {q, p− I}];R1 = Residue[F, {q, p− I}];R1 = Residue[F, {q, p− I}];

R2 = Residue[F, {q, p+ I}];R2 = Residue[F, {q, p+ I}];R2 = Residue[F, {q, p+ I}];

−FullSimplify[R1 + R2]−FullSimplify[R1 + R2]−FullSimplify[R1 + R2]
10+p2

64+20p2+p4 .

Оскiльки показники зростання функцiй sin t i cos3 t дорiвнюють нулю,

то iнтегрування можна проводити по будь-якiй вертикальнiй прямiй, що ле-
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жить у правiй пiвплощинi. Знак мiнус в останньому рядку вводу означає, що

вiдповiдний контур iнтегрування береться проти руху годинникової стрiлки.

Зауважимо, що коренi многочлена q4+10q2+9 є уявними (q = ±3i, q = ±i),

тобто лежать лiвiше прямої iнтегрування.

У Maple маємо таку послiдовнiсть команд:

> with(inttrans):

> f1:=sin(t):

> f2 := (cos(t))∧3 :

> F1:=laplace(f1, t, q):

> F2:=laplace(f2, t, q):

> F1:=subs(q=p-q, F1):

> F:=F1*F2;

F :=
q(7 + q2)

((p− q)2 + 1)(q2 + 1)(q2 + 9)

> R1:=residue(F, q=p-I):

> R2:=residue(F, q=p+I):

> simplify(factor(-(R1+R2)));

p2 + 10

(p2 + 16)(4 + p2)
.

Отже,

sin t cos3 t→ p2 + 10

(p2 + 16)(4 + p2)
. I

Покажемо тепер, як у системах комп’ютерної математики можна знайти

оригiнал за вiдомим зображенням.

Приклад 7.8. Знайти оригiнал за вiдомим зображенням

p2 + 1

(p+ 1)2(p− 1)
.

Розв’язання. Аналiтичний метод знаходження цього оригiнала описаний у

§4.3.

У системi Maple шуканий оригiнал знаходимо за допомогою наступних

команд:
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> with(inttrans):

> invlaplace((p∧2+ 1)/((p+ 1)∧2 ∗ (p− 1)),p, t);

t sinh(t)− coth(t)(−1 + t).

Бачимо, що результат виводиться через гiперболiчнi функцiї (sinh(t) – це

гiперболiчний синус sh t, а cosh(t) – гiперболiчний косинус ch t).

Розв’язання цiєї задачi в Mathematica здiйснюється за допомогою опера-

тора InverseLaplaceTransform. Отже,

f = InverseLaplaceTransform[(p∧2 + 1)/((p+ 1)∧2 ∗ (p− 1)), p, t]f = InverseLaplaceTransform[(p∧2 + 1)/((p+ 1)∧2 ∗ (p− 1)), p, t]f = InverseLaplaceTransform[(p∧2 + 1)/((p+ 1)∧2 ∗ (p− 1)), p, t]

1
2e

−t
(
1 + e2t − 2t

)
.

Тепер шуканий оригiнал знайдений у зручнiшому виглядi.

Процес вiдшукання оригiнала за вiдомим зображенням в Mathcad реалi-

зуємо за допомогою команди invlaplace з панелi iнструментiв Symbolic:

p2 + 1

(p+ 1)2 · (p− 1)
invlaplace,p → (−t) · e−t +

1

2
· e−t +

1

2
· et.

Отже,
p2 + 1

(p+ 1)2(p− 1)
→ e−t

2

(
1 + e2t − 2t

)
. I

Оригiнали за вiдомим зображення можна шукати також, використовуючи

теореми розвинення (§ 4.3). Покажемо, як цей метод може бути реалiзований

у системах комп’ютерної математики Maple та Mathematica.

Приклад 7.9. Знайти оригiнал за вiдомим зображенням

1

(p+ 1)3(p2 + 4p− 5)2
.

Розв’язання. Спочатку в Maple знаходимо полюси функцiї F (p) :

> F(p) := 1/((p+ 1)∧3 ∗ (p∧2+ 4 ∗ p− 5)∧2);

F (p) :=
1

(p+ 1)3(p2 + 4p− 5)2

> S:=[solve(1/F(p), p)];

S := [−1,−1,−1, 1,−5, 1,−5].
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Далi знаходимо лишки функцiї eptF (p) у полюсах p1,2,3 = −1, p4,5 = 1,

p6,7 = −5:

> A:=residue(exp(p*t)*F(p), p=S[1]):

> B:=residue(exp(p*t)*F(p), p=S[4]):

> C:=residue(exp(p*t)*F(p), p=S[5]):

> simplify(A+B+C);

1

128
e(−t)t2+

7

1024
e(−t)+

1

128
te(−t)+

1

288
tet− 11

1728
et− 1

2304
e(−5t)t− 13

27648
e(−5t).

Такий самий результат, тiльки записаний у дещо iншому виглядi, одер-

жуємо, використовуючи команду invlaplace:

> invlaplace(F(p), p, t);

1

1024
e(−t)(8t+ 7 + 8t2)− 1

27648
e(−5t)(13 + 12t) +

1

1728
et(6t− 11).

Отже,
1

(p+ 1)3(p2 + 4p− 5)2
→ 1

1024
e−t(8t2 + 8t+ 7)−

− 1

27648
e−5t(12t+ 13) +

1

1728
et(6t− 11). I

Приклад 7.10. Знайти оригiнал, що вiдповiдає зображенню

p2 + 3p+ 7

(p3 + 2p2 + 4p+ 7)3(p2 + p+ 3)2
.

Розв’язання. Задачу розв’яжемо за допомогою пакету Mathematica:

P = p∧2 + 3 ∗ p+ 7;P = p∧2 + 3 ∗ p+ 7;P = p∧2 + 3 ∗ p+ 7;

Q = Product[(p− p[i])∧3, {i, 1, 3}]∗Q = Product[(p− p[i])∧3, {i, 1, 3}]∗Q = Product[(p− p[i])∧3, {i, 1, 3}]∗

Product[(p− p[i])∧2, {i, 4, 5}];Product[(p− p[i])∧2, {i, 4, 5}];Product[(p− p[i])∧2, {i, 4, 5}];

W = Sum[Residue[P/Q ∗ Exp[p ∗ t], {p, p[i]}], {i, 1, 5}];W = Sum[Residue[P/Q ∗ Exp[p ∗ t], {p, p[i]}], {i, 1, 5}];W = Sum[Residue[P/Q ∗ Exp[p ∗ t], {p, p[i]}], {i, 1, 5}];

S = NSolve[p∧3 + 2 ∗ p∧2 + 4 ∗ p+ 7, p];S = NSolve[p∧3 + 2 ∗ p∧2 + 4 ∗ p+ 7, p];S = NSolve[p∧3 + 2 ∗ p∧2 + 4 ∗ p+ 7, p];

SS = NSolve[p∧2 + p+ 3, p];SS = NSolve[p∧2 + p+ 3, p];SS = NSolve[p∧2 + p+ 3, p];

S1 = Table[Replace[p,Part[Flatten[S], i]], {i, 1, 3}];S1 = Table[Replace[p,Part[Flatten[S], i]], {i, 1, 3}];S1 = Table[Replace[p,Part[Flatten[S], i]], {i, 1, 3}];

SS1 = Table[Replace[p,Part[Flatten[SS], i]], {i, 1, 2}];SS1 = Table[Replace[p,Part[Flatten[SS], i]], {i, 1, 2}];SS1 = Table[Replace[p,Part[Flatten[SS], i]], {i, 1, 2}];
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R = Table[p[i] → S1[[i]], {i, 1, 3}];R = Table[p[i] → S1[[i]], {i, 1, 3}];R = Table[p[i] → S1[[i]], {i, 1, 3}];

RR = Table[p[i+ 3] → SS1[[i]], {i, 1, 2}];RR = Table[p[i+ 3] → SS1[[i]], {i, 1, 2}];RR = Table[p[i+ 3] → SS1[[i]], {i, 1, 2}];

R1 = Union[R,RR];R1 = Union[R,RR];R1 = Union[R,RR];

f = W/.R1;f = W/.R1;f = W/.R1;

f = Simplify[ComplexExpand[f ]]f = Simplify[ComplexExpand[f ]]f = Simplify[ComplexExpand[f ]]

e−2.43318t
((
0.0022909 + 2.61386× 10−19i

)
e0.566815t+(

0.00173473 + 2.48262× 10−21i
)
e0.566815tt+(

0.000336234− 8.2742× 10−21i
)
e0.566815tt2 + e1.93318t

((−0.046875 + 0.i)− (0.00852273 + 0.i)t)Cos[1.65831t]−

(0.00127673 + 0.i)e2.36637t
((
−5.59554− 1.51424× 10−15i

)
+ t
)((

6.2408− 1.20321× 10−15i
)
+ t
)
Cos[1.93549t] +

(0.0428283 + 0.i)e1.93318tSin[1.65831t] +

(0.00942223 + 0.i)e1.93318ttSin[1.65831t]−

(0.0411233 + 0.i)e2.36637tSin[1.93549t] +(
0.0182154− 7.58942× 10−19i

)
e2.36637ttSin[1.93549t]−

(0.00113343 + 0.i)e2.36637tt2Sin[1.93549t]
)
.

У цьому випадку за допомогою команди InverseLaplaceTransform зна-

йти оригiнал не вдасться. I

§7.2. Розв’язування прикладних задач операцiйного числення

засобами математичних пакетiв Mathematica, Maple та Mathcad

У цьому параграфi покажемо, як, використовуючи системи комп’ютерної

математики, можна розв’язувати деякi прикладнi задачi операцiйного числе-

ння.

Приклад 7.11. Обчислити невласний iнтеграл

+∞∫
0

1− cosxt

t2
dt.
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Розв’язання. У системi Maple алгоритм розв’язування реалiзується за до-

помогою наступних команд:

> with(inttrans):

> f := int((1− cos(x ∗ t))/t∧2, t = 0..infinity) :

> F:=laplace(f, x, p);

F :=
π

2p2

> invlaplace(F, p, x);
xπ

2
.

Той самий невласний iнтеграл засобами Mathcad знаходимо таким чином:
∞∫
0

1− cos(x · t)
t2

dt laplace,x → 1

2
· π
s2

1

2
· π
s2

invlaplace, s → 1

2
· π · t.

Нагадаємо, що команди � laplace,� → та � invlaplace,� → потрiбно

вибрати з панелi iнструментiв Symbolic.

У системi Mathematica заданий iнтеграл знаходимо за допомогою команд

f =
∫∞
0 (1− Cos[x ∗ t])/(t∧2) dt;f =
∫∞
0 (1− Cos[x ∗ t])/(t∧2) dt;f =
∫∞
0 (1− Cos[x ∗ t])/(t∧2) dt;

F = LaplaceTransform[f, x, p]F = LaplaceTransform[f, x, p]F = LaplaceTransform[f, x, p]

π

2p2

InverseLaplaceTransform[F, p, x]InverseLaplaceTransform[F, p, x]InverseLaplaceTransform[F, p, x]

πx

2
.

Отже,
+∞∫
0

1− cosxt

t2
dt =

πx

2
. I

Методи розв’язування звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь

iз сталими коефiцiєнтами розглядались у §5.2. Використовуючи системи

комп’ютерної математики, наведемо приклади розв’язування таких рiвнянь.
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Приклад 7.12. Знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t) + 2x′(t) + 5x(t) = sin t, x(0) = 0, x′(0) = 1.

Розв’язання. У системi Maple розв’язок заданої задачi Кошi можна знайти

за допомогою команди dsolve, вказавши при цьому метод розв’язування:

> A1:=(D@@2)(x)(t)+2*D(x)(t)+5*x(t)=sin(t):

> A2:=x(0)=0,D(x)(0)=1:

> dsolve({A1,A2}, x(t), method=laplace);

x(t) = − 1

10
cos(t) +

1

5
sin(t) +

1

20
e(−t)(2 cos(2t) + 9 sin(2t)).

Однак, в результатi отримали розв’язок без явного застосування перетво-

рення Лапласа. Для того, щоб "побачити" роботу команди dsolve, потрiбно

ввести перед оператором dsolve команди:

> trace(dsolve):

> printlevel:=n:

де n – цiле число вiд 1 до 1000. Якщо n змiнюється вiд 1 до 5, то

на екран виводиться iнформацiя про цю команду, якщо вiд 6 до 10, то

виводиться iнформацiя про вкладену команду першого рiвня i т.д. Команда

printlevel:=1000 виводить iнформацiю про роботу всiх вкладених команд.

По замовчуванню printlevel:=1, тобто на екран з’являється результат

тiльки безпосередньо введеної команди, у даному випадку команди dsolve.

Цю саму задачу у Maple можна розв’язати також за допомогою пакету

inttrans:

> with(inttrans):

> f:=(D@@2)(x)(t)+2*D(x)(t)+5*x(t)=sin(t):

> F:=laplace(f, t, p):

> F1:=subs({x(0)=0, D(x)(0)=1, laplace(x(t), t, p)=X(p)}, F);

F1 := p2X(p)− 1 + 2pX(p) + 5X(p) =
1

p2 + 1
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> X(p):=solve(F1, X(p));

X(p) :=
p2 + 2

p4 + 6p2 + 2p3 + 2p+ 5

> x(t):=invlaplace(X(p), p, t);

x(t) := − 1

10
cos(t) +

1

5
sin(t) +

1

20
e(−t)(2 cos(2t) + 9 sin(2t)).

Задану задачу Кошi, використовуючи методи операцiйного числення, роз-

в’яжемо у системi Mathematica:

x[0] = 0;x[0] = 0;x[0] = 0;

x′[0] = 1;x′[0] = 1;x′[0] = 1;

l = x′′[t] + 2 ∗ x′[t] + 5 ∗ x[t]− Sin[t];l = x′′[t] + 2 ∗ x′[t] + 5 ∗ x[t]− Sin[t];l = x′′[t] + 2 ∗ x′[t] + 5 ∗ x[t]− Sin[t];

L = LaplaceTransform[l, t, p]L = LaplaceTransform[l, t, p]L = LaplaceTransform[l, t, p]

−1− 1
1+p2 + 5LaplaceTransform[x[t], t, p]+

2pLaplaceTransform[x[t], t, p] + p2LaplaceTransform[x[t], t, p]

L = L/.LaplaceTransform[x[t], t, p] → XL = L/.LaplaceTransform[x[t], t, p] → XL = L/.LaplaceTransform[x[t], t, p] → X

−1− 1
1+p2 + 5X + 2pX + p2X

G = Solve[L==0, X]G = Solve[L==0, X]G = Solve[L==0, X]{{
X → 2+p2

(1+p2)(5+2p+p2)

}}
x = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[x = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[x = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[Replace[X,G[[1]]], p, t]]Replace[X,G[[1]]], p, t]]Replace[X,G[[1]]], p, t]]
1
20 (−2Cos[t] + 4Sin[t] + e−t(2Cos[2t] + 9Sin[2t])).

Отже, шуканим розв’язком є

x(t) = − 1

10
cos t+

1

5
sin t+

1

20
e−t(2 cos 2t+ 9 sin 2t). I

Надалi, розв’язуючи задачi методами операцiйного числення, використо-

вуватимемо тiльки системи Maple та Mathematica, оскiльки в Mathcad зру-

чнiше знаходити числовi розв’язки, а оператори символьного обчислення не

завжди дають потрiбний результат.

За допомогою математичних пакетiв Maple та Mathematica можна зна-

ходити розв’язки лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь iз сталими

коефiцiєнтами, права частина яких є кусково-неперервною функцiєю.
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Приклад 7.13. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

x′′(t) + 9x(t) = f(t),

який задовольняє початковi умови x(0) = 0, x′(0) = 1, де

f(t) =


t− 1, якщо 1 6 t < 2,

3− t, якщо 2 6 t < 3,

0, якщо t > 3.

Розв’язання. У системi Maple потрiбного результату досягаємо пiсля такої

послiдовностi команд:

> with(inttrans):

> f:=(D@@2)(x)(t)+9*x(t)=(t-1)*(Heaviside(t-1)-

Heaviside(t-2))+(3-t)*(Heaviside(t-2)-Heaviside(t-3)):

> F:=laplace(f, t, p);

F := p2 laplace(x(t), t, p)−D(x)(0)− px(0) + 9 laplace(x(t), t, p) =

e(−p) − 2e(−2p) + e(−3p)

p2

> F1:=subs({x(0)=0, D(x)(0)=1, laplace(x(t), t, p)=X(p)}, F);

F1(p) := p2X(p)− 1 + 9X(p) =
e(−p) − 2e(−2p) + e(−3p)

p2

> X(p):=solve(F1, X(p));

X(p) :=
p2 + e(−p) − 2e(−2p) + e(−3p)

p2(p2 + 9)

> x(t):=invlaplace(X(p), p, t);

x(t) :=
1

3
sin(3t) +

1

27
Heaviside(t− 1)(3t− 3− sin(3t− 3))−

2

27
Heaviside(t−2)(3t−6− sin(3t−6))+

1

27
Heaviside(t−3)(3t−9− sin(3t−9)).

Як бачимо, розв’язок рiвняння в системi Maple записується за допомогою

функцiї Гевiсайда.
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Аналогiчно ця задача розв’язується i у пакетi Mathematica, але замiсть

функцiї Гевiсайда Heaviside використовуємо оператор UnitStep:

a = UnitStep[t− 1];a = UnitStep[t− 1];a = UnitStep[t− 1];

b = UnitStep[t− 2];b = UnitStep[t− 2];b = UnitStep[t− 2];

c = UnitStep[t− 3];c = UnitStep[t− 3];c = UnitStep[t− 3];

l = x′′[t] + 9 ∗ x[t]− (t− 1) ∗ (a− b)− (3− t) ∗ (b− c);l = x′′[t] + 9 ∗ x[t]− (t− 1) ∗ (a− b)− (3− t) ∗ (b− c);l = x′′[t] + 9 ∗ x[t]− (t− 1) ∗ (a− b)− (3− t) ∗ (b− c);

L = LaplaceTransform[l, t, p]L = LaplaceTransform[l, t, p]L = LaplaceTransform[l, t, p]

3e−3p

p − 4e−2p

p + e−p

p − e−p(1+p)
p2 + 2e−2p(1+2p)

p2 − e−3p(1+3p)
p2 +

9LaplaceTransform[x[t], t, p] + p2LaplaceTransform[x[t], t, p]− px[0]− x′[0]

L = L/.{x[0] → 0, x′[0] → 1};L = L/.{x[0] → 0, x′[0] → 1};L = L/.{x[0] → 0, x′[0] → 1};

L = L/.(LaplaceTransform[x[t], t, p]) → XL = L/.(LaplaceTransform[x[t], t, p]) → XL = L/.(LaplaceTransform[x[t], t, p]) → X

−1 + 3e−3p

p − 4e−2p

p + e−p

p − e−p(1+p)
p2 + 2e−2p(1+2p)

p2 − e−3p(1+3p)
p2 + 9X + p2X

G = Solve[L == 0, X]G = Solve[L == 0, X]G = Solve[L == 0, X]{{
X → e−3p(1−2ep+e2p+e3pp2)

p2(9+p2)

}}
x = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[x = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[x = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[Replace[X,G[[1]]], p, t]]Replace[X,G[[1]]], p, t]]Replace[X,G[[1]]], p, t]]
1
27(9Sin[3t] + (−9 + 3t+ Sin[9− 3t])UnitStep[−3 + t]−

2(−6 + 3t+ Sin[6− 3t])UnitStep[−2 + t]+

(−3 + 3t+ Sin[3− 3t])UnitStep[−1 + t]).

Отже, розв’язком заданої задачi Кошi є

x(t) =
1

3
sin 3t+

1

27
θ(t− 1) (3t− 3− sin(3t− 3))−

− 2

27
θ(t− 2) (3t− 6− sin(3t− 6)) +

1

27
θ(t− 3) (3t− 9− sin(3t− 9)) ,

де θ(t− t0) – узагальнена функцiя Гевiсайда. I

Система комп’ютерної математики Maple дає можливiсть, використо-

вуючи теореми операцiйного числення, розв’язувати диференцiальнi рiвня-

ння iз степеневими коефiцiєнтами (див. п. 5.2.5).

Приклад 7.14. Знайти розв’язок рiвняння tx′′(t)+(t−1)x′(t)+x(t) = t2,

який задовольняє умову x(0) = 0.



§ 7.2. Розв’язування прикладних задач операцiйного числення 169

Розв’язання. У системi Maple маємо таку послiдовнiсть команд:

> with(inttrans):

> f := t ∗ (D@@2)(x)(t) + (t− 1) ∗D(x)(t) + x(t) = t∧2 :

> F:=laplace(f, t, p);

F := −3p laplace(x(t), t, p)− p2
(
∂

∂p
laplace(x(t), t, p)

)
+ 2x(0)−

p

(
∂

∂p
laplace(x(t), t, p)

)
=

2

p3

> F1:=subs({x(0)=0, laplace(x(t), t, p)=y(p)}, F);

F1(p) := −3py(p)− p2
(
d

dp
y(p)

)
− p

(
d

dp
y(p)

)
=

2

p3

> Y(p):=dsolve(F1, y(p)):

> Y:=rhs(Y(p)):

Y :=

2

3p3
+

2

p
+

2

p2
+ _C1

(p+ 1)3

> x(t):=invlaplace(Y, p, t);

x(t) :=
1

6
t2(2 + e(−t)(−2 + 3_C1)). I

Зауважимо, що в системi Mathematica рiвняння з прикладу 7.14 розв’я-

зати не можна, бо функцiя LaplaceTransform не перетворює вирази виду

tnx(n)(t). У цьому випадку маємо

l = t ∗ x′′[t] + (t− 1) ∗ x′[t] + x[t];l = t ∗ x′′[t] + (t− 1) ∗ x′[t] + x[t];l = t ∗ x′′[t] + (t− 1) ∗ x′[t] + x[t];

L = LaplaceTransform[l, t, p]L = LaplaceTransform[l, t, p]L = LaplaceTransform[l, t, p]

LaplaceTransform[x[t], t, p]− pLaplaceTransform[x[t], t, p]+

LaplaceTransform [tx′[t], t, p] + LaplaceTransform [tx′′[t], t, p] + x[0].

Як бачимо, система повертає вирази без змiн.

Системи комп’ютерної математики Mathematica i Maple дозволяють

розв’язувати деякi типи систем лiнiйних звичайних диференцiальних

рiвнянь.
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Приклад 7.15. Знайти розв’язок системи диференцiальних рiвняньx
′(t) = 2x(t) + 4y(t) + cos t,

y′(t) = −x(t)− 2y(t) + sin t,

який задовольняє початковi умови x(0) = −2, y(0) = 1.

Розв’язання. Засобами системи Mathematica знайдемо спочатку систему

операторних рiвнянь та розв’яжемо її, а потiм знайдемо оригiнали розв’язку

цiєї системи:

A = {{2, 4}, {−1,−2}};A = {{2, 4}, {−1,−2}};A = {{2, 4}, {−1,−2}};

f = {Cos[t], Sin[t]};f = {Cos[t], Sin[t]};f = {Cos[t], Sin[t]};

a = {−2, 1};n = 2;a = {−2, 1};n = 2;a = {−2, 1};n = 2;

T = Table[y[i]′[t]− Sum[A[[i, j]] ∗ y[j][t], {j, 1, n}]− f [[i]], {i, 1, n}];T = Table[y[i]′[t]− Sum[A[[i, j]] ∗ y[j][t], {j, 1, n}]− f [[i]], {i, 1, n}];T = Table[y[i]′[t]− Sum[A[[i, j]] ∗ y[j][t], {j, 1, n}]− f [[i]], {i, 1, n}];

T1 = Table[LaplaceTransform[T [[i]], t, p], {i, 1, n}];T1 = Table[LaplaceTransform[T [[i]], t, p], {i, 1, n}];T1 = Table[LaplaceTransform[T [[i]], t, p], {i, 1, n}];

b = Table[y[i][0] → a[[i]], {i, 1, n}];b = Table[y[i][0] → a[[i]], {i, 1, n}];b = Table[y[i][0] → a[[i]], {i, 1, n}];

T1 = T1/.bT1 = T1/.bT1 = T1/.b{
2− p

1+p2 − 2LaplaceTransform[y[1][t], t, p] + pLaplaceTransform[y[1][t], t, p]

−4LaplaceTransform[y[2][t], t, p],−1− 1
1+p2 +LaplaceTransform[y[1][t], t, p]+

2LaplaceTransform[y[2][t], t, p] + pLaplaceTransform[y[2][t], t, p]}

c = Array[d, n];c = Array[d, n];c = Array[d, n];

x = Table[LaplaceTransform[y[i][t], t, p] → c[[i]], {i, 1, n}];x = Table[LaplaceTransform[y[i][t], t, p] → c[[i]], {i, 1, n}];x = Table[LaplaceTransform[y[i][t], t, p] → c[[i]], {i, 1, n}];

T1 = T1/.x;T1 = T1/.x;T1 = T1/.x;

T2 = Table[T1[[i]] == 0, {i, 1, n}];T2 = Table[T1[[i]] == 0, {i, 1, n}];T2 = Table[T1[[i]] == 0, {i, 1, n}];

R = Solve[T2, c]R = Solve[T2, c]R = Solve[T2, c]{{
d[1] → −−4−p2+2p3

p2(1+p2) , d[2] → − 2−p−p3

p2(1+p2)

}}
X = c/.R[[1]];X = c/.R[[1]];X = c/.R[[1]];

x = FullSimplify[Table[InverseLaplace Transform[X[[i]], p, t], {i, 1, n}]]x = FullSimplify[Table[InverseLaplace Transform[X[[i]], p, t], {i, 1, n}]]x = FullSimplify[Table[InverseLaplace Transform[X[[i]], p, t], {i, 1, n}]]

{4t− 2Cos[t]− 3Sin[t], 1− 2t+ 2Sin[t]}.

Використовуючи систему Maple, одержуємо:

> with(inttrans):

> A:={D(x)(t)-2*x(t)-4*y(t)-cos(t)=0,
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D(y)(t)+x(t)+2*y(t)-sin(t)=0}:

> B:=laplace(A, t, p):

> B1:=subs({x(0)=-2, y(0)=1}, B):

> B2:=subs({laplace(x(t),t,p)=X(p),laplace(y(t),t,p)=Y(p)},B1);

B2 := {pX(p) + 2− 2X(p)− 4Y (p)− p

p2 + 1
= 0,

pY (p)− 1 +X(p) + 2Y (p)− 1

p2 + 1
= 0}

> L:=solve(B2, {X(p), Y(p)});

L :=

{
Y (p) =

−2 + p+ p3

p2(p2 + 1)
, X(p) = −2p3 − p2 − 4

p2(p2 + 1)

}
> l:=invlaplace(L, p, t):

> x(t):=rhs(l[2]);

x(t) := 4t− 2 cos(t)− 3 sin(t)

> y(t):=rhs(l[1]);

y(t) := −2t+ 2 sin(t) + 1.

Отже, розв’язком заданої задачi Кошi є

x(t) = 4t− 2 cos t− 3 sin t, y(t) = 1− 2t+ 2 sin t. I

Системи символьної математики дозволяють також розв’язувати опера-

цiйними методами iнтегральнi рiвняння типу згортки (§ 5.6).

Приклад 7.16. Знайти розв’язок iнтегрального рiвняння

f(t) = t+ 2

t∫
0

(
(t− τ)− sin(t− τ)

)
f(τ)dτ.

Розв’язання. Оскiльки перетворення Лапласа згiдно з теоремою 3.3 пере-

водить згортку оригiналiв

k(t) ∗ f(t) =
t∫

0

((t− τ)− sin(t− τ))f(τ)dτ
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у добуток зображень, алгоритм розв’язування цього рiвняння в системi

Mathematica може бути таким:

k = t− Sin[t];k = t− Sin[t];k = t− Sin[t];

φ = t;φ = t;φ = t;

K = LaplaceTransform[k, t, p];K = LaplaceTransform[k, t, p];K = LaplaceTransform[k, t, p];

Ψ = FullSimplify[K/(1− 2 ∗K)]Ψ = FullSimplify[K/(1− 2 ∗K)]Ψ = FullSimplify[K/(1− 2 ∗K)]

1
−2+p2+p4

Φ = LaplaceTransform[φ, t, p];Φ = LaplaceTransform[φ, t, p];Φ = LaplaceTransform[φ, t, p];

F = Φ+ 2 ∗Ψ ∗ ΦF = Φ+ 2 ∗Ψ ∗ ΦF = Φ+ 2 ∗Ψ ∗ Φ
1
p2 +

2
p2(−2+p2+p4)

f = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[F, p, t]]f = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[F, p, t]]f = FullSimplify[InverseLaplaceTransform[F, p, t]]

1
6

(√
2Sin

[√
2t
]
+ 4Sinh[t]

)
.

Дещо простiше задане рiвняння можна розв’язати засобами Maple. Це

досягається такою послiдовнiстю команд:

> with(inttrans):

> K:=laplace(t-sin(t), t, p);

K :=
1

p2(p2 + 1)

> F:=laplace(t,t,p);

F :=
1

p2

> X(p):=solve(X-F-2*K*X, X);

X(p) :=
p2 + 1

p4 + p2 − 2

> invlaplace(X(p), p, t);

1

6

√
2 sin(

√
2t) +

2

3
sinh(t).

Отже, розв’язком заданого iнтегрального рiвняння другого роду є фун-

кцiя

x(t) =

√
2

6
sin

√
2t+

2

3
sh t. I
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У системi Maple за допомогою пакету лiнiйної алгебри linalg можна реа-

лiзувати алгоритм розв’язування системи iнтегральних рiвнянь другого роду

типiв згортки.

Приклад 7.17. Знайти розв’язок системи iнтегральних рiвнянь
x(t) +

t∫
0

cos(t− τ)x(τ)dτ +

t∫
0

sin(t− τ)y(τ)dτ = (1 + t) sin t,

y(t) +

t∫
0

sin(t− τ)x(τ)dτ +

t∫
0

cos(t− τ)y(τ)dτ = cos t+ sin t.

Розв’язання. Для зручностi позначимо

f1(t) = (1 + t) sin t, f2(t) = cos t+ sin t,

k11(t) = cos t, k12(t) = sin t, k21(t) = sin t, k22(t) = cos t.

Тодi послiдовнiсть команд у Maple може бути такою:

> with(inttrans):

> with(linalg):

> k[1,1]:=cos(t):

> k[1,2]:=sin(t):

> k[2,1]:=sin(t):

> k[2,2]:=cos(t):

> K:=matrix(2,2,[[laplace(k[1,1], t, p), laplace(k[1,2], t, p)],

[laplace(k[2,1], t, p), laplace(k[2,2], t, p)]]);

> E:=diag(1,1):

> K1:=inverse(K+E):

> f[1]:=sin(t)*(1+t):

> f[2]:=sin(t)+cos(t):

> F:=vector(2, [laplace(f[1], t, p),laplace(f[2], t, p)]):

> X0:=simplify(evalm(K1.F)):

> X:=invlaplace(X0[1], p, t);

X := sin(t)
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> Y:=invlaplace(X0[2], p, t);

Y := cos(t).

Отже, x(t) = sin t, y(t) = cos t – розв’язок заданої системи. I

У §5.5 показане застосування методiв операцiйного числення до розв’язу-

вання рiвнянь з частинними похiдними гiперболiчного та параболiчного типу.

Покажемо, як цi методи реалiзувати у системах комп’ютерної математики.

Приклад 7.18. Знайти розв’язок хвильового рiвняння

a2
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= 0,

який задовольняє початковi умови

u(x, t)|t=0 = sin
nπx

l
,

∂U(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= sin
kπx

l

та крайовi умови u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.

Розв’язання. У системi Mathematica послiдовнiсть команд для знаходження

розв’язку задачi може бути такою:

L1 = a∧2 ∗D[u[x, t], {x, 2}]−D[u[x, t], {t, 2}];L1 = a∧2 ∗D[u[x, t], {x, 2}]−D[u[x, t], {t, 2}];L1 = a∧2 ∗D[u[x, t], {x, 2}]−D[u[x, t], {t, 2}];

L2 = LaplaceTransform[L1, t, p];L2 = LaplaceTransform[L1, t, p];L2 = LaplaceTransform[L1, t, p];

L3 = L2/.{LaplaceTransform[u[x, t], t, p] → U [x, p],L3 = L2/.{LaplaceTransform[u[x, t], t, p] → U [x, p],L3 = L2/.{LaplaceTransform[u[x, t], t, p] → U [x, p],

LaplaceTransform[D[u[x, t], {x, 2}], t, p] →LaplaceTransform[D[u[x, t], {x, 2}], t, p] →LaplaceTransform[D[u[x, t], {x, 2}], t, p] →

D[U [x, p], {x, 2}], u[x, 0] → Sin[n ∗ Pi ∗ x/l],D[U [x, p], {x, 2}], u[x, 0] → Sin[n ∗ Pi ∗ x/l],D[U [x, p], {x, 2}], u[x, 0] → Sin[n ∗ Pi ∗ x/l],

(D[u[x, t], t]/.t→ 0) → Sin[k ∗ Pi ∗ x/l]}(D[u[x, t], t]/.t→ 0) → Sin[k ∗ Pi ∗ x/l]}(D[u[x, t], t]/.t→ 0) → Sin[k ∗ Pi ∗ x/l]}

Sin
[
kπx
l

]
+ pSin

[
nπx
l

]
− p2U [x, p] + a2U (2,0)[x, p]

L4 = LaplaceTransform[L3, x, q]L4 = LaplaceTransform[L3, x, q]L4 = LaplaceTransform[L3, x, q]

−p2LaplaceTransform[U [x, p], x, q] +

√
k2

l2
l2πSign[k]

k2π2Sign[l]+l2q2Sign[l] +
l2
√

n2

l2
pπSign[n]

n2π2Sign[l]+l2q2Sign[l]+

a2
(
q2LaplaceTransform[U [x, p], x, q]− qU [0, p]− U (1,0)[0, p]

)
L4 = FullSimplify[L4,L4 = FullSimplify[L4,L4 = FullSimplify[L4,Element[n, Integers]&&Element[k, Integers]&&l > 0];Element[n, Integers]&&Element[k, Integers]&&l > 0];Element[n, Integers]&&Element[k, Integers]&&l > 0];

L5 = L4/.LaplaceTransform[U [x, p], x, q] → Y ;L5 = L4/.LaplaceTransform[U [x, p], x, q] → Y ;L5 = L4/.LaplaceTransform[U [x, p], x, q] → Y ;

L5 = L5/.(D[U [x, p], x]/.x→ 0) → T ;L5 = L5/.(D[U [x, p], x]/.x→ 0) → T ;L5 = L5/.(D[U [x, p], x]/.x→ 0) → T ;
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R = Solve[L5 == 0, Y ];R = Solve[L5 == 0, Y ];R = Solve[L5 == 0, Y ];

U1 = Replace[Y,R[[1]]];U1 = Replace[Y,R[[1]]];U1 = Replace[Y,R[[1]]];

U2 = InverseLaplaceTransform[U1, q, x];U2 = InverseLaplaceTransform[U1, q, x];U2 = InverseLaplaceTransform[U1, q, x];

U2 = Simplify[U2];U2 = Simplify[U2];U2 = Simplify[U2];

U3 = U2/.x→ 0;U3 = U2/.x→ 0;U3 = U2/.x→ 0;

U4 = U2/.x→ l;U4 = U2/.x→ l;U4 = U2/.x→ l;

U4 = FullSimplify[U4,U4 = FullSimplify[U4,U4 = FullSimplify[U4,Element[n, Integers]&&Element[k, Integers]&&l > 0];Element[n, Integers]&&Element[k, Integers]&&l > 0];Element[n, Integers]&&Element[k, Integers]&&l > 0];

R1 = Solve[{U3 == 0,U4 == 0}, {U [0, p], T}];R1 = Solve[{U3 == 0,U4 == 0}, {U [0, p], T}];R1 = Solve[{U3 == 0,U4 == 0}, {U [0, p], T}];

U2 = U2/.R1[[1]];U2 = U2/.R1[[1]];U2 = U2/.R1[[1]];

U2 = Simplify[U2];U2 = Simplify[U2];U2 = Simplify[U2];

U = InverseLaplaceTransform[U2, p, t]U = InverseLaplaceTransform[U2, p, t]U = InverseLaplaceTransform[U2, p, t]
lSin[akπtl ]Sin[kπxl ]

akπ + Cos
[
anπt
l

]
Sin
[
nπx
l

]
.

У цьому алгоритмi двiчi застосовано операцiйне числення – за змiнною

t та за змiнною x. У другому випадку невiдомi U [0, p] та U (1,0)[0, p] знахо-

дили з крайових умов. Остаточний результат отриманий з використанням

оберненого перетворення Лапласа.

Розв’яжемо цю задачу засобами Maple:

> with(inttrans):

> assume(n::integer):

> assume(l>0):

> assume(k::integer):

> l1 := a∧2 ∗ diff(u(x, t),x$2)− diff(u(x, t), t$2) :

> L1:=laplace(l1,t,p):

> L2:=subs({laplace(u(x,t), t, p)=U(x),

D[2](u)(x,0)=sin(k*Pi*x/l), u(x,0)=sin(n*Pi*x/l)}, L1);

L2 := a2
(
d2

dx2
U(x)

)
− p2U(x) + sin

(
k∼ πx

l∼

)
+ p sin

(n∼ πx

l∼

)

> dsolve({L2, U(0)=0, U(l)=0}, U(x)):
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> U(x,p):=rhs(%);

U(x, p) :=

(
(p2l∼2 +n∼2 π2a2) sin

(
k∼πx
l∼
)
+ sin

(
n∼πx
l∼
)
p(p2l∼2 +k∼2 π2a2)

)
l∼2

(p2l∼2 +k∼2 π2a2)(p2l∼2 +n∼2 π2a2)

> U(x,t):=simplify(invlaplace(U(x,p), p, t));

U(x, t) :=

sin
(n∼ πx

l∼

)
cos

(
tn∼ πa

l∼

)
k∼ πa+sin

(
k∼ πx

l∼

)
l∼ sin

(
tk∼ πa

l∼

)
πk∼ a

.

Таким чином, розв’язком заданої задачi є

u(x, t) =
l

akπ
sin

akπt

l
sin

kπx

l
+ cos

anπt

l
sin

nπx

l
. I

За допомогою систем комп’ютерної математики можна розв’язувати рi-

зницевi рiвняння з використанням дискретного перетворення Лапласа (§ 6.3).

Приклад 7.19. Знайти розв’язок рiзницевого рiвняння

fn+2 − 4fn = 4n,

якщо f0 = 0, f1 = 1.

Розв’язання. Оскiльки у системах комп’ютерної математики Maple i

Mathematica немає спецiального оператора для дискретного перетворен-

ня Лапласа, то алгоритм розв’язування такого виду рiвнянь буде дещо

складнiшим.

У Maple маємо:

> assume(n::integer);

> f(n+k):=simplify(exp(k*p)*(F(p)-sum(exp(-m*p)*f(m),

m=0..k-1))):

> R:=subs({k=2}, f(n+k)):

> K:=simplify(R);

K := e(2p)(F (p)− f(0)− e(−p)f(1))

> F(p) := simplify(solve(K− 4 ∗ F(p) = sum(exp(−n ∗ p) ∗ 4∧n,

n=0..infinity), F(p))):
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> F1(p):=simplify(subs({f(0)=0, f(1)=1}, F(p)));

F1(p) := − ep(−3 + ep)

−e(3p) + 4e(2p) + 4ep − 16

> F2(p):= simplify(subs({exp(p) = t, exp(3 ∗ p) = t∧3,

exp(2 ∗ p) = t∧2},F1(p))):

> sol:=solve(denom(F2(p)), t):

> sol1:=[solve(exp(p)=sol[1], p), solve(exp(p)=sol[2], p),

solve(exp(p)=sol[3], p)];

sol1 := [ln(2) + πI, ln(2), ln(4)]

> A:=limit(F1(p)*(exp(p)-exp(sol1[1]))*exp((n-1)*p), p=sol1[1]):

> B:=limit(F1(p)*(exp(p)-exp(sol1[2]))*exp((n-1)*p), p=sol1[2]):

> C:=limit(F1(p)*(exp(p)-exp(sol1[3]))*exp((n-1)*p), p=sol1[3]):

> f(n):=simplify(A+B+C, factor);

f(n∼) := − 5

24
(−1)n∼2n∼ +

1

8
2n∼ +

1

12
4n∼.

Зауважимо, що у Maple за допомогою команди rsolve процес розв’язуван-

ня рiзницевих рiвнянь можна зробити набагато простiшим. Тодi послiдовнiсть

команд може бути такою:

> eq:= f(n+ 2)− 4 ∗ f(n)− 4∧n:

> f(n):=rsolve({eq, f(0)=0, f(1)=1}, f);

f(n) := −5(−2)n

24
+

2n

8
+

4n

12
. I

Для закрiплення матерiалу цього роздiлу пропонуємо читачам, застосо-

вуючи системи комп’ютерної математики, розв’язати вправи 5.1-5.12 та 6.4.
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Додаток 1. Операцiйне числення в прикладних фiзичних задачах

Одним з найважливiших практичних застосувань перетворення Лапласа

є його використання для розв’язування рiзноманiтних фiзичних задач. Опе-

рацiйне числення дозволяє спростити процедуру вiдшукання розв’язку ма-

тематичної моделi фiзичної задачi за рахунок переходу до бiльш простих

алгебраїчних рiвнянь.

Розв’яжемо за допомогою операцiйного числення декiлька фiзичних задач

теорiї коливання.

Задача 8.1 (гармонiчнi коливання). Тягар маси m пiдвiшений на

вертикальнiй пружинi, довжини l . Тягар вiдтягнули донизу i потiм

вiдпустили. Знайти закон руху тягаря, не враховуючи масу пружини i

опiр середовища (повiтря).

Розв’язання. Вiдомо ([12], § 18, c. 178), що математичною моделлю цiєї за-

дачi є задача Кошi

x′′(t) + k2x(t) = 0, x(0) = x0, x
′(0) = v0,

де k2 = c/m, c – жорсткiсть пружини, x0 i v0 – початкове положення тягаря

i його початкова швидкiсть (у момент часу t = 0).

Застосовуючи перетворення Лапласа до звичайного диференцiального

рiвняння, отримуємо операторне рiвняння
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p2X(p)− (x0p+ v0)

)
+ k2X(p) = 0,

звiдки знаходимо зображення

X(p) =
x0p+ v0
p2 + k2

= x0
p

p2 + k2
+ v0

1

p2 + k2
.

Здiйснюючи перехiд до оригiналiв, одержуємо формулу, яка виражає за-

кон руху тягаря:

x(t) = x0 cos kt+
v0
k
sin kt

або

x(t) = A sin(kt+ α),

де A =
√
x20 + v20/k

2 , α = arctg (x0k/v0). Зокрема, якщо v0 = 0, то

x(t) = x0 cos kt. I

Задача 8.2 (затухаючi коливання). Знайти закон руху тягаря iз за-

дачi 8.1, але з врахуванням опору середовища.

Розв’язання. Ця задача зводиться до вiдшукання розв’язку звичайного ди-

ференцiального рiвняння

x′′(t) + 2nx′(t) + k2x(t) = 0,

який задовольняє початковi умови x(0) = x0, x
′(0) = v0 , де 2n = µ/m, µ –

деякий коефiцiєнт, який характеризує опiр середовища (див. [12], § 18, c. 179).

З операторного рiвняння(
p2X(p)− (x0p+ v0)

)
+ 2n

(
pX(p)− x0

)
+ k2X(p) = 0

знаходимо зображення

X(p) =
x0p+ v0 + 2nx0
p2 + 2np+ k2

= x0
p

p2 + 2np+ k2
+ (v0 + 2nx0)

1

p2 + 2np+ k2
.

Якщо припустити, що k2 − n2 > 0 i позначити γ =
√
k2 − n2 , то

x(t) = x0e
−nt

(
cos γt− n

γ
sin γt

)
+
v0 + 2nx0

γ
e−nt sin γt =
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= e−nt

(
x0 cos γt+

v0 + nx0
γ

sin γt

)
.

Цей розв’язок можна записати у виглядi

x(t) = Ae−nt sin(γt+ α),

де A =
√
x20 + (v0 + nx0)2/γ2 , α = arctg x0γ

v0+nx0
.

Якщо k2 − n2 < 0 i ψ =
√
n2 − k2 , то

x(t) = e−nt

(
x0 chψt+

v0 + nx0
ψ

shψt

)
.

I, нарештi, якщо k2 − n2 = 0, то з операторного рiвняння

X(p) = x0
p

(p+ n)2
+ (v0 + 2nx0)

1

(p+ n)2
=

=
x0

p+ n
+
v0 + nx0
(p+ n)2

,

здiйснюючи перехiд до оригiналiв, одержуємо розв’язок

x(t) = x0e
−nt + (v0 + nx0)te

−nt = e−nt (x0 + (v0 + nx0)t) . I

Задача 8.3 (вимушенi коливання без врахування опору середо-

вища). Нехай за умов задачi 8.1 до тягаря прикладена перiодична збурю-

вальна сила q sinωt, де q i ω – деякi сталi. Знайти закон руху тягаря,

нехтуючи масою пружини i опором середовища.

Розв’язання. У цьому випадку потрiбно знайти розв’язок задачi Кошi

x′′(t) + k2x(t) = q sinωt, x(0) = x0, x
′(0) = v0.

З операторного рiвняння(
p2X(p)− (x0p+ v0)

)
+ k2X(p) =

qω

p2 + ω2

знаходимо

X(p) =
qω

(p2 + k2)(p2 + ω2)
+
x0p+ v0
p2 + k2

.

Якщо ω ̸= k (нерезонансний випадок), то у просторi оригiналiв маємо

x(t) =
qω

k2 − ω2

(
sinωt

ω
− 1

k
sin kt

)
+ x0 cos kt+

v0
k
sin kt =
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=
q

k2 − ω2
sinωt+ x0 cos kt+

1

k

(
v0 −

qω

k2 − ω2

)
sin kt.

Цей розв’язок можна записати також у виглядi

x(t) =
q

k2 − ω2
sinωt+ A sin(kt+ α),

де

A =

√
x20 +

1

k2

(
v0 −

qω

k2 − ω2

)2

, α = arctg
x0k(k

2 − ω2)

v0(k2 − ω2)− qω
.

Якщо ω = k (резонансний випадок), то з операторного рiвняння

X(p) =
qω

(p2 + k2)2
+
x0p+ v0
p2 + k2

одержуємо

x(t) = − q

2k
t cos kt+ x0 cos kt+

1

k

(
v0 +

q

2k

)
sin kt

або

x(t) = − q

2k
t cos kt+ A sin(kt+ α),

де

A =

√
x20 +

1

k2

(
v0 +

q

2k

)2
, α = arctg

2x0k
2

q + 2kv0
. I

Задача 8.4. У контурi, до якого послiдовно пiд’єднанi резистор з опо-

ром R, котушка iндуктивностi L та конденсатор ємностi C , дiє електро-

рушiйна сила E(t). Знайти струм i(t), якщо у початковий момент часу

струм i заряд конденсатора дорiвнювали нулю.

Розв’язання. Диференцiальне рiвняння для струму має вигляд, аналогi-

чний до рiвняння вiльних механiчних коливань з урахуванням опору середо-

вища (задача 8.2):

i′′(t) +
R

L
i′(t) +

1

LC
i(t) = 0,

з початковими умовами i(0) = 0, i′(0) = E/L.

З операторного рiвняння(
p2I(p)− E

L

)
+
R

L
pI(p) +

1

LC
I(p) = 0
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знаходимо зображення I(p) :

I(p) =
E

L
· 1

p2 + 2δp+ 1
LC

,

де позначено 2δ = R/L.

Розглянемо три випадки, пов’язанi зi знаком дискримiнанта квадратного

тричлена у знаменнику останньої формули.

Нехай
1

LC
− R2

4L2
= φ2 > 0. Тодi для струму i(t) одержуємо формулу

i(t) =
E

φL
e−δt sinφt,

яка визначає затухаючi електричнi коливання (e−δt → 0 при t→ +∞).

Нехай
1

LC
− R2

4L2
= −β2 < 0. Тодi

i(t) =
E

βL
e−δt sh βt.

У цьому випадку струм i(t) неперiодичний, жодних електричних коливань у

контурi не буде.

Нехай
1

LC
− R2

4L2
= 0. Тодi операторне рiвняння має вигляд

I(p) =
E

L
· 1

(p+ δ)2

i, отже,

i(t) =
E

L
te−δt,

тобто i у цьому випадку струм неперiодичний. I

Задача 8.5. З корабля маси M, який рухається iз швидкiстю u0, ви-

стрiлюється снаряд маси m з вiдносною швидкiстю U. Корабель у момент

пострiлу рухається за iнерцiєю назад. Знайти наступну швидкiсть кора-

бля, вважаючи, що сила опору води прямо пропорцiйна шуканiй швидкостi.

Розв’язання. За законом збереження iнерцiї

(M +m)u0 =Mu1 +m(u0 − U),

де u1 – початкова швидкiсть корабля пiсля взаємодiї iз снарядом. Звiдси

u1 =
Mu0 +mU

M
.
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Тодi за законом Ньютона F = m
du

dt
i за умовою задачi −ku = m

du

dt
.

Отже, одержуємо диференцiальне рiвняння першого порядку

du

dt
+
k

m
u = 0

з початковою умовою u1 =
Mu0 +mU

M
.

Застосувавши перетворення Лапласа, отримуємо операторне рiвняння

pU(p) +
k

m
U(p) =

M 0 +mU

M
,

звiдки

U(p) =
Mu0 +mU

M
· 1

p+ k
m

.

З таблицi зображень отримуємо швидкiсть корабля пiсля пострiлу:

u(t) = e−
k
m t · Mu0 +mU

M
. I

Вправи для самостiйного виконання

Вправа 8.1. Математичний маятник довжини l виведений зi стану

рiвноваги малими вiдхиленнями точки пiдвiсу в горизонтальному напрямi.

Показати, що якщо точку пiдвiсу перемiстити на вiдстань a, то вiдхиле-

ння маятника становитиме a(1− cosnt), де n2 =
g

l
, g – стала тяжiння.

Вправа 8.2. Частинку пiдкинули вертикально вгору iз швидкiстю v0.

На неї дiє сила тяжiння i сила опору 2kmv, де v – швидкiсть частинки.

Показати, що у момент часу t вона знаходитиметься на вiдстанi

− gt

2k
+
g + 2kv0

4k2
(1− e−2kt) вiд початкового положення.

Вправа 8.3. Матерiальна точка маси m рухається прямолiнiйно, вiд-

штовхуючись вiд початку координат O iз силою F, прямо пропорцiйною

вiдстанi (F = 4mx). На точку дiє опiр середовища R = 3mv, де v – швид-

кiсть точки. У початковий момент часу вiдстань вiд початку вiдлiку до-

рiвнює 1, а швидкiсть дорiвнює нулю. Знайти закон руху точки.
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Вправа 8.4. Нерухомий центр O притягує точку маси m iз силою

F = µmr, де r – вiдстань точки вiд цього центру i µ – деякий коефiцiєнт.

У початковий момент r = a i швидкiсть v = 0. Через який час точка

досягне центру O?

Вправа 8.5. Човну надали початкової швидкостi v0 = 6м/с. Через 69 с

пiсля початку руху ця швидкiсть зменшується вдвiчi. Знайти закон руху

човна, якщо сила опору води прямо пропорцiйна швидкостi човна.

Вправа 8.6. Снаряд вилiтає з гармати iз швидкiстю v0 м/с пiд кутом

45o до горизонту. Знайти, нехтуючи опором повiтря, найбiльшу висоту,

на яку пiднiметься снаряд i його мiсце падiння.

Вправа 8.7. Однорiдний ланцюг маси m i довжини l лежить на глад-

кому горизонтальному столi так, що половина його звисає зi стола. Визна-

чити рух ланцюга пiд час його сковзування iз стола та знайти час сковза-

ння.

Вправа 8.8. До контура, що складається iз послiдовно пiд’єднаних ко-

тушки iндуктивностi L i конденсатора ємностi C, прикладена електрору-

шiйна сила E sinnt з резонансною частотою. Показати, що сила струму у

контурi визначається формулою
E

2L
· t sinnt, де n2 =

1

LC
.

Вправа 8.9. До резистора з опором R, що має iндуктивнiсть L, при-

кладена електрорушiйна сила E sin(ωt+ α). Початкова сила струму дорiв-

нює нулю. Показати, що сила струму визначається формулою

E
(
sin(γ − α)e−

Rt
L + sin(ωt+ α + γ)

)
(R2 + L2ω2)−

1
2 ,

де γ = arctg ωL
R .

Вправа 8.10. У контурi, що складається iз послiдовно пiд’єднаних ко-

тушки iндуктивностi L, резистора опору R та конденсатора ємностi C,

дiє електрорушiйна сила E. Початковий заряд i сила струму дорiвнюють
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нулю. Показати, що сила струму i(t) в момент часу t визначається фор-

мулою

i(t) =


E
nLe

−µt sinnt, якщо n2 > 0,

E
nLte

−µt, якщо n2 = 0,

де n2 =
1

LC
− R2

4L2
> 0 i µ =

R

2L
.

Додаток 2. Таблиця властивостей оригiналiв i зображень

№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p) Коментар

1 f(t) F (p) =

+∞∫
0

f(t)e−ptdt
Перетворення Лапласа

(формула (1.3))

2

n∑
k=1

αkfk(t)

αi = const, (i = 1, . . . , n)

n∑
k=1

αkFk(p)
Властивiсть лiнiйностi

оригiналу (теорема 2.1)

3 f(αt), α = const > 0
1

α
F
( p
α

) Подiбнiсть оригiналу

(теорема 2.2)

4 f(t− t0), 0 < t0 < t e−pt0F (p)
Загаювання оригiналу

(теорема 2.3)

5 f(t+ t0) ept0

F (p)− t0∫
0

f(t) e−ptdt

 Випередження оригiналу

(теорема 2.4)
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№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p) Коментар

6 e−p0tf(t), p0 > 0 F (p+ p0)
Змiщення зображення

(теорема 2.5)

7
f(t) = f(t+ T ),

T– перiод
1

1− e−pT

T∫
0

f(t)e−ptdt
Зображення перiодичного

оригiналу (теорема 2.6)

8 f (n)(t) pnF (p)− pn−1f(0)−
−pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0)

Диференцiювання

оригiналу (теорема 2.7)

9 (−1)ntnf(t) F (n)(p)
Диференцiювання

зображення (теорема 2.8)

10

t∫
0

f(τ)dτ
F (p)

p

Iнтегрування оригiналу

(теорема 2.9)

11
f(t)

t

+∞∫
p

F (p)dp
Iнтегрування зображення

(теорема 2.10)

12 lim
λ→λ0

f(t, λ) lim
λ→λ0

F (p, λ)
Граничний перехiд за

параметром (теорема 2.11)

13
lim
t→+0

f(t),

lim
t→+∞

f(t)

lim
p→+∞

pF (p),

lim
t→0

pF (p)

Граничнi теореми

(теореми 2.14 та 2.15)
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№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p) Коментар

14
∂f(t, λ)

∂λ

∂F (p, λ)

∂λ

Диференцiювання за

параметром (теорема 2.12)

15

λ∫
λ0

f(t, λ)dλ

λ∫
λ0

F (p, λ)dλ
Iнтегрування за

параметром (теорема 2.13)

16
(f ∗ φ)(t) =

=
t∫
0

f(τ)φ(t− τ)dτ

F (p) · Φ(p) Зображення згортки

(теорема 3.3)

17
f1(t) ·f2(0)+(f1 ∗f ′

2)(t),

f1(0) · f2(t) + (f ′
1 ∗ f2)(t)

pF1(p)F2(p)
Теорема Дюамеля

(теорема 3.5)

18
f(t)= 1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F (p)eptdp,

p = s+ iσ

F (p)
Обернене перетворення

Лапласа (теорема 4.1)

19 f1(t) · f2(t) 1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

F1(q)F2(p− q)dq
Теорема множення

оригiналiв (теорема 4.3)

20 f(t) =
∞∑
k=1

ak
(k − 1)!

tk−1 F (p) =
∞∑
k=1

ak
pk

Перша теорема розвинен-

ня (теорема 4.4)
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№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p) Коментар

21 f(t) =
m∑
k=1

F1(pk)

F ′
2(pk)

epkt
F (p)= F1(p)

F2(p)
=

n∑
l=0

alp
l

m∑
l=0

blpl
, n<m,

F2(pk) = 0, k = 1, . . . ,m

Друга теорема розвинення

– випадок простих полю-

сiв (теорема 4.5)

22

f(t)=
k∑

j=1

αj∑
l=1

Alj
tαj−l

(αj−l)!
epjt,

Alj =
1

(l−1)!
×

×lim
p→pj

dl−1

dpl−1 [(p−pj)αjF (p)]

F (p)= F1(p)
F2(p)

=

n∑
l=0

alp
l

m∑
l=0

blpl
, n<m,

F2(p) = bm
k∑

l=1

(p− pl)
αl ,

α1 + . . .+ αk = m

Друга теорема розвинення

– випадок кратних

полюсiв (теорема 4.6)

Додаток 3. Таблиця зображень основних функцiй

№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p)

1 δ(t) – дельта-функцiя 1

2 1
1

p

3 tn, n ∈ N
n!

pn+1

4 tν, ν > 0
Γ(ν + 1)

pν+1

5 eat
1

p− a

6 tneat
n!

(p− a)n+1

7
1

a
e−

t
a

1

1 + ap

8
1

a

(
eat − 1

) 1

p(p− a)

9
eat − ebt

a− b

1

(p− a)(p− b)
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№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p)

10
aeat − bebt

a− b

p

(p− a)(p− b)

11 (1 + at)eat
p

(p− a)2

12 sin at
a

p2 + a2

13 cos at
p

p2 + a2

14 sin(t− α), α > 0
e−αp

p2 + 1

15 cos(t− α), α > 0
pe−αp

p2 + 1

16 ebt sin at
a

(p− b)2 + a2

17 ebt cos at
p− b

(p− b)2 + a2

18 sh at
a

p2 − a2

19 ch at
p

p2 − a2

20 ebtsh at
a

(p− b)2 − a2

21 ebtch at
p− b

(p− b)2 − a2

22 t sin at
2ap

(p2 + a2)2

23 t cos at
p2 − a2

(p2 + a2)2

24 t sh at
2ap

(p2 − a2)2

25 t ch at
p2 + a2

(p2 − a2)2

26 tn sin at
n! Im(p+ ia)n+1

(p2 + a2)n+1

27 tn cos at
n! Re(p+ ia)n+1

(p2 + a2)n+1
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№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p)

28 tneat sin bt
n!

2i

(
1

(p− a− ib)n+1
− 1

(p− a+ ib)n+1

)
29 tneat cos bt

n!

2

(
1

(p− a− ib)n+1
+

1

(p− a+ ib)n+1

)
30 eat sin(bt+ α)

b cosα + (p− a) sinα

(p− a)2 + b2

31 eat cos(bt+ α)
(p− a) cosα− b sinα

(p− a)2 + b2

32 sin at− at cos at
2a3

(p2 + a2)2

33 sin at+ at cos at
2ap2

(p2 + a2)2

34 at ch at− sh at
2a3

(p2 − a2)2

35 sh at+ at ch at
2ap2

(p2 − a2)2

36
a sin bt− b sin at

a2 − b2
ab

(p2 + a2)(p2 + b2)

37
cos bt− cos at

a2 − b2
p

(p2 + a2)(p2 + b2)

38
a sin at− b sin bt

a2 − b2
p2

(p2 + a2)(p2 + b2)

39
b sh at− a sh bt

a2 − b2
ab

(p2 − a2)(p2 − b2)

40
ch at− ch bt
a2 − b2

p

(p2 − a2)(p2 − b2)

41
a sh at− b sh bt

a2 − b2
p2

(p2 − a2)(p2 − b2)

42 t− 1

a
sin at

a2

p2(p2 + a2)

43
1

a
sh at− t

a2

p2(p2 − a2)

44 sin
a√
2
t sh

a√
2
t

a2p

p4 + a4

45 cos
a√
2
t ch

a√
2
t

p3

p4 + a4
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№з/п Оригiнал f(t) Зображення F (p)

46
1

2
(sh at− sin at)

a3

p4 − a4

47
1

2
(ch at− cos at)

a2p

p4 − a4

48
1

2
(sh at+ sin at)

ap2

p4 − a4

49
1

2
(ch at+ cos at)

p3

p4 − a4

50
1√
πt

1
√
p

51
e−at

√
πt

1√
p+ a

52
e−bt − e−at

2(b− a)
√
πt3

1
√
p+ a+

√
p+ b

53 2

√
t

π

1

p
√
p

54
cos 2

√
at√

πt

e−
a
p

√
p

55
sin 2

√
at√

πa

e−
a
p

p
√
p

56
e−

a2

4t

√
πt
, a > 0

e−a
√
p

√
p

57
1√
πt

sin
1

2t

1
√
p
e−

√
p sin

√
p

58
1√
πt

cos
1

2t

1
√
p
e−

√
p cos

√
p

59
a

2
√
πt3

e−
a2

4t , a > 0 e−a
√
p

60
e−bt − e−at

t
ln
p+ a

p+ b

61
2

t
(cos bt− cos at) ln

p2 + a2

p2 + b2

62
1

t
sin at ctg

a

p
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Додаток 4. Таблиця властивостей дискретних оригiналiв та

зображень

№з/п Оригiнал fn, n ∈ N Зображення F ∗(p) Коментар

1 fn F ∗(p) =
∞∑
n=0

e−npfn
Дискретне перетворення

Лапласа (формула (6.1))

2 fn =
k∑

j=1

αjfjn F ∗(p) =
k∑

j=1

αjF
∗
j (p)

Властивiсть лiнiйностi

(теорема 6.3)

3 fn+k ekp

(
F ∗(p)−

k−1∑
m=0

e−mpfm

)
Властивiсть випереджен-

ня (теорема 6.5)

4 fn−k e−kpF ∗(p)
Властивiсть загаювання

(теорема 6.4)

5 ep0nfn,

p0 – комплексне число

F ∗(p− p0)
Змiщення зображення

(теорема 6.6)

6 (−1)knkfn
dkF ∗(p)

dpk
Диференцiювання

зображення (теорема 6.7)

7

fn
n
,

f0 = 0, lim
n→+0

fn
n

= 0

+∞∫
p

F ∗(p)dp
Iнтегрування зображення

(теорема 6.8)
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№з/п Оригiнал fn, n ∈ N Зображення F ∗(p) Коментар

8

n∑
m=0

fn−mφm F ∗(p) · Φ∗(p)
Множення зображень

(теорема 6.9)

9 fn 1

2πi

c+iπ∫
c−iπ

F ∗(p)enpdp

Обернене до дискретно-

го перетворення Лапласа

(формула 6.5)

10 fn=
∑
k

Res
p=pk

F ∗(p)e(n−1)p F ∗(p)

Формула для знаходже-

ння оригiналу (форму-

ла 6.18)

Додаток 5. Таблиця зображень основних дискретних оригiналiв

№з/п Оригiнал fn Зображення F ∗(p)

1 θn
ep

ep − 1

2 (−1)n
ep

ep + 1

3 n
ep

(ep − 1)2

4 n2
ep(ep + 1)

(ep − 1)3

5 nan−1
ep

(ep − a)2

6 Ck
n

ep

(ep − 1)k+1

7 Ck
na

n
akep

(ep − a)k+1

8 an
ep

ep − a

9 (n+ 1)an
e2p

(ep − a)2
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№з/п Оригiнал fn Зображення F ∗(p)

10
1

n
, якщо f0 = 0 ln

1

ep − 1

11
(−1)n−1

n
, якщо f0 = 0 ln

ep + 1

ep

12
n(n− 1)

2

ep

(ep − 1)3

13 sinnα
ep sinα

e2p − 2ep cosα+ 1

14 cosnα
ep(ep − cosα)

e2p − 2ep cosα+ 1

15 bn sinnα
bep sinα

e2p − 2bep cosα+ b2

16 bn cosnα
ep(ep − b cosα)

e2p − 2bep cosα+ b2

17 shnα
ep shα

e2p − 2ep chα+ 1

18 chnα
ep(ep − chα)

e2p − 2ep chα+ 1

19 bn shnα
bep shα

e2p − 2bep chα + b2

20 bn chnα
ep(ep − b chα)

e2p − 2bep chα + b2
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Бiблiографiчний покажчик

БЕССЕЛЬ Фрiдрiх Вiльгельм (Bessel Friedrich Wilhelm; 1784 –

1846) – нiмецький астроном i математик. Основнi працi присвяченi теорiї

диференцiальних рiвнянь i небеснiй механiцi. У математицi його iм’я носять

цилiндричнi функцiї першого роду (функцiї Бесселя) i диференцiальне

рiвняння, яке вони задовольняють (рiвняння Бесселя).

БОРЕЛЬ Фелiкс Едуард Жюстен Емiль (Borel Felix Edouard Justin

Emile; 1871 – 1956) – французький математик, член Паризької Академiї на-

ук. Засновник декiлькох роздiлiв сучасного математичного аналiзу (розбiжнi

ряди, мiра множини, дiофантовi наближення). Низка робiт присвячена пита-

нням математичної фiзики i теорiї ймовiрностей.

БРОМВIЧ Томас Джон (Thomas John Bromwich; 1875 – 1929) – ан-

глiйський математик, професор Кембрiджу. Обґрунтовуючи операцiйне чи-

слення, виходив з теорiї аналiтичних функцiй i теорiї iнтеграла Фур’є. Одер-

жав залежнiсть мiж оригiналом та його зображенням у виглядi контурного

iнтеграла у комплекснiй площинi.

ВАН ДЕР ПОЛЬ Балтазар (van der Pol Balthasar; 1889 – 1959) – гол-

ландський фiзик i математик. Основнi математичнi роботи стосуються теорiї

коливань. Вивiв рiвняння, яке описує автоколивання у ламповому генерато-

рi (рiвняння Ван дер Поля). Займався побудовою операцiйного числення на

основi прямого i оберненого перетворення Лапласа.



199

ВАЩЕНКО-ЗАХАРЧЕНКО Михайло Єгорович (1825 – 1912) –

український математик. Навчався у Київському унiверситетi, а також у Па-

рижi, де слухав лекцiї О. Кошi i Ж. Лiувiлля. Професор Київського унiвер-

ситету. Основнi роботи присвяченi теорiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь

i операцiйним методам. Автор першої на росiйськiй мовi монографiї з опе-

рацiйного числення та його застосувань до розв’язування диференцiальних

рiвнянь (1862 р.).

ВЕЙЄРШТРАСС Карл Теодор Вiльгельм (Weierstraß Karl Theodor

Wilhelm; 1815 – 1897) – нiмецький математик, професор Берлiнського унiвер-

ситету. Основнi дослiдження стосуються математичного аналiзу, теорiї фун-

кцiй, варiацiйного числення, лiнiйної алгебри. Розробив систему логiчного

обґрунтування математичного аналiзу на основi створеної ним теорiї дiйсних

чисел.

ГЕВIСАЙД Олiвер (Heaviside Oliver; 1850 – 1925) – англiйський фiзик i

iнженер, член Лондонського королiвського товариства. Засновник (1892) ме-

тоду операцiйного (символьного) числення, який дозволяє достатньо просто

розв’язувати багато складних задач механiки, електротехнiки, автоматики

тощо. Створив теорiю передачi сигналiв на великi вiдстанi.

ДIРАК Поль Адрiєн Морiс (Dirac Paul Adrien Maurice; 1902-1984) – ан-

глiйський фiзик-теоретик, член Лондонського королiвського товариства, про-

фесор Кембриджу. Лауреат Нобелiвської премiї. Один iз творцiв квантової

механiки. З його iм’ям пов’язанi такi математичнi поняття, як дельта-функцiя

Дiрака, матриця Дiрака, релятивiстське хвильове рiвняння Дiрака.

ДЮАМЕЛЬ Жан Марi Констан (Duhamel Jean Marie Constant;

1797 – 1872) – французький математик, член Паризької Академiї наук.

Основнi працi з математичної фiзики, зокрема, з теорiї коливань, теорiї

рядiв i теорiї пружностi. Сформулював принцип – аналог методу варiацiї

довiльних сталих (принцип Дюамеля). Створив загальний метод дослiдження

вимушених коливань.
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ЕЙЛЕР Леонард (Euler Leonhard; 1707 – 1783) – видатний математик,

механiк, фiзик, астроном. За походженням швейцарець. Автор майже 850

наукових праць з математичного аналiзу, диференцiальної геометрiї, набли-

жених методiв обчислень, небесної механiки, математичної фiзики, оптики,

балiстики та iн. Створив як самостiйну дисциплiну теорiю звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь i заклав основи теорiї рiвнянь з частинними похiдними.

КАРСОН Джон Реншо (Carson John Renshaw; 1886 – 1940) – амери-

канський математик та iнженер. Вiдомий своїми працями з теорiї функцiй

комплексної змiнної (перетворення Карсона) i операцiйного числення. Довiв,

що операцiйнi методи О. Гевiсайда можна повнiстю обґрунтувати на основi

перетворення Лапласа.

КIРХГОФ Густав Роберт (Kirchhoff Gustav Robert; 1824 – 1887) – нiме-

цький фiзик. Основнi працi з оптики, електродинамiки i механiки. Розв’язав

задачу про розподiл електричних струмiв у розгалужених електричних колах

(правила Кiрхгофа). Займався також питаннями деформацiї, рiвноваги i руху

пружних тiл, течiї рiдин.

КОШI Огюстен Луї (Cauchy Augustin Louis; 1789 – 1857) – французь-

кий математик. Опублiкував понад 800 праць з теорiї чисел, алгебри, ма-

тематичного аналiзу, теоретичної механiки, математичної фiзики. Дав чiтке

означення неперервної функцiї, основних понять теорiї збiжних рядiв (озна-

ка Кошi, критерiй Кошi), розвинув основи теорiї аналiтичних функцiй. У

теорiї диференцiальних рiвнянь довiв основну теорему iснування розв’язку

початкової задачi (задачi Кошi). Розробив методи iнтегрування рiвнянь з ча-

стинними похiдними першого порядку.

ЛАГРАНЖ Жозеф Луї (Lagrange Joseph Louis; 1736 – 1813) – фран-

цузький математик i механiк. Найбiльш важливi працi вiдносяться до варi-

ацiйного числення i механiки. Йому належать також видатнi дослiдження

з рiзних питань математичного аналiзу (формула залишкового члена ряду

Тейлора, формула скiнченних приростiв – формула Лагранжа, теорiя умов-
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них екстремумiв – метод множникiв Лагранжа) i диференцiальних рiвнянь

(теорiя особливих розв’язкiв, метод варiацiї довiльних сталих для лiнiйного

рiвняння n-го порядку) та iн.

ЛАПЛАС П’єр Сiмон (Laplace Pierre Simon; 1749 – 1827) – французь-

кий математик, фiзик i астроном. Основнi працi присвяченi дослiдженню рiв-

нянь з частинними похiдними, теорiї ймовiрностей, небеснiй механiцi. Фунда-

ментальними є його роботи з диференцiальних рiвнянь (рiвняння Лапласа).

Для розробки створеної ним математичної теорiї ймовiрностей широко вико-

ристовував перетворення, яке носить його iм’я (перетворення Лапласа).

ЛЕВI Поль П’єр (Paul Pierre Levy; 1886 – 1971) – французький матема-

тик. Член Паризької Академiї наук, президент Французького математично-

го товариства. Основнi напрями дослiджень – теорiя ймовiрностей, функцiо-

нальний аналiз, теорiя функцiй, диференцiальнi рiвняння.

ЛЕЙБНIЦ Готфрiд Вiльгельм (Leibniz Gottfried Wilhelm; 1646 –

1716) – нiмецький математик, фiзик, фiлософ. Один iз засновникiв ди-

ференцiального та iнтегрального числень, їхнiх понять i символiки. Йому

належать термiни "диференцiал", "диференцiальне числення", "диферен-

цiальне рiвняння", "функцiя", "координати" та iн. У фiзицi вiдкрив закон

збереження енергiї, висловив iдею про перетворення одних видiв енергiї в

iншi.

ЛIУВIЛЛЬ Жозеф (Liouville Joseph; 1809 – 1882) – французький мате-

матик. Автор важливих праць з комплексного аналiзу, теорiї чисел, диферен-

цiальних рiвнянь (формула Остроградського-Лiувiлля). Першим строго довiв

неiнтегровнiсть у квадратурах деяких класiв диференцiальних рiвнянь. Один

з розробникiв теорiї крайових задач на власнi значення для лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку (задача Штурма-Лiувiлля). Розробив

символьний метод iнтегрування диференцiальних рiвнянь.
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ЛОРАН П’єр Альфонс (Laurent Pierre Alfonse; 1813 – 1854) – фран-

цузький математик, за професiєю вiйськовий iнженер. Автор теореми про

розвинення у ряд аналiтичної у круговому кiльцi функцiї (ряд Лорана).

МЕЛЛIН Роберт Хильмар (Mellin Robert Hjalmar; 1854 – 1933) – фiн-

ський математик. Професор Полiтехнiчної школи в Гельсiнкi. Основнi працi

стосуються диференцiальних та iнтегральних рiвнянь. У математичнiй фiзицi

i теорiї функцiй широко застосовується iнтегральне перетворення Меллiна.

МIКУСИНЬСКИЙ Ян (Mikusinski Jan; 1913 – 1987) – польський

математик, член Польської Академiї наук. Народився у мiстi Станiславiв

(тепер – Iвано-Франкiвськ). Основнi роботи присвяченi операцiйному чи-

сленню, диференцiальним рiвнянням, алгебрi. Створив операцiйне числення

без використання перетворення Лапласа алгебраїчним шляхом, в якому роль

множення вiдiграє згортка.

НЬЮТОН Iсаак (Newton Isaac; 1643 – 1727) – англiйський фiзик, ма-

тематик, механiк, астроном. Заклав теоретичнi основи механiки i астрономiї,

вiдкрив закон всесвiтнього тяжiння, разом iз Лейбнiцем вважається творцем

диференцiального та iнтегрального числень. Винайшов метод iнтегрування

диференцiальних рiвнянь розвиненням їх розв’язкiв у степеневi ряди.

ПАРСЕВАЛЬ Марк Антуан (Parseval Marc Antoin; 1755 – 1836) –

французький математик. Основнi працi стосуються теорiї диференцiальних

рiвнянь, теорiї функцiї дiйсної змiнної i функцiонального аналiзу. Встановив

спiввiдношення мiж функцiєю та її коефiцiєнтами Фур’є (формула Парсева-

ля).

РIМАН Георг Фрiдрiх Бернхард (Riemann Georg Friedrich Bernhard;

1826 – 1866) – нiмецький математик, професор Геттiнгенського унiверситету.

Заклав основи геометричного напряму в теорiї аналiтичних функцiй. Дослi-

джував розвинення функцiй у тригонометричнi ряди, у зв’язку з цим сфор-

мулював необхiднi i достатнi умови iнтегровностi (iнтеграл Рiмана).
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ТЕЙЛОР Брук (Taylor Brook; 1685 – 1731) – англiйський математик,

член Лондонського королiвського товариства. Вивiв загальну формулу (фор-

мула Тейлора) розвинення функцiй у степеневi ряди (ряди Тейлора), започа-

ткував математичну теорiю коливання струни.

ФУР’Є Жан Батист Жозеф (Fourier Jean Baptiste Joseph; 1768 –

1830) – французький математик i фiзик. Найвагомiшi результати отримав

у математичнiй фiзицi. Зокрема, вивiв диференцiальне рiвняння теплопро-

вiдностi, розробив метод розв’язування цього рiвняння при певних крайових

умовах (метод Фур’є). Його iдеї стали потужним iнструментом матема-

тичного дослiдження найрiзноманiтнiших задач, пов’язаних з хвилями i

коливаннями.



Рекомендована лiтература

Основна лiтература

1. Араманович И.Г. Функции комплексного переменного. Операцион-

ное исчисление. Теория устойчивости / И.Г. Араманович, Г.Л. Лунц,

Л.Э. Эльсгольц. – М.: Наука, 1968. – 416 с.

2. Волков И.К. Интегральные преобразования и операционное исчисление /

И.К. Волков, А.Н. Канатников. – М.: Изд-во МГУ им. Н.Э. Баумана,

2001. – 228 с.

3. Говорухин В. Компьютер в математическом исследовании / В. Говорухин,

В. Цибулин. – СПб.: Питер, 2001. – 624 с.

4. Комплексний аналiз / А.А. Гольдберг, М.М. Шеремета, М.В. Заболоцький,

О.Б. Скаскiв. – Львiв: Афiша, 2002. – 203 с.

5. Краснов М.Л. Функции комплексного переменного. Операционное исчи-

сление. Теория устойчивости / М.Л. Краснов, А.И. Киселев, Г.И. Мака-

ренко. – М.: Наука, 1971. – 256 c.

6. Кристалинский Р.Е. Преобразования Фурье и Лапласа в системах ком-

пьютерной математики / Р.Е. Кристалинский, В.Р. Кристалинский. – М.:

Горячая линия – Телеком, 2006. – 216 с.

7. Мартыненко В.С. Операционное исчисление / В.С. Мартыненко. – К.:

Вища школа, 1973. – 268 с.



205

8. Свешников А.Г. Теория функций комплексной переменной / А.Г. Свешни-

ков, А.Н. Тихонов. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2005. – 336 с.

9. Функцiї комплексної змiнної. Перетворення Фур’є та Лапласа / Пiд заг.

ред. П.I. Каленюка, Л.О. Новiкова. – Львiв: Вид-во нац. ун-ту "Львiвська

полiтехнiка" , 1999. – 270 с.

10. Эйдерман В.Я. Основы теории функций комплексного переменного и опе-

рационного исчисления/ В.Я. Эйдерман. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. – 256 с.

Додаткова лiтература

11. Гурский Д.А. Вычисления в Mathcad 12 / Д.А. Гурский, Е.С. Турбина. –

CПб.: Питер, 2006. – 544 с.

12. Гутер Р.С. Дифференциальные уравнения / Р.С. Гутер, А.Р. Янполь-

ский. – М.: Высш. школа, 1976. – 304 с.

13. Дёч Г. Руководство к практическому применению преобразования Лапла-

са и Z -преобразования / Г. Дёч. – М.: Наука, 1971. – 288 с.

14. Диткин В.А. Интегральные преобразования и операционное исчисле-

ние / В.А. Диткин, А.П. Прудников. – М.: ГИФМЛ, 1961. – 524 с.

15. Диференцiальнi рiвняння / I.I. Ляшко, О.К. Боярчук, Я.Г. Гай, О.Ф. Ка-

лайда. – К.: Вища школа, 1981. – 504 с.

16. Дьяконов В.П. Maple 9.5/10 в математике, физике и образовании /

В.П. Дьяконов. – М.: СОЛОН-Пресс, 2006. – 720 с.

17. Ляшко I.I. Математичний аналiз / I.I. Ляшко, В.Ф. Ємельянов, О.К. Бо-

ярчук. – К.: Вища школа, 1992. – Ч. I. – 495 с.

18. Ляшко I.I. Математичний аналiз / I.I. Ляшко, В.Ф. Ємельянов, О.К. Бо-

ярчук. – К.: Вища школа, 1993. – Ч. II. – 375 с.

19. Микусинский Я. Операторное исчисление / Я. Микусинский. – М.: Изд-во

иностр. лит-ры, 1956. – 366 с.



206 Рекомендована лiтература

20. Пантелеев А.В. Теория функций комплексного переменного и операци-

онное исчисление в примерах и задачах / А.В. Пантелеев, А.С. Якимова. –

М.: Высшая школа, 2001. – 445 с.

21. Штокало И.З. Операционное исчисление (обобщения и приложения) /

И.З. Штокало. – К.: Наукова думка, 1972. – 303 с.

22. Schiff J.L. The Laplace Transform. Theory and Applications / Schiff J.L. –

New-York: Springer, 1999. – 235 p.


