
УДК 511.176 

Т.П. Гой 

 

Прикарпатский национальный университет имени Василия Стефаника, 

Украина, г. Ивано-Франковск, e-mail: tarasgoy@yahoo.com  

 

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ МАТРИЦ  

ТЕПЛИЦА-ХЕССЕНБЕРГА И ЧИСЛА ЛЮКА  
 

Выведены формулы для вычисления определителей матриц Теплица-

Хессенберга специального вида, элементами которых являются числа Люка. 
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In this short note, we study three families of Toeplitz-Hessenberg determinants 
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1. Введение. Матрицей Теплица-Хессенберга n-го порядка назы-

вается матрица вида  
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где 0 0a   и 0ka   хотя бы для одного {1,2,..., }.k n  

Матрицы вида (1) используются во многих разделах математики и 

техники (см., например, [1, 2, 7] и библиографию там). 

Определитель матрицы Теплица-Хессенберга вида (1) можно найти, 

используя рекуррентную формулу 
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где 
0det 1.A   Формула (2) является следствием более общей формулы, из 

[16, теорема 4.20]. 

Следующая формула, которая известна как формула Труди [12], 

дает возможность найти определитель матрицы (1) через ее элементы: 
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2. Определители матриц Теплица-Хессенберга, составленных 

из чисел Люка. Последовательность Люка  
1n n

L


 – это последователь-

ность целых чисел, удовлетворяющая рекуррентному уравнению 

2 1n n nL L L+ += +  

с начальными условиями 
1 2,L =  

2 0L =  (последовательность А000032 в 

OEIS – Онлайн-энциклопедии целочисленных последовательностей [13]). 

Последовательность  
1n n

L


 начинается так: 

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, … . 

Числа Люка также можно выразить также как функцию от номера n 

по формуле  
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где (1 5) 2+  – золотое сечение [10].  

Числа Люка нашли широкое использование, в частности, в теории 

графов, криптографии, физике [3, 6, 10, 14].  

Известно, что числа Люка связаны с числами Фибоначчи nF  с по-

мощью формул [10] 

1 1 1 1 12 , ( ) 5.n n n n n n n nL F F F F F L L− + − − += + = + = +  

Другие интересные формулы, связывающие эти знаменитые числовые 

последовательности, можно найти в [14, 15].  

Рассмотрим последовательность матриц Теплица-Хессенберга 

 
1n n

M


, элементами которых являются числа Люка:  
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где 0 1.M   



Теорема 1. Для определителя матрицы Теплица-Хессенберга
nM  из 

(5) справедлива формула  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем метод математической ин-

дукции по n. Для 1n =  0

1det (5 2 ( 1)) 3 2.M =  − − =  Предположим, что 

формула (6) справедлива для всех 1k n −  и докажем ее для k n= . 

Используя формулы (2), (4), имеем: 
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откуда, после несложных преобразований, получаем формулу (6). Теорема 

доказана. 

Заметим, что аналогичная к (6) формула для определителя матрицы 

Теплица-Хессенберга, элементами которого являются числа Фибоначчи, 

анонсирована в [5]. 

Пусть  
1n n

D


 и  
1n n

G


 – последовательности матриц Теплица-

Хессенберга, составленных из чисел Люка с парными и непарными 

индексами соответственно, т.е.  
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Теорема 2. Для определителей матриц 
nD , 

nG  из (7) и (8), спра-

ведливы формулы 
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где 1i = − .  

Д о к а з а т е л ь с т в о формул (9) и (10) производится с помощью 

метода математической индукции, аналогично доказательству теоремы 1.  

Замечание. Последовательности определителей  
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 и 
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 образуют числовые последовательности A048573, A078069 и 

А140966 соответственно [13]: 
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Другие формулы для определителей, элементами которых являются 

числа Люка, изучены, в частности, в работах [4, 8, 9, 11]. 

Основной результат. Используя теперь формулу (3), як следствие 

формул (6), (9), (10), после несложных преобразований получаем 

следующие формулы, выражающие суммы произведений чисел Люка с 

полиномиальными коэффициентами. 

Теорема 3. Для чисел Люка 
nL  справедливы формулы 

1 2 1 2

1 2

... 1 2

1 2

2 ... 1 2

( ... )!
( 1) ...

! !... !
n n

n

s s s ss sn

n

s s ns n n

s s s
L L L

s s s

+ + +

+ + + =

+ + +
− =  

5 ( 2) 2
,

6

n − −
=  

1 2 1 2

1 2

... 1 2

2 4 2

2 ... 1 2

( ... )!
( 1) ...

! !... !
n n

n

s s s ss sn

n

s s ns n n

s s s
L L L

s s s

+ + +

+ + + =

+ + +
− =  

( )1 11
(2 1)(1 ) (2 1)(1 ) ,

2

n ni i i i− −= − + − + −  

1 2 1 2

1 2

... 1 2

1 3 2 1

2 ... 1 2

( ... )! 10 ( 1) 2
( 1) ... ,

! !... ! 6
n n

n

n n
s s s ss sn

n

s s ns n n

s s s
L L L

s s s

+ + +

−

+ + + =

+ + +  − −
− =  

где 1, 1n i = − . 
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