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Вступ

Лiнiйнi диференцiальнi оператори, породженi ди-
ференцiальними виразами з гладкими коефiцiєнта-
ми (зокрема асимптотику власних значень i власних
функцiй), вивчено досить добре (див., наприклад,
[1]). Останнiм часом з’явилось чимало результатiв,
якi тою чи iншою мiрою узагальнюють цi операто-
ри. Зокрема, в працi [2] узагальнення здiйснюється в
напрямку розгляду нестандартних крайових умов. У
роботах київських математикiв [3, 4] отримано цiкавi
результати для функцiонально-диференцiальних рiв-
нянь вигляду y(n)+Fy+ρny = 0, де F – лiнiйний опе-
ратор, що дiє з простору Гельдера Cγ [0, 1] у простiр
L1[0, 1], причому γ < n−1. Роботи [5, 6, 7], як i ця ста-
ття, спрямованi на пом’якшення вимог на коефiцiєн-
ти диференцiальних виразiв. Численну бiблiографiю
для диференцiальних операторiв з сингулярностями
можна знайти в [8].

У задачах прикладного характеру часто зустрi-
чаються узагальненi функцiї в коефiцiєнтах вiдповiд-
них диференцiальних виразiв. У зв’язку з бурхливим
розвитком теорiї узагальнених функцiй стає можли-
вим проведення узагальнень деяких вiдомих резуль-
татiв за допомогою введення квазiпохiдних.

Напевно першим, хто застосовував для дослi-
джень апарат квазiпохiдних, який дозволив вiдмови-
тись вiд вимоги гладкостi коефiцiєнтiв, був Д. Шин,
[9, 10]. Спочатку вiн i його послiдовники вивчали
лише диференцiальнi оператори з неперервними чи
сумовними коефiцiєнтами. Однак, останнiм часом
з’явились спроби застосувати цей метод до дослiдже-
ння диференцiальних виразiв з узагальненими фун-
кцiями в коефiцiєнтах.

I. Постановка задачi

Розглянемо диференцiальний вираз

ln(y) ≡ y(n) + p2(x)y(n−2) + . . . + pn(x)y, (1)

де pi = q′i, qi ∈ BV +[0,∞), i = 2, n. Тут BV +[0,∞) –
простiр неперервних праворуч функцiй обмеженої на
[0,∞) варiацiї, а штрихом позначено узагальнене ди-
ференцiювання. Отже, pi – мiри, тобто узагальненi
функцiї нульового порядку [11]. Розглянемо також
вiдповiдне диференцiальному виразу (1) рiвняння

ln(y) = λy. (2)

Вiдомо [12, 13], що розв’язок початкової задачi для
рiвняння (2) i всi його похiднi до порядку n−2 вклю-
чно є абсолютно неперервними функцiями, а (n− 1)-
ша похiдна на цьому промiжку є функцiєю обмеженої
варiацiї.

Приймаючи λ = −ρn, рiвняння (2) запишемо у
виглядi

y(n) + p2y
(n−2) + . . . + pny + ρny = 0. (3)

Розiб’ємо всю комплексну ρ-площину на 2n секто-
рiв Sq, q = 0, 2n− 1, якi визначаються нерiвнiстю

qπ

n
≤ arg ρ ≤ (q + 1)π

n
.

Областi Sq позначатимемо через S.
Через ω1, ω2, . . . , ωn позначимо всi рiзнi коренi

n-го степеня з числа −1. Має мiсце така властивiсть
[1]: для кожного сектора Sq iснує таке розмiщення
чисел ω1, ω2, . . . , ωn, що для всiх ρ ∈ Sq виконуються
нерiвностi

Re(ρω1) ≤ Re(ρω2) ≤ . . . ≤ Re(ρωn). (4)

У [14] встановлено асимптотику для великих
значень параметра ρ лiнiйно незалежної системи
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розв’язкiв рiвняння (3) з сумовними коефiцiєнтами
на пiвосi [0,∞). Виявляється, що сингулярнiсть ко-
ефiцiєнтiв на неї не впливає i нижче буде знайдено
аналогiчнi формули i для розв’язкiв рiвняння (3) з
накладеними на початку цього пункту умовами на
коефiцiєнти, що узагальнює окремi результати робо-
ти [14].

II. Допомiжнi теореми

Теорема 1. Нехай для ядер Kij(x, ξ, ρ) i фун-
кцiй fi(x, ρ), bj(x), i, j = 1, n системи iнтегральних
рiвнянь (i = 1, n)

ui(x, ρ) = fi(x, ρ)+
n∑

j=1

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)uj(ξ, ρ)dbj(ξ) (5)

виконуються умови:

а) Для кожного значення ρ, яке належить деякiй
множинi E комплексної ρ-площини, i кожного зна-
чення x з пiвiнтервалу [a,∞), ядра Kij(x, ξ, ρ) є не-
перервними лiворуч сумовними функцiями змiнної ξ
в пiвiнтервалi [a,∞).

б) Функцiї bi(x) є неперервними праворуч функцiями
обмеженої на промiжку [a,∞) варiацiї.

в) Iснує додатне число q, менше вiд одиницi, таке,
що

∞∫

a

|Kij(x, ξ, ρ)| · |dbj(ξ)| ≤ q

n
, i, j = 1, n, (6)

для всiх x ∈ [a,∞) i всiх ρ ∈ E.

г) Для всiх точок x, x0 ∈ [a,∞), всiх ρ, ρ0 ∈ E i всiх
i, j = 1, n

lim
x→x0
ρ→ρ0

∞∫

a

|Kij(x, ξ, ρ)−Kij(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)| = 0. (7)

д) Функцiї fi(x, ρ) неперервнi за сукупнiстю змiнних
x, ρ i обмеженi на множинi x ∈ [a,∞), ρ ∈ E.

Тодi система рiвнянь (5) має розв’язок ui(x, ρ),
i = 1, n, неперервний за сукупнiстю змiнних x, ρ
i обмежений на множинi a ≤ x < ∞, ρ ∈ E.

Зокрема, якщо ядра Kij(x, ξ, ρ) задовольняють нерiв-
ностi

|Kij(x, ξ, ρ)| ≤ C

|ρ| , i, j = 1, n, x, ξ ∈ [a,∞), (8)

де C – деяка стала, то при ρ →∞

ui(x, ρ) = fi(x, ρ) + O

(
1
ρ

)
, i = 1, n. (9)

¤ Доведення. Доведення здiйснюємо мето-
дом, запропонованим у [15]. Застосуємо до систе-
ми (5) метод послiдовних наближень. Приймемо для
x ∈ [a,∞), ρ ∈ E

ui0(x, ρ) ≡ 0, i = 1, n, (10)

ui,k+1(x, ρ) = fi(x, ρ) +

+
n∑

j=1

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)ujk(ξ, ρ)dbj(ξ), i = 1, n. (11)

Позначимо через E1 множину всiх пар (x, ρ),
a ≤ x < ∞, ρ ∈ E i доведемо за iндукцiєю, що кожна
з функцiй uik(x, ρ) неперервна за сукупнiстю змiнних
x, ρ i обмежена на множинi E1 i що для (x, ρ) ∈ E1

кожен з iнтегралiв (11) збiгається. Для k = 0 твер-
дження виконується; припустимо, що воно має мiсце
для k = m i доведемо його для k = m + 1.

Нехай

|uim(x, ρ)| ≤ cm для (x, ρ) ∈ E1. (12)

Тодi з оцiнок
∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)ujm(ξ, ρ)dbj(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
n∑

j=1

cm

∞∫

a

|Kij(x, ξ, ρ)| · |dbj(ξ)| ≤ cmq

випливає збiжнiсть iнтегралiв (11) i обмеженiсть
функцiй ui,m+1(x, ρ), i = 1, n.

Крiм того, внаслiдок оцiнок (6), (12)
∣∣∣∣∣∣

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)ujm(ξ, ρ)dbj(ξ)−

−
∞∫

a

Kij(x0, ξ, ρ0)ujm(ξ, ρ0)dbj(ξ)

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

∞∫

a

[Kij(x, ξ, ρ)−Kij(x0, ξ, ρ0)] ujm(ξ, ρ)dbj(ξ) +

+

N∫

a

Kij(x0, ξ, ρ0) [ujm(ξ, ρ)− ujm(ξ, ρ0)] dbj(ξ) +

+

∞∫

N

Kij(x0, ξ, ρ0) [ujm(ξ, ρ)− ujm(ξ, ρ0)] dbj(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ cm

∞∫

a

|Kij(x, ξ, ρ)−Kij(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)|+

+
q

n
max

a≤ξ≤N
|ujm(ξ, ρ)− ujm(ξ, ρ0)|+

+ 2cm

∞∫

N

|Kij(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)|, i, j = 1, n.
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Вибравши N достатньо великим, ми можемо зробити
третiй доданок як завгодно малим; вибравши точку
(x, ρ) достатньо близькою до точки (x0, ρ0) i кори-
стуючись умовою (7) та припущенням неперервностi
функцiй uim(x, ρ), можемо зробити також i першi два
доданки як завгодно малими. Отже, доведено, що iн-
теграли

∞∫

a

Kij(z, ξ, ρ)ujm(ξ, ρ)dbj(ξ), i, j = 1, n,

а отже, i ui,m+1(x, ρ), є неперервними функцiями на
множинi E1.

Розглянемо тепер ряди

ui0(x, s) + (ui1(x, s)− ui0(x, s)) + . . .

. . . + (uim(x, s)− ui,m−1(x, s)) + . . . , i = 1, n, (13)

i введемо позначення

µ0 = 0,

µm = sup
(x,ρ)∈E1

i=1,n

|uim(x, ρ)− ui,m−1(x, ρ)|, m = 1, 2, 3, . . .

З формул (6) i (11) випливає, що для i = 1, n

|ui,m+1(x, ρ)− uim(x, ρ)| =

=

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)[ujm(ξ, ρ)− uj,m−1(ξ, ρ)]dbj(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ µm

n∑

j=1

∞∫

a

|Kij(x, ξ, ρ)| · |dbj(ξ)| ≤ q µm. (14)

Отже,
µm+1 ≤ µmq.

Оскiльки за умовою q < 1, то ряд

µ0 + µ1 + µ2 + . . . (15)

збiгається, а тому ряди (13) збiгаються рiвномiрно
вiдносно (x, ρ) ∈ E1. Позначимо через ui(x, ρ) суми
рядiв (13). Тодi

ui(x, ρ) = lim
m→∞

uim(x, ρ), i = 1, n,

причому рiвномiрно вiдносно (x, ρ) ∈ E1. Переходя-
чи в (11) до границi i користуючись умовами (6),
отримуємо, що ui(x, ρ), i = 1, n, є розв’язком систе-
ми (5). З рiвномiрної збiжностi рядiв (13) i неперерв-
ностi кожної з функцiй uim(x, ρ) випливає, що фун-
кцiї ui(x, ρ) неперервнi на множинi E1. Оскiльки суми
ui(x, ρ) рядiв (13) за модулем не перевищують суму
ряду (15), то всi функцiї ui(x, ρ) є обмеженими на
множинi E1.

Нарештi, якщо ядра системи (5) задовольняють
нерiвностi (8), то з нерiвностей (14) випливає, що

µm+1 ≤ µm
c̃

|ρ| ,

де c̃ – деяка стала. Тодi внаслiдок формул (11) ко-
жна з функцiй uik(x, ρ) має асимптотику при ρ →∞,
k →∞

uik(x, ρ) = fi(x, ρ) + O

(
1
ρ

)
,

а отже, мають мiсце формули (9) i теорему доведено
повнiстю. ¥

Теорема 2. Нехай додатково до умов а), б),
в), г), д) маємо:

е) E є вiдкритою множиною комплексної площини.

є) Для кожного фiксованого значення x ∈ [a,∞)
fi(x, ρ) є однозначними аналiтичними функцiями
змiнної ρ ∈ E.

ж) Для кожного фiксованого значення x ∈ [a,∞) i
для кожної функцiї fi(x, ρ), що задовольняє умови д)
i є), iнтеграли

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)fj(ξ, ρ)dbj(ξ)

є однозначними аналiтичними функцiями змiнної
ρ ∈ E.

Тодi для кожного фiксованого значення x ∈ [a,∞)
розв’язок ui(x, ρ) системи (5) є сукупнiстю однозна-
чних аналiтичних функцiй змiнної ρ ∈ E.

¤ Доведення. Справдi, у цьому випадку при
фiксованому x ∈ [a,∞) кожна з функцiй uim(x, ρ)
буде аналiтичною функцiєю змiнної ρ ∈ E, i твер-
дження теореми випливає з рiвномiрної збiжностi ря-
дiв (13). ¥

Зауваження 1. Нехай виконується умова б)
теореми 1. Умови а), в), г) теореми 1 будуть вико-
нуватись, якщо

Kij(x, ξ, ρ) =
{

ϕij1(x, ξ, ρ), a ≤ ξ ≤ x,
ϕij2(x, ξ, ρ), a ≤ x < ξ,

i, j = 1, n,

(16)
де ϕij1(x, ξ, ρ), ϕij2(x, ξ, ρ) – обмеженi неперервнi за
сукупнiстю змiнних (x, ξ, ρ), x, ξ ∈ [a,∞), ρ ∈ E, фун-
кцiї, що задовольняють умови

c

∞∫

a

|dbj(ξ)| < 1
n

, j = 1, n, (17)

або
c
∞
V
a

bj <
1
n

для
c = max

1≤i,j≤n
k=1,2

{
sup

x,ξ∈[a,∞)
ρ∈E

|ϕijk(x, ξ, ρ)|
}

.

¤ Доведення. Справдi, у цьому випадку з (16) i
властивостей функцiй ϕijk(x, ξ, ρ) випливає, що умо-
ва а) теореми 1 виконується, умова в) безпосередньо
випливає з (17) i умови б). Залишається перевiрити
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умову г). Нехай для визначеностi a < x < x0; тодi
для i, j = 1, n

∞∫

a

|Kij(x, ξ, ρ)−Kij(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)| =

=

x∫

a

|ϕij1(x, ξ, ρ)− ϕij1(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)|+

+

x0∫

x

|ϕij2(x, ξ, ρ)− ϕij1(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)|+

+

N∫

x0

|ϕij2(x, ξ, ρ)− ϕij2(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)|+

+

∞∫

N

|ϕij2(x, ξ, ρ)− ϕij2(x0, ξ, ρ0)| · |dbj(ξ)| ≤

≤ max
a≤ξ≤N

|ϕij1(x, ξ, ρ)− ϕij1(x0, ξ, ρ0)|
∞∫

a

|dbj(ξ)|+

+ max
a≤ξ≤N

|ϕij2(x, ξ, ρ)− ϕij2(x0, ξ, ρ0)|
∞∫

a

|dbj(ξ)|+

+ 2c

x0∫

x

|dbj(ξ)|+ 2c

∞∫

N

|dbj(ξ)|.

Вибравши N достатньо великим, а точку (x, ρ) до-
статньо близькою до точки (x0, ρ0), ми можемо всi
доданки останньої суми зробити як завгодно мали-
ми. ¥

Зауваження 2. Нехай додатково до умов за-
уваження 1 ϕij1(x, ξ, ρ), ϕij2(x, ξ, ρ) – аналiтичнi
функцiї змiнної ρ в областi E1 при фiксованих

x, ξ ∈ [a,∞) та виконується умова д) теореми 1. Тодi
виконується умова ж) теореми 2.

¤ Доведення. Справдi, у цьому випадку

∞∫

a

Kij(x, ξ, ρ)fj(ξ, ρ)dbj(ξ) =

=

x∫

a

ϕij1(x, ξ, ρ)fj(ξ, ρ)dbj(ξ) +

+

∞∫

x

ϕij2(x, ξ, ρ)fj(ξ, ρ)dbj(ξ), i, j = 1, n.

Аналiтичнiсть першого iнтеграла праворуч випливає
з властивостей пiдiнтегральних функцiй, а другого –
з оцiнки

∞∫

x

|ϕij2(x, ξ, ρ)fj(ξ, ρ)| · |dbj(ξ)| ≤ c̃

∞∫

x

|dbj(ξ)|,

де c̃ – деяка стала. ¥

III. Основнi результати

Рiвняння (3) можна подати у виглядi

y(n) + ρny = −p2y
(n−2) − . . .− pny. (18)

За допомогою вектора y = (y, y′, . . . , y(n−1))T зведе-
мо це рiвняння до системи диференцiальних рiвнянь
першого порядку

y′ = C ′(x)y (19)

або в розгорнутому виглядi




y
y′

· · ·
y(n−2)

y(n−1)




′

=




0 1 · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 0 1

−ρn − pn −pn−1 · · · −p2 0







y
y′

· · ·
y(n−2)

y(n−1)




.

Очевидно, що

∆C(x) = C(x)− C(x− 0) =




0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0

−∆qn(x) · · · −∆q2(x) 0


.

Оскiльки [∆C(x)]2 = 0, то система (19) є коректною [16]. Однорiдне рiвняння

y(n) + ρny = 0 (20)

має фундаментальну систему розв’язкiв eρω1x, eρω2x, . . . , eρωnx. Розглядаючи праву частину рiвняння (18) як
“неоднорiднiсть”, векторне рiвняння (19) подамо у виглядi

y′ = C ′1y + C ′2y,
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де

C ′1(x) =




0 1 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 1
−ρn 0 · · · 0


, C ′2(x) =




0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0

−pn(x) · · · −p2(x) 0


.

За формулою Кошi для неоднорiдного рiвняння

y(x) = B(x, a)ya +

x∫

a

B(x, ξ) dC2(ξ)y(ξ), (21)

де B(x, ξ) – фундаментальна матриця “однорiдної” системи y′ = C ′1y, що має структуру [17]:

B(x, ξ) =




K{n−1}(x, ξ) · · · K{1}(x, ξ) K(x, ξ)
K{n−1}(1)(x, ξ) · · · K{1}(1)(x, ξ) K(1)(x, ξ)

· · · · · · · · · · · ·
K{n−1}(n−1)(x, ξ) · · · K{1}(n−1)(x, ξ) K(n−1)(x, ξ)


, (22)

де K(x, ξ) – функцiя Кошi рiвняння (20), а фiгурними дужками позначено квазiпохiднi за другою змiнною в
сенсi спряженого до (20) рiвняння. Вiдомо [13], що їх визначають за формулами

z{0}
def
= z, z{i} = −(z{i−1})′, i = 1, n− 1. (23)

Легко перевiрити, що функцiя Кошi для рiвняння (20) має вигляд

K(x, ξ) = −ω1e
ρω1(x−ξ) + ω2e

ρω2(x−ξ) + . . . + ωneρωn(x−ξ)

nρn−1
. (24)

Справдi, вона задовольняє рiвняння (20) за змiнною x; K(ν)(ξ, ξ) = 0, ν = 0, n− 2; K(n−1)(ξ, ξ) = 1,

оскiльки
n∑

j=1

ων+1
j = 0, а

n∑
j=1

ωn
j = −n.

Використовуючи спiввiдношення (23) i (24), рiвнiсть (22) запишемо у виглядi

B(x, ξ) = −




1
n

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−ξ) · · · 1

nρn−2

n∑
j=1

ω2
j eρωj(x−ξ) 1

nρn−1

n∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ)

ρ
n

n∑
j=1

ωn+1
j eρωj(x−ξ) · · · 1

nρn−3

n∑
j=1

ω3
j eρωj(x−ξ) 1

nρn−2

n∑
j=1

ω2
j eρωj(x−ξ)

· · · · · · · · · · · ·
ρn−1

n

n∑
j=1

ω2n−1
j eρωj(x−ξ) · · · ρ

n

n∑
j=1

ωn+1
j eρωj(x−ξ) 1

n

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−ξ)




,

а рiвняння (21), позначивши ya = y(a) = (c̃1, c̃2, . . . , c̃n)T , запишемо як




y(x)
· · ·

y(n−1)(x)


 =




− c̃1
n

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−a) − . . .− c̃n

nρn−1

n∑
j=1

ωje
ρωj(x−a)

· · ·
− c̃1ρn−1

n

n∑
j=1

ω2n−1
j eρωj(x−a) − . . .− c̃n

n

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−a)




+

+

x∫

a




1
n

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−ξ) . . . 1

nρn−1

n∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ)

. . . . . . . . .

ρn−1

n

n∑
j=1

ω2n−1
j eρωj(x−ξ) . . . 1

n

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−ξ)



·




0
. . .

n∑
s=2

y(n−s)(ξ) dqs(ξ)


.

Сталi c̃j , j = 1, n, можна вибрати так, щоб виконувалась система рiвностей




y(x) =
n∑

j=1

cje
ρωjx + 1

n ρn−1

n∑
s=2

x∫
a

n∑
j=1

ωje
ρωj(x−ξ)y(n−s)(ξ) dqs(ξ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

y(n−1)(x) =
n∑

j=1

cjρ
n−1ωn−1

j eρωjx + 1
n

n∑
s=2

x∫
a

n∑
j=1

ωn
j eρωj(x−ξ)y(n−s)(ξ) dqs(ξ).

(25)
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Справдi, з рiвностi
(
− c̃1

n
ωn

1 − . . .− c̃n

nρn−1
ω1

)
e−ρω1aeρω1x + . . . +

(
− c̃1

n
ωn

n − . . .− c̃n

nρn−1
ωn

)
e−ρωnaeρωnx = c1e

ρω1x + ... + cneρωnx

отримуємо систему

− e−ρω1a(c̃1ω
n
1 ρn−1 + . . . + c̃nω1) = c1nρn−1,

. . . ,

− e−ρωna(c̃1ω
n
nρn−1 + . . . + c̃nωn) = cnnρn−1,

визначник якої при |ρ| > 0 вiдмiнний вiд нуля як ви-
значник Вандермонда.

Теорема 1. Нехай pi = q′i, qi(x), i = 2, n, – не-
перервнi праворуч функцiї обмеженої варiацiї на пiв-
осi [0,∞). Тодi в усiй областi комплексної ρ-площини
рiвняння (3) має n лiнiйно незалежних розв’язкiв
yk(x, ρ), k = 1, n, таких, що при x ≥ a ≥ 0

y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωkxzkν(x, ρ) (26)

для k = 1, n, ν = 0, n− 1, де функцiї zkν(x, ρ) обме-
женi в областi a ≤ x < ∞, ρ ∈ S, |ρ| ≥ r > 0.

Функцiї y
(ν)
k (x, ρ) неперервнi за сукупнiстю змiнних

(x, ρ) при x ∈ (0,∞), ρ ∈ S, |ρ| ≥ r; для кожного
фiксованого значення x ∈ [0,∞) y

(ν)
k (x, ρ) – регуляр-

нi (однозначнi аналiтичнi) функцiї вiд ρ в областi
ρ ∈ S, |ρ| ≥ r.

Для ρ ∈ S, ρ →∞

y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωkx

[
ων

k + O

(
1
ρ

)]
(27)

рiвномiрно вiдносно x ∈ [0,∞).

¤ Доведення. Нехай
y(ν)(x, ρ) = ρνeρωkxzν(x, ρ), ν = 0, n− 1, (28)

для деякого фiксованого k, k = 1, n.
Тодi (25) можна записати у виглядi

ρνeρωkxzν(x, ρ) =
n∑

j=1

cjρ
νων

j eρωjx +
1

n ρn−ν−1

n∑
s=2

x∫

a

n∑

j=1

ων+1
j eρωj(x−ξ)ρn−seρωkξzn−s(ξ)dqs(ξ),

звiдки

zν =
n∑

j=1

cjω
ν
j eρ(ωj−ωk)x +

1
n

n∑
s=2

x∫

a

n∑

j=1

ων+1
j ρ1−seρωk(ξ−x)eρωj(x−ξ)zn−s(ξ)dqs(ξ), ν = 0, n− 1. (29)

Приймемо для фiксованого k, k = 1, n,

c′j =





cj , j = 1, k,

cj +
n∑

s=2

∞∫
a

ωj

n ρ1−seρ(ωk−ωj)ξzn−s(ξ)dqs(ξ), j = k + 1, n.
(30)

Кожен iнтеграл Рiмана-Стiльтьєса в (30) iснує i збiгається внаслiдок неперервностi й обмеженостi функцiй

ρ1−seρ(ωk−ωj)ξzn−s(ξ)

в припущеннi обмеженостi i неперервностi функцiй zn−s(ξ), бо Re(ρωk) ≤ Re(ρωj), j = k + 1, n (це випливає з
нерiвностей (4)).

Тодi система (29) запишеться у виглядi

zν =
n∑

j=1

c′jω
ν
j eρ(ωj−ωk)x +

1
n

n∑
s=2

x∫

a

k∑

j=1

ων+1
j ρ1−seρωk(ξ−x)eρωj(x−ξ)zn−s(ξ)dqs(ξ)−

− 1
n

n∑
s=2

∞∫

x

n∑

j=k+1

ων+1
j ρ1−seρωk(ξ−x)eρωj(x−ξ)zn−s(ξ)dqs(ξ), ν = 0, n− 1. (31)
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Припустимо, що рiвняння (3) має розв’язок yk такий, що c′ν = 0 при ν 6= k, c′k = 1. Позначимо

y
(ν)
k = ρνeρωkxzkν ,

Kkνs(x, ξ, ρ) =





1
neρωk(ξ−x)ρ2−s

k∑
j=1

ων+1
j eρωj(x−ξ), ξ ≤ x,

− 1
neρωk(ξ−x)ρ2−s

n∑
j=k+1

ων+1
j eρωj(x−ξ), ξ > x,

(32)

k = 1, n, ν = 0, n− 1, s = 2, n.

Тодi для функцiй zkν(x, ρ) отримаємо систему iнтегральних рiвнянь

zkν(x, ρ) = ων
k +

1
ρ

n∑
s=2

∞∫

a

Kkνs(x, ξ, ρ) zk,n−s(ξ, ρ) dqs(ξ). (33)

Кожна з функцiй Kkνs(x, ξ, ρ), k = 1, n, ν = 0, n− 1, s = 2, n, неперервна лiворуч для всiх x, ξ ∈ [0,∞) та
регулярна для всiх ρ, таких, що |ρ| ≥ r > 0. Iснує така стала C1 > 0, що для ξ ≤ x

|Kkνs(x, ξ, ρ)| = 1
n
|ρ|2−s

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ων+1
j e(ρωj−ρωk)(x−ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C1, k = 1, n, ν = 0, n− 1, s = 2, n, (34)

бо Re(ρωj) ≤ Re(ρωk), j = 1, k, внаслiдок (4). Аналогiчно, iснує така стала C2 > 0, що для ξ > x

|Kkνs(x, ξ, ρ)| = 1
n
|ρ|2−s

∣∣∣∣∣
n∑

j=k+1

ων+1
j e(ρωj−ρωk)(x−ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C2, k = 1, n, ν = 0, n− 1, s = 2, n, (35)

бо Re(ρωj) ≥ Re(ρωk), j = k + 1, n, внаслiдок (4).
Нехай C = max{C1, C2}. Внаслiдок обмеженостi варiацiї функцiй qj(x) можна знайти таке число a ≥ 0,

що

c
1
r

∞∫

a

|dqs(ξ)| = c

r

∞
V
a

qs <
1
n

, s = 2, n. (36)

Тодi будуть виконанi всi умови теорем 1 i 2 попереднього роздiлу, i система (33) має згiдно з цими теоре-
мами обмежений неперервний розв’язок zkν(x, ρ), x ∈ [a,∞), ρ ∈ S, |ρ| ≥ r > 0, а згiдно з (9) мають мiсце
асимптотичнi формули (27) для ρ →∞.

Доведемо, що iснує розв’язок (26) рiвняння (3), який задовольняє (33). Для цього досить показати, що
якими б не були сталi c′ν , iснує розв’язок (28) рiвняння (3), що задовольняє (31) при цих значеннях c′ν .

Рiвностi (30) – це лiнiйне перетворення вiд cj до c′j . Очевидно, достатньо довести, що визначник перетво-
рення (30) для великих |ρ|, ρ ∈ S, вiдрiзняється вiд нуля. У цьому випадку рiвняння (30) можна розв’язати
вiдносно cj при довiльно заданих c′j .

Якщо визначник перетворення (30) дорiвнює нулю при як завгодно великих |ρ|, ρ ∈ S, то для цих значень
ρ рiвняння (30) мають нетривiальнi розв’язки вiдносно cj при c′1 = c′2 = . . . = c′n = 0. Вiдповiдна функцiя

zν(x, ρ) = ρ−νe−ρωkxy(ν)(x, ρ) (37)

буде тодi нетривiальним розв’язком системи

zν(x, ρ) =
1
n

n∑
s=2

x∫

a

k∑

j=1

ων+1
j ρ1−se(ρωj−ρωk)(x−ξ)zn−s(ξ, ρ) dqs(ξ)−

− 1
n

n∑
s=2

∞∫

x

n∑

j=k+1

ων+1
j ρ1−se(ρωj−ρωk)(x−ξ)zn−s(ξ, ρ) dqs(ξ), ν = 0, n− 1,

яку можна отримати з (31) при c′1 = c′2 = . . . = c′n = 0. Доведемо, що це неможливо. Нехай m(ρ) =
max |zν(x, ρ)|, a ≤ x ≤ b, ν = 0, n− 1. Врахувавши (32), останню систему запишемо у виглядi

zν(x, ρ) =
1
ρ

n∑
s=2

∞∫

a

Kkνs(x, ξ, ρ) zn−s(ξ, ρ) dqs(ξ).
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Згiдно з (34), (35)

|zν(x, ρ)| ≤ C

|ρ|

∞∫

a

|dqs(ξ)|m(ρ) ≤ m(ρ)
C1

|ρ| ,

де C1 – деяка стала. Ця нерiвнiсть повинна справджуватись для всiх ρ, але для великих |ρ| вона є можливою
лише тодi, коли m(ρ) = 0, отже, zν(x, ρ) = 0. Звiдси на основi (37) отримуємо, що y ≡ 0 при ν = 0.

Залишається довести ще лiнiйну незалежнiсть розв’язкiв yk(x, ρ). Для цього обчислимо вронскiан цих
функцiй при ρ →∞

W (x, ρ) = 1 · ρ · ρ2 . . . ρn−1eρ(ω1+ω2+...+ωn)x

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
ω1 ω2 · · · ωn

· · · · · · · · · · · ·
ωn−1

1 ωn−1
2 · · · ωn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ρ

n(n−1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
ω1 ω2 · · · ωn

· · · · · · · · · · · ·
ωn−1

1 ωn−1
2 · · · ωn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Оскiльки визначник Вандермонда рiзних чисел ω1, ω2, . . . , ωn вiдмiнний вiд нуля, то i визначник Вронського
не дорiвнюватиме нулю для всiх x ∈ [a,∞), ρ ∈ S. ¥

Зауваження 1. Кожен з отриманих розв’язкiв
yk(x, ρ), k = 1, n, можна продовжити на вiдрiзок
[0, a], побудувавши на ньому розв’язки рiвняння (3),
якi б задовольняли початковi умови

y(ν)(a) = y
(ν)
k (a), ν = 0, n− 1, k = 1, n.

Зауваження 2. Якщо r є настiльки великим,
що

c

r

∞∫

0

|dqj(ξ)| < 1
n

, j = 2, n,

у позначеннях теореми 1 цього роздiлу, то у цiй тео-
ремi можна прийняти a = 0.

Висновки

Побудованi асимптотичнi формули для лiнiйно
незалежної системи розв’язкiв диференцiального рiв-
няння з мiрами на пiвосi дозволяють дослiджувати
поведiнку власних значень та власних функцiй вiдпо-
вiдної крайової задачi. Наявнiсть узагальнених фун-
кцiй в коефiцiєнтах диференцiального рiвняння не
впливає на цi формули.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С МЕРАМИ НА ПОЛУОСИ
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С помощью концепции квазипроизводных построены асимптотические формулы для
фундаментальной системы решений дифференциального уравнения n-го порядка с мерами
на полуоси.
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With the help of a conception of quasiderivatives the asymptotic formulas for a fundamental
system of solutions of a differential equation of the n-th order with measures on the semi-axis
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