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Удосконаленим методом сили самодії Лоренца досліджено інтегральні вирази спектрально-кутового й 
спектрального розподілів потужності випромінювання послідовності електронів, що рухаються в 
магнітному полі в прозорому ізотропному середовищі. Особливу увагу приділено дослідженню тонкої 
структури спектрального розподілу потужності синхротронно-черенковського випромінювання одного, 
двох, трьох та чотирьох точкових електронів, що рухаються вздовж гвинтової лінії в середовищі. 
Розробленим методом прямого числового розрахунку функції спектрального розподілу потужності 
випромінювання встановлено й досліджено ефекти когерентного випромінювання гармонік та осциляції в 
спектрах синхротронно-черенковського випромінювання послідовності двох, трьох та чотирьох точкових 
електронів. 
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Стаття поступила до редакції 12.10.2018; прийнята до друку 15.03.2019. 

Вступ 

Лармор [1-4] уперше встановив, що окрема 
точкова заряджена частинка, що рухається з 
прискоренням у вакуумі, завжди випромінює 
електромагнітні хвилі. Формула Лармора для 
потужності випромінювання точкових заряджених 
частинок [3, 4], що отримана для нерелятивістського 
випадку, була узагальнена Лієнаром [5] та 
Хевісайдом [6] на релятивістський випадок. 
Шотт [7-9] у 1907 році уперше строго в рамках 

класичної електродинаміки дослідив спектр 
випромінювання електронів, що рухаються вздовж 
кола у вакуумі. Шотт здійснив спробу побудувати 
теорію спектрів атомів, використовуючи отримані в 
рамках класичної електродинаміки співвідношення. 
Його спроби пояснити випромінювання атома на 
основі класичної фізики не мали успіху. Роботи 
Шотта внаслідок цих причин протягом 40 років 
залишалися лише в області академічного інтересу й 
практично були забуті. Через 40 років формула 
Шотта знайшла застосування при дослідженні  
спектра випромінювання заряджених частинок, що 
рухаються в макроскопічних масштабах 
(синхротронне випромінювання). Основні 
властивості синхротронного випромінювання 
заряджених частинок, що рухаються в магнітному 

полі у вакуумі, проаналізовані в огляді [10] та 
монографіях [11-14]. 
Той факт, що такий тривалий час формула Шотта 

[10] мала лише академічний інтерес, зумовлений 
також тим, що Шотт уперше лише в 1933 році [15] 
встановив умови, за яких розподіли заряджених 
частинок, що рухаються з прискоренням та 
здійснюють періодичний рух, не випромінюють 
електромагнітні хвилі. Інтерес до такого класу 
розподілів заряджених частинок та їх полів 
зумовлений також можливістю їх застосування до 
класичних, стабільних моделей елементарних 
частинок, атомів, та в інших випадках [16-20].  
Спектр випромінювання послідовності 

невзаємодіючих заряджених частинок, що рухаються 
вздовж гвинтової  лінії у вакуумі, досліджено в 
працях [21, 22]. Надпотужне короткохвильове 
когерентне синхротронне випромінювання 
послідовністю згустків заряджених частинок 
досліджено в працях [23-25]. 
Класичну теорію випромінювання заряджених 

частинок, що рухаються з надсвітловими  
швидкостями, було накреслено Хевісайдом [26], 
Кондре [27] та Зоммерфельдом [28-31]. Класичну 
теорію явища черенковського випромінювання 
заряду в диспергуючому середовищі вперше 
сформульовано Франком і Таммом [32] у 1937 році. 
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Випромінювання зарядів і мультиполів, що 
рухаються прямолінійно у середовищі, 
проаналізовано в монографіях [33-36]. 
Черенковські ефекти, що ґрунтуються на 

чотирьох фундаментальних взаємодіях, були 
досліджені й класифіковані у праці [37]. 
Сучасні результати з черенковського 

випромінювання поблизу черенковського бар’єру 
[36, 38-40] та з аномальних черенковських кілець [41, 
42] стимулювали нові теоретичні дослідження у цій 
області [43-44]. 

Цитович [45] уперше розглянув випадок 
осциляцій у спектрі випромінювання релятивістської 
зарядженої частинки, що рухається вздовж кола, в 
постійному магнітному полі у середовищі за 
наявності дисперсії. Вище черенковського бар’єру в 
прозорих середовищах для електронів, що рухаються 
вздовж гвинтової лінії, встановлено виникнення 
осциляцій [46–50] та стрибкоподібних змін [51-53] 
функції спектрального розподілу потужності 
випромінювання.  

Метою даної роботи є отримання удосконаленим 
методом сили самодії Лоренца основних формул для 
спектрально-кутового й спектрального розподілів 
середньої за часом потужності випромінювання 
послідовності (системи) електронів, що рухаються 
вздовж довільної заданої траєкторії в прозорому 
ізотропному середовищі. Для часткового випадку 
послідовності електронів, що рухаються по гвинтовій 
лінії в магнітному полі в прозорому ізотропному 
середовищі, розробленим числовим методом прямого 
числового розрахунку функції спектрального 
розподілу потужності випромінювання електронів 
досліджено тонку структуру спектра 
випромінювання цієї послідовності. Значну увагу 
приділено дослідженню осциляцій та когерентному 
випромінюванню поблизу черенковського бар’єру. 

I. Середня за часом потужність 
випромінювання заряджених 
частинок, що рухаються в 
прозорому середовищі 

Середню за часом потужність випромінювання 
radP  заряджених частинок, що рухаються в 

прозорому ізотропному середовищі, можна 
визначити згідно [46, 47, 54, 55]: 
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визначаються  через напиврізницю запізнюючих та 
випереджаючих  потенціалів.  

Запізнюючі та випереджаючі скалярний 
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заряджених частинок, що рухаються в прозорому 
ізотропному середовищі, враховуючи частотну 
дисперсію діелектричної ( )ωε  та магнітної ( )ωµ  
проникностей, визначаються  через [54, 55] 
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Тут α  – нескінченно мала величина, яка 
перетворюється в нуль після розрахунку інтегралу, 
показник заломлення ( ) ( ) ( )ωµωεω =n . 

Миттєва потужність випромінювання ( )tPrad , яка 
виражена через спектрально-кутовий розподіл 
потужності випромінювання ( )ϕθω ,,,1 tW  заряджених 
частинок, з урахуванням співвідношень (1), (2), (3) 
набуває вигляду: 
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Миттєву потужність випромінювання ( )tPrad , 
яка виражена через спектрально-кутовий розподіл 
потужності випромінювання ( )θω,,2 tW , можна 
отримати з (4), (5), використовуючи співвідношення 
для функції Бесселя цілочислового індексу (див. 
стор. 416 в [57]): 
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де ( )xJ0  – функція Бесселя нульового індексу. 
Тоді знаходимо: 
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Миттєву потужність випромінювання ( )tPrad , 
яка виражена через спектральний розподіл 
потужності випромінювання ( )ω,3 tW , можна 
отримати з (7), (8) за допомогою співвідношення для 
функцій Бесселя цілочислового індексу (див. стор. 
757 в [57]): 
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Співвідношення (11) для спектрального розподілу 
потужності випромінювання ( )ω,3 tW , отримано й 
досліджено Швінгером та іншими [58] методом 
теорії джерел.  

II. Спектральний та спектрально-
кутовий розподіли середньої 
потужності випромінювання 
послідовності електронів, що 
рухаються вздовж гвинтової лінії у 
середовищі 

Густина струму ( )trj ,
rr

 та густина заряду ( )tr ,rρ  
N  невзаємодіючих точкових електронів 
визначаються співвідношеннями: 

( ) ( ) ( )∑
=

=
N

l
ll trtVtrj

1

,, rrrr
ρ ,  ( ) ( )∑

=

=
N

l
l trtr

1

,, rr
ρρ , 

 ( ) ( )( )trretr ll
rrr

−= δρ , , (12) 

де ( )trl
r , ( )tVl

r
 – закон руху та швидкість l –ї 

частинки. 

Дослідимо випадок послідовнoстi (системи) N  
електронів, що рухаються один за одним вздовж 
гвинтової лінії у прозорому середовищі. Закон руху 
та швидкість l -го електрона в цьому випадку 
визначаються співвідношеннями: 
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компоненти  швидкості, pr , E~ – імпульс та енергія 
електрона, e  і 0m  – його заряд і маса спокою, c  – 
швидкість світла у вакуумі. 
Середню потужність випромінювання 

послідовності N  електронів ми отримаємо, 
підставляючи (12), (13) в (10), (11). Тоді знайдемо 
[54, 55]: 
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спектрального розподілу середньої потужності 
випромінювання, ( )ωµ  – магнітна проникність, 

( )ωn  – показник заломлення, ω  – циклічна частота, 
c  – швидкість світла у вакуумі. Фактор 
когерентності ( )ωNS  визначається співвідношенням  
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де lt∆  – зсув у часі l -го електрона.  

Для двох електронів фактор когерентності ( )ω2S  
набуває вигляду: 
 ( ) ( )122 cos22 tS ∆+= ωω , (17) 
де 12t∆ – зсув у часі між першим і другим 
електронами. 

Для трьох електронів фактор когерентності 
( )ω3S  має вигляд 

( ) ( ) ( )+∆+∆+= 23123 cos2cos23 ttS ωωω  
 ( ){ }2312cos2 tt ∆+∆+ ω , (18) 
де 23t∆  – зсув у часі між другим і третім 
електронами. 

Для чотирьох електронів фактор когерентності 
( )ω4S  набуває вигляду: 

( ) ( ) ( )+∆+∆+= 23124 cos2cos24 ttS ωωω  
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( ) ( ){ }+∆+∆+∆+ 231234 cos2cos2 ttt ωω  
( ){ } ( ){ }3423123423 cos2cos2 ttttt ∆+∆+∆+∆+∆+ ωω , (19) 

Тут 34t∆  – зсув у часі між третім і четвертим 
електронами. 
Після деяких нескладних перетворень (14) та (15) 

внесок окремих гармонік у середню потужність 
випромінювання послідовності N  електронів можна 
подати у вигляді: 
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де ( )
θ

ω
ωω sin

0
⊥= V

c
nq , ( )qJm , ( )qJm′  – функції 

Бесселя цілочислового індексу та їхні похідні, 
відповідно. 
Кожна гармоніка являє собою набір частот, що є 

розв’язками рівняння 

 ( ) 0cos1 0|| =−






 − ωθ
ω

ω mV
c

n , (21) 

У випадку системи, що складається з одного 
електрона,  ( ) 11 =ωS . 

III. Осциляції в спектрі синхротронно-
черенковського випромінювання 
послідовності електронів, що  
рухаються  вздовж  гвинтової  лінії 
в середовищі 

Функції ( )ωW  спектрального розподілу 
потужності синхротронно-черенковського 
випромінювання послідовності електронів, що 
рухаються вздовж гвинтової лінії у прозорому  
середовищі, розраховані згідно (14)-(15) при 

1=extB Гс, 1=µ , 3,1=n , ncV med />⊥ , 
111026,0 ×=⊥medV см/с, 10

|| 1015,0 ×=medV см/с, 

29840 =jr см, 8
0 108112,0 ×=jω рад/с (j=1, 2, ..., 12) 

(рис. 1-9). 

Спектральний розподіл потужності 
електромагнітного (синхротронно-черенковського) 
випромінювання електрона на низьких гармоніках 
при ncV med />⊥ , 3.1=n , 10

|| 1015.0 ⋅=medV см/с (рис. 1-9)  
має характер дискретних смуг. При подальшому 
зростанні номера гармонік функція спектрального 
розподілу потужності синхротронно- черенковського 
випромінювання електрона набуває періодичного 
характеру, що зумовлене перекриванням смуг 
сусідніх  гармонік та внеском інших гармонік (рис. 1-

9). Згідно співвідношення (21), розширення 
дискретних гармонік у смуги зумовлене ефектом 
Допплера. 

Потужність випромінювання на частотах, 
кратних j00 ωω =  ( )41−=j , зменшується практично 

до нуля на частотах 0613ω – 0618ω  (рис. 1-3). 
Коли системи електронів рухаються по гвинтовій 
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Рис. 1. Спектральний розподіл потужності 
синхротронно-черенковського випромінювання  
на низьких гармоніках при 1=extB Гс, 1=µ , 

3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 1 розрахована для 
випадку одного електрона з 

12int
1 1011201,0 −×=medP ерг/с, а крива 2 – двох 

електронів при зсуві у часі 02
2
12 /0001,0 ωπ×=∆t  з 

потужністю 
12int

1
int

2 1044738.0994,3 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Рис. 2. Спектральний розподіл потужності 
синхротронно-черенковського випромінювання  
на низьких гармоніках при 1=extB Гс, 1=µ , 

3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 2 розрахована для 
випадку трьох електронів при зсувах у часі 

03
3
23

3
12 /0001,0 ωπ×=∆=∆ tt  з потужністю 

11int
1

int
3 1010066.0987,8 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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лінії при ncV med />⊥ , в спектрі його випромінювання 
спостерігаються осциляції функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-черенковського 
випромінювання (рис. 4-9). На високих гармоніках 
при 111026.0 ⋅=⊥medV см/с перекривання сусідніх 
гармонік практично не приводить до 
квазіперіодичних змін функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-черенковського 
випромінювання електрона, а спостерігаються тільки 
осциляції цієї функції (рис. 7-9). Отримані в роботі 

результати узгоджуються з результатами роботи [50]. 

Осцилюючий характер функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-черенковського 
випромінювання одного, двох, трьох та чотирьох 
електронів, що рухаються вздовж гвинтової лінії в 
середовищі при ncV med />⊥ , визначається  внеском 
функцій Бесселя [59] (рис. 7-9). Числовий метод 
прямого інтегрування функції спектрального 
розподілу потужності випромінювання одного, двох, 
трьох та чотирьох електронів, що рухаються вздовж 
гвинтової лінії у середовищі, дозволив визначити 
тонку структуру спектра випромінювання цих 
електронів.  
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Рис. 3. Спектральний розподіл потужності 
синхротронно-черенковського випромінювання  
на низьких гармоніках при 1=extB Гс, 1=µ , 

3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 3 розрахована для 
випадку чотирьох електронів при зсувах у часі 

04
4
23

4
23

4
12 /0001,0 ωπ×=∆=∆=∆ ttt  з потужністю 

11int
1

int
4 1017892.097,15 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Рис. 4. Спектральний розподіл потужності 
синхротронно-черенковського випромінювання  
на низьких та середніх гармоніках при 

1=extB Гс, 1=µ , 3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 5 розрахована для 
випадку одного електрона з 

12int
5 1054275,0 −×=medP ерг/с, а крива 6 – двох 

електронів при зсуві у часі 06
6
12 /0001,0 ωπ×=∆t  з 

потужністю 
11int

5
int

6 1021668.0992,3 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Рис. 5. Спектральний розподіл потужності 
синхротронно-черенковського випромінювання  
на низьких та середніх гармоніках при 

1=extB Гс, 1=µ , 3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 7 розрахована для 
випадку трьох електронів при зсувах у часі 

07
7
23

7
12 /0001,0 ωπ×=∆=∆ tt  з потужністю 

11int
5

int
7 1048744.0981,8 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Рис. 6. Спектральний розподіл потужності 
синхротронно-черенковського випромінювання  
н а низьких та середніх гармоніках при 

1=extB Гс, 1=µ , 3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 8 розрахована для 
випадку чотирьох електронів при зсувах у часі 
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Синхротронно-черенковське випромінювання 
одного, двох, трьох і чотирьох електронів являє 
собою єдиний процес і набуває більш немонотонного 
характеру при збільшенні величини поперечної 
складової швидкості електрона. 

Висновки 

1. Для малої поздовжньої компоненти швидкості, 
на низьких гармоніках, смуги випромінювання 
електронів, що рухаються вздовж гвинтової лінії 
в середовищі, мають дискретний характер.  

2. Вплив ефекту Допплера визначає межі смуг 
окремих гармонік у спектрах синхротронно-
черенковського випромінювання одного, двох, 
трьох і чотирьох електронів, що рухаються 
вздовж гвинтової лінії у середовищі. 

3. При малому зсуві у часі, у випадку коли 
виконуються умови когерентного 
випромінювання, тобто коли довжина хвилі 
випромінювання більша за розміри 
послідовності N  електронів, послідовність 
електронів, що рухаються вздовж гвинтової 
лінії, випромінює як заряджена частинка з 
зарядом Ne  і масою спокою 0Nm , тобто в 2N  
разів більше, ніж один електрон. 

4. Осцилюючий характер функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-
черенковського випромінювання одного, двох, 
трьох та чотирьох електронів, що рухаються 
вздовж гвинтової лінії в середовищі при 

ncV med />⊥ , визначається внеском функцій 
Бесселя. 

5. Підтверджено, що синхротронно-черенковське 
випромінювання одного, двох, трьох і чотирьох 
електронів являє собою єдиний процес. Вплив 
ефекту Допплера на особливості спектрального 
розподілу потужності випромінювання 
електрона стає істотнім поблизу черенковського 
бар’єру.  

 
 
Константинович І.А. – кандидат фізико-
математичних наук, доцент; 
Константинович А.В. – доктор фізико-
математичних наук, доцент. 
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Рис. 7. Осциляції функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-
черенковського випромінювання  на низьких, 
середніх  та високих гармоніках при 1=extB Гс, 

1=µ , 3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 9 розрахована для 
випадку одного електрона з 

11int
9 1023923,0 −×=medP ерг/с, а крива 10 – двох 

електронів при зсуві у часі 10
10
12 /0001,0 ωπ×=∆t  з 

потужністю 
11int

9
int

10 1095484.0991,3 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Рис. 8. Осциляції функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-
черенковського випромінювання  на низьких, 
середніх та високих гармоніках при 1=extB Гс, 

1=µ , 3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 11 розрахована для 
випадку трьох електронів при зсувах у часі 
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12 /0001,0 ωπ×=∆=∆ tt  з потужністю 

10int
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int
11 1021468.0974,8 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Рис. 9. Осциляції функції спектрального 
розподілу потужності синхротронно-
черенковського випромінювання  на низьких, 
середніх та високих гармоніках при 1=extB Гс, 

1=µ , 3,1=n , 111026,0 ×=⊥medV см/с, 
10

|| 1015,0 ×=medV см/с. Крива 12 розрахована для 
чотирьох електронів при зсувах у часі 
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12 1038119.0934,15 −×=×= medmed PP ерг/с. 
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Integral expressions for spectral-angular and spectral distributions of the radiation power for the sequence of 
electrons moving in magnetic fields in isotropic transparent medium are investigated using the improved Lorentz`s 
self-interaction method. Special attention is given to the research of the fine structurre of the spectral distribution of 
the synchrotron-Cherenkov radiation of one, two, three and four point electrons moving along  the spiral in medium. 
Using the direct numerical method for calculation the function of spectral distributions of the radiation power are 
established and investigated the effects of coherent radiation of harmonics and oscillations in spectrum of  the 
synchrotron-Cherenkov radiation of two, three and four point electrons. 
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