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Метод суперсиметричної квантової механiки застосовано до вiдшукання квазiточно розв’я-
зуваних (КТР) перiодичних потенцiалiв iз двома вiдомими енерґетичними рiвнями для систем
iз масою, що є також перiодичною функцiєю вiд координат. Дослiджено умови, за яких супер-
потенцiал чи ґенеруюча функцiя, маючи синґулярну поведiнку, приводить до несинґулярної
потенцiальної енерґiї. Розглянуто приклади як синґулярних, так i несинґулярних суперпо-
тенцiалiв та ґенеруючих функцiй, якi приводять до несинґулярної потенцiальної енерґiї, та
знайдено хвильовi функцiї стану, що вiдповiдають двом енерґетичним рiвням.
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I. ВСТУП

Залежнiсть маси вiд координат виявляється в бага-
тьох квантовомеханiчних задачах i, зокрема, у ядер-
нiй фiзицi [1], теорiї квантових рiдин [2] та металiчних
кластерiв [3], у фiзицi неоднорiдно леґованих напiв-
провiдникiв, рiзних гетеросистем [4, 5]. Завдяки роз-
витковi технологiй мiкроелектронiки стали доступни-
ми перiодичнi наногетеросистеми, такi, як надґратки,
системи квантових ям та iн. Елементарнi квантовi мо-
делi таких систем у яких потенцiал й ефективна маса
є кусково-неперервними функцiями, розглянуто в ро-
ботах [6, 7].

З iншого боку, завжди iснував iнтерес до знахо-
дження точних розв’язкiв квантовомеханiчних задач,
зважаючи на їх важливiсть як iз загальнотеоретич-
них мiркувань, так i з погляду реалiзацiї алґоритмiв
пошуку наближених розв’язкiв. Тому проблемi одер-
жання точних розв’язкiв для систем iз масою, що за-
лежить вiд координат, присвячено низку праць [8–16]
(див. також пiдручник з квантової механiки [17]). До
знаходження точних розв’язкiв застосовано також i
метод суперсиметричної квантової механiки [14, 16].
Однак кiлькiсть точно розв’язуваних задач обмеже-
на. Тому цiкавою й важливою все ще є задача пошу-
ку квазiточно розв’язуваних (КТР) потенцiалiв, для
яких можна знайти точно кiлька енерґетичних рiв-
нiв i вiдповiдних хвильових функцiй [18–23]. Серед
них квазiточно розв’язуванi потенцiали з масою, за-
лежною вiд координат [18, 20], перiодичнi потенцiа-
ли [19, 21]. Зазначимо, що хоча дослiджують КТР-
потенцiали досить давно, ще й досi ця тематика акту-
альна (див., наприклад, роботи [22, 23] та посилання
в них).

У працi [24] методику суперсиметричної кван-
тової механiки розширено для ґенерування КТР-
потенцiалiв. У наших попереднiх роботах ми викорис-
тали цей пiдхiд до перiодичних систем [25] i систем
iз координатнозалежною масою [26]. У цiй статтi ми
застосовуємо її до вiдшукання одного i двох точних

розв’язкiв перiодичних систем, маса яких також є пе-
рiодичною функцiєю вiд координат, шляхом ґенеру-
вання вiдповiдних КТР-потенцiалiв.

Для перiодичних систем характерними є перiодич-
нiсть потенцiальної енерґiї

V±(x+ L) = V±(x) (1)

та блохiвський вигляд хвильової функцiї

ψ(x+ L) = eikLψ(x), (2)

де k — квазiiмпульс частинки.
Згiдно з осциляцiйною теоремою, енерґетичний

спектр перiодичного потенцiалу має зонну структу-
ру i власнi значення належать до дозволених енер-
ґетичних зон [E0, E1], [E1′ , E2], . . . . Границi зон вiд-
повiдають умовi kL = 0, π, а їх хвильовi функцiї за-
довольняють умову ψ(x + L) = ±ψ(x). Осциляцiйна
теорема стверджує, що для перiодичного потенцiалу
з перiодом L хвильовi функцiї, що вiдповiдають гра-
ницям зон розмiщаються в порядку зростання енерґiї
E0 ≤ E1 ≤ E1′ ≤ E2 ≤ E2′ ≤ E3 . . . i мають перiод
L, 2L, 2L,L, L, 2L, 2L, . . ., а кiлькiсть вузлiв для них
на iнтервалi L становить 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, . . . .

Можна показати, зробивши замiну змiнних у рiв-
няннi Шрединґера за допомогою функцiї, яка описує
залежнiсть маси вiд координат, що для систем iз ко-
ординатнозалежною масою основнi висновки осциля-
цiйної теореми також чиннi.

II. ГАМIЛЬТОНIАН ЧАСТИНКИ З МАСОЮ,
ЩО ЗАЛЕЖИТЬ ВIД КООРДИНАТ

При вивченнi систем iз координатнозалежною ма-
сою, виникають важливi загальнофiзичнi проблеми,
пов’язанi з упорядкуванням некомутативних опера-
торiв координати та iмпульсу в операторi кiнетичної
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енерґiї [27, 28]. Запропоновано декiлька схем упоряд-
кування операторiв. Ми базуватимемося на двопара-
метричнiй формi оператора кiнетичної енерґiї Рос-
са [29]. Гамiльтонiан системи з координатнозалежною
масою при

m(x) = m0M(x),

M(x) =
1

f2(x)
, (3)

можна подати так:

H = − ~2

2m0

√
f(x)∇f(x)∇

√
f(x) + Veff(x), (4)

де Veff(x) — деякий ефективний потенцiал, вигляд
якого залежить вiд способу впорядкування операто-
рiв у кiнетичнiй енерґiї гамiльтонiана. Перехiд до
iншого способу впорядкування приводить до змiни
Veff(x), тому говорити про спосiб упорядкування має
сенс лише разом iз Veff(x).

Увiвши деформований оператор iмпульсу, визначе-
ний як

P =
√
f(x)p

√
f(x), (5)

гамiльтонiан зводиться до

H =
P 2

2m0
+ Veff(x). (6)

При цьому оператор P повинен задовольняти вимо-
гу ермiтовостi, забезпечення якої вимагає виконання
умови [16]

lim
x→±∞

|ψ(x)|2f(x) = 0. (7)

III. СУПЕРСИМЕТРИЧНА КВАНТОВА
МЕХАНIКА ДЛЯ ЧАСТИНКИ З МАСОЮ,

ЩО ЗАЛЕЖИТЬ ВIД КООРДИНАТ

Для дослiдження енерґетичного спектра систем за-
пишiмо гамiльтонiан (6) у факторизованому виглядi

H = B+B− + ε0, (8)

де ε0 — енерґiя основного стану. Без утрати загаль-
ностi надалi покладiмо ε0 = 0. Цього можна досягну-
ти, вибравши вiдповiдно початок вiдлiку енерґiї сис-
теми. Пов’яжiмо з гамiльтонiаном системи H один
iз суперсиметричних (SUSY)-партнерiв H±, а саме,
H− = B+B−. Гамiльтонiани суперсиметричних пар-
тнерiв мають вигляд

H± = B∓B± =
1
2

(
P 2 + V±(x)

)
, (9)

де

V± = W 2(x)± f(x)W ′(x), (10)

W (x) — суперпотенцiал, W ′(x) = dW (x)
dx — похiдна вiд

суперпотенцiалу за координатою. Сталу Планка тут i
надалi покладаємо ~ = 1.
Оскiльки H = H−, то

Veff(x) = V−(x) = W 2(x)− f(x)W ′(x). (11)

Рiвняння для енерґетичного спектра суперсимет-
ричних партнерiв запишемо як

H±ψ
±
n (x) = E±n ψ

±
n (x), n = 0, 1, 2 . . . . (12)

При цьому спектри суперсиметричних партнерiв H+

i H− збiгаються, крiм, можливо, лише стану з нульо-
вою енерґiєю. Якщо стан iз нульовою енерґiєю нале-
жить операторовi H−, то хвильова функцiя цього ста-
ну, внаслiдок того, що гамiльтонiан H− представлено
у факторизованому виглядi, задовольнятиме рiвнян-
ня B−ψ−0 (x) = 0 та матиме вигляд

ψ−0 (x) =
C−0√
f(x)

exp
(
−
∫
W (x)
f(x)

dx

)
, (13)

де C−0 — константа нормування.
Для перiодичних систем хвильовi функцiї є та-

кож перiодичними функцiями. Як показано в робо-
тах [30,31], умова перiодичностi хвильової функцiї за
постiйної маси вимагає накладання на перiодичний
суперпотенцiал W (x+ L) = W (x) такої умови,∫ L

0

W (x)dx = 0, (14)

яка забезпечує обмеженiсть хвильової функцiї на всiй
числовiй осi i яку можна узагальнити для систем iз
координатнозалежною масою

∫ L

0

W (x)
f(x)

dx = 0, (15)

де f(x) є також перiодичною функцiєю з перiодом L
або кратним до L. У найпростiший спосiб цього мож-
на досягнути, вибравши W (x)) непарною функцiєю
вiдносно середньої точки iнтервалу перiодичностi, а
f(x)) — парною.

IV. КТР ПОТЕНЦIАЛИ З ОДНИМ РIВНЕМ

Методику суперсиметричної квантової механiки ми
спочатку застосуємо для ґенерування КТР перiодич-
них потенцiалiв, у полi яких рухаються частинки, ма-
са яких також є перiодичною функцiєю вiд коорди-
нат. Як видно з (13), вибираючи рiзнi суперпотенцiа-
ли W (x) та функцiї f(x), можна знайти розв’язок для
основного стану системи. У цiй статтi ми розглянемо
несинґулярнi перiодичнi потенцiали, якi у найпростi-
шому випадку можна одержати, використовуючи не-
синґулярний суперпотенцiал W (x). Як показано в ро-
ботах [25, 26, 32], несинґулярний потенцiал можна та-
кож отримати, використовуючи синґулярний супер-
потенцiал. Зокрема, якщо W (x) має простi полюси в
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точках xp
k з такою поведiнкою в їх околi

W (x) =
A−1

x− xp
k

+A0 +A1(x−xp
k)+O((x−xp

k)2), (16)

то в околi тiєї ж точки xp
k

W ′(x) = − A−1

(x− xp
k)2

+A1 +O((x− xp
k)), (17)

а розклавши в околi тiєї самої точки xp
k функцiю f(x)

в ряд iз точнiстю до квадратичних внескiв i пiдста-
вивши цi вирази в потенцiал V−(x), одержимо

V−(x) =
A2
−1 + f(xp

k)A−1

(x− xp
k)2

+
2A0A−1 − f ′(xp

k)A−1

x− xp
k

(18)

+A2
0 + 2A1A−1 − f(xp

k)A1 −
1
2
A−1f

′′(xp
k) +O(x− xp

k).

Потенцiал V−(x) буде несинґулярним у двох випад-
ках:

a) якщо

A−1 = 0, (19)

у цьому разi несинґулярним буде як потенцiал V−(x),
так i суперпотенцiал W (x)

V−(x) = A2
0 −A1f(xp

k) + 2A−1A1 +
1
2
A−1f

′′(xp
k)

+ O(x− xp
k), (20)

W (x) = A0 +A1(x− xp
k) +O((x− xp

k)2);

b) якщо ж

A−1 = −f(xp
k), (21)

A0 =
1
2
f ′(xp

k), (22)

то V−(x) набуває скiнченного в точках синґулярностi
W (x) значення, а саме

V−(x) =
1
4

(
f ′(xp

k)
)2

− 3A1f(xp
k) +

1
2
f(xp

k)f ′′(xp
k)

+ O(x− xp
k), (23)

W (x) = −
f(xp

k)
(x− xp

k)
+

1
2
f ′(xp

k) +A1(x− xp
k)

+ O((x− xp
k)2).

Зазначимо, що потенцiальна енерґiя суперсимет-
ричного партнера в цьому випадку буде синґулярною.

Пiдставляючи знайденi суперпотенцiали у (13),
знайдемо, що у випадку (a) хвильова функцiя є ана-
лiтичною функцiєю i у околi точки xp

k матиме таку
поведiнку:

ψ0(x) ∼ (x− xp
k), (24)

де xp
k є нулями хвильової функцiї.

Якщо (b) при A−1 = −f(xp
k) i A0 = 1

2f
′(xp

k), то пове-
дiнка хвильової функцiї у околi особливих точок буде
такою:

ψ0(x) ∼ |x− xp
k|

1− 1
2

√ A1

f(xp
k)
− 1

2

(
f ′(xp

k)
f(xp

k)

)2

(x− xp
k)− C

2
 , (25)

де стала C дорiвнює

C =
3
4

f ′(xp
k)√

A1f(xp
k)− 1

2 (f ′(xp
k))2

. (26)

Щоб одержати хвильову функцiю, похiдна вiд якої буде неперервною функцiєю, врахуємо, що якщо на деякому
промiжку хвильова функцiя ψ0(x) задовольняє рiвняння Шрединґера, то i хвильова функцiя −ψ0(x) на цьому
ж промiжку задовольняє те саме рiвняння. Завдяки цьому можна змiнити знак функцiї в деяких областях
так, щоб i сама хвильова функцiя, i її похiдна були неперервними функцiями. Для цього слiд зробити замiну
|x− xp

k| → (x− xp
k). Тодi поведiнка хвильової функцiї буде такою:

ψ0(x) ∼ (x− xp
k)

1− 1
2

(√
A1

f(xp
k)
− 1

2

(f ′(xp
k)

f(xp
k)

)2

(x− xp
k)− C

)2
 , (27)

де xp
k є нулями хвильової функцiї.
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Приклад 1. Маса та суперпотенцiал — перiодич-
нi функцiї, що не мають особливостей.

При розглядi основного стану насамперед розгля-
немо випадок, коли i суперпотенцiал W (x) i функцiя,
що описує залежнiсть маси вiд координат f(x), є пе-
рiодичними функцiями, якi не мають особливостей.

Нехай

W (x) = A sin(x), (28)

а

f(x) = 1/(a+ b sin2(x)), (29)

де A, b, c > 0 i b > c. Функцiя W (x) має нулi в точках
x0

k = 0,±π,±2π, . . . .
У цьому випадку потенцiал V−(x) має вигляд

V−(x) = A2 sin2(x)−A cos(x)
a+ b sin2(x)

, (30)

а точний розв’язок для стану з нульовою енерґiєю є
таким:

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(x)

× exp
(
A(a+ b) cos(x)− Ab

3
cos3(x)

)
. (31)

Одержаний потенцiал є перiодичною функцiєю з перi-
одом 2π. Хвильова функцiя ψ−0 має такий самий перi-
од та не має вузлiв, а тому за осциляцiйною теоремою
вона належить до дна першої зони.

Обернена до вибраної в попередньому випадку фун-
кцiя

f(x) = a+ b sin2(x) (32)

також приводить до несинґулярного потенцiалу
V−(x):

V−(x) = A2 sin2(x)−A(a+b) cos(x)+Ab cos3(x), (33)

а точною хвильовою функцiєю стану з нульовою енер-
ґiєю є такою:

ψ0(x) ∼
1√

a+ b sin2(x)


√

a+b
b + cos(x)√

a+b
b − cos(x)


A

2
√

b(a+b

.

(34)
Перiод цiєї хвильової функцiї складає 2π, вона не має
вузлiв i тому також належить до дна першої зони.

Приклад 2. Перiодичнi маса та синґулярний су-
перпотенцiал.

Тепер розглянемо випадок синґулярного суперпо-
тенцiалу

W (x) = A tan(x). (35)

Ця функцiя має нулi у точках βx0
k = 0,±π,±2π, . . .

та полюси у точках βxp
k = π

2 +nπ, де n = 0,±1,±2, . . .
.

Виразивши потенцiал через суперпотенцiал W (x) i
функцiю f(x), одержимо

V−(x) = A2 tan2(x)− Af(x)
cos2(x)

= A
A− f(x)
cos2(x)

−A2. (36)

Наведений потенцiал має особливостi у точках xp
k =

π
2 + nπ, n = 0,±1,±2 . . .. Для їх усунення функцiю
f(x) слiд вибрати згiдно з умовою (22) такою, що за-
довольняє рiвняння

f(xp
k) = A, f ′(xp

k) = 0. (37)

Якщо залежнiсть маси вiд координат описується
функцiєю

f(x) =
1

a+ b sin2(x)
, (38)

то несинґулярний потенцiал V−(x) набуває вигляду

V−(x) = − 1
(a+ b)2

(
1 +

b

a+ b sin2(x)

)
, (39)

а точна хвильова функцiя стану з нульовою енерґiєю
має вигляд

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(x) cos(x)

× exp
(
− b

2(a+ b)
cos2(x)

)
. (40)

Знайдений потенцiал є перiодичною функцiєю з пе-
рiодом π. Перiод хвильової функцiї 2π, вона має один
вузол i тому вiдноситься до дна третьої зони.

Якщо ж

f(x) = a+ b sin2(x), (41)

то потенцiал V−(x) є сталим i при A = a+ b дорiвнює

V−(x) = −a(a+ b), (42)

а точнi роз’язки для делокалiзованого стану з нульо-
вою енерґiєю пов’язанi виключно iз залежнiстю маси
вiд координат

ψ0(x) ∼
cos(x)

(a+ b sin2(x))
. (43)

V. КВАЗIТОЧНО РОЗВ’ЯЗУВАНI ЗАДАЧI
IЗ ДВОМА РIВНЯМИ

Для одержання ще одного власного стану операто-
раH− врахуємо, що власнi значення та власнi функцiї
гамiльотонiанiв H+ i H− пов’язанi суперсиметрични-
ми перетвореннями

E−n+1 = E+
n , E

−
0 = 0, (44)
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ψ−n+1(x) =
1√
E+

n

B+ψ+
n (x), (45)

ψ+
n (x) =

1√
E−n+1

B−ψ−n+1(x). (46)

Розглянувши гамiльтонiан H+, який є суперсимет-
ричним партнером оператора H−, та знайшовши його
основний стан, ми тим самим одержимо перший збу-
джений стан оператора H−. Використовуючи супер-
симетричнi перетворення (44), запишiмо H+ у такому
виглядi:

H+ = H1
− + ε = B+

1 B
−
1 + ε, ε > 0, (47)

що приводить до спiввiдношення мiж потенцiалами
суперсиметричних партнерiв

V+(x) = V
(1)
− (x) + ε, (48)

де B±1 та V (1)
− (x) заданi виразами (9) та (10) з новим

суперпотенцiалом W1(x), а ε є енерґiєю основного ста-
ну гамiльтонiана H+, тодi як енерґiя основного стану
H− нульова.

Суперпотенцiали W (x) та W1(x) задовольняють
рiвняння

W 2
0 (x) + f(x) W ′

0(x) = W 2
1 (x)− f(x) W ′

1(x) + 2ε. (49)

Хвильова функцiя оператора H+ iз енерґiєю E = ε
задовольняє рiвняння B−1 (x)ψ+

1 (x) = 0, розв’язком
якого є

ψ+
1 (x) =

C+
1√
f(x)

exp
(
−
∫
W1(x)
f(x)

dx

)
. (50)

Застосовуючи суперсиметричнi перетворення (45) до
ψ+

1 (x), одержимо хвильову функцiю збудженого ста-
ну з енерґiєю E = ε гамiльтонiана H−

ψ−1 (x) =
C−1√
f(x)

W+(x) exp
(
−
∫
W1(x)
f(x)

dx

)
, (51)

де W+(x) = W1(x) +W (x).

Iз рiвняння (49) не вдається знайти нi W (x), анi
W1(x), але можна знайти таку пару величин W (x) i
W1(x), якi задовольнятимуть це рiвняння. Для цього
введемо двi новi величини

W+(x) = W1(x) +W (x),
(52)

W−(x) = W1(x)−W (x),

за допомогою яких рiвняння (49) записуємо як

f(x) W ′
+(x) = W+(x) W−(x) + 2ε. (53)

Це нове рiвняння можна розв’язати як стосовно
W−(x) для заданого W+(x), так i навпаки. Ми ви-
разимо розв’язок через W+(x). Тодi

W−(x) =
f(x) W ′

+(x)− 2ε
W+(x)

, (54)

а

W (x) =
1
2

(
W+(x)−

f(x) W ′
+(x)− 2ε

W+(x)

)
,

(55)

W1(x) =
1
2

(
W+(x) +

f(x) W ′
+(x)− 2ε

W+(x)

)
.

Тут, як i ранiше, розглядатимемо несинґулярнi по-
тенцiали V−(x). Вимога несинґулярностi потенцiалу
накладає обмеження на ґенеруючу функцiю W+(x).
Розгляньмо випадок, коли W+(x) має простi нулi в
точках x0

k, тобто в околi нулiв поведiнка W+(x) є та-
кою:

W+(x) = W ′
+(x0

k) (x− x0
k) +

1
2
W ′′

+(x0
k) (x− x0

k)2

+ O((x− xp
k)3). (56)

Нулi функцiї W+(x) спричиняють синґулярностi су-
перпотенцiалу W (x). Розклавши в околi точок x0

k
функцiю, що описує залежнiсть маси вiд координат,
у ряд Тейлора з точнiстю до (x − x0

k)2 i пiдставив-
ши цi розклади у вираз для W+(x) та обмежившись
лiнiйними внесками, одержимо

W (x) = −
(f(x0

k)
2

− ε

W ′
+(x0

k)

) 1
(x− x0

k)
−

W ′′
+(x0

k)
2W ′

+(x0
k)

(f(x0
k)

2
+

ε

W ′
+(x0

k)

)
− f ′(x0

k)
2

+
1
2

(W ′′
+(x0

k)f ′(xo
k)

W ′
+(x0

k)
+ f ′′(x0

k)
)
(x− x0

k) +O((x− x0
k)2). (57)

Цей суперпотенцiал спричиняє таку поведiнку в околi точки x0
k потенцiалу V−(x):

V−(x) =
(( ε

W ′
−(x0

k)

)2

−
(f(x0

k)
2

)2)( 1
(x− x0

k)2
−
W ′′

+(x0
k)

W ′
+(x0

k)
1

(x− x0
k)

)
+
( W ′′

+(x0
k

2W ′
+(x0

k)

(f(x0
k)

2
+

ε

W ′
+(x0

k)

)
− f ′(x0

k)
2

)2

+
1
2

(f(x0
k)

2
+

ε

W ′
+(x0

k)

)(W ′′
+(x0

k)f ′(x0
k)

W ′
+(x0

k)
+ f ′′(x0

k)
)

+O(x− x0
k). (58)
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Неважко бачити, що при

f(x0
k)W ′

+(x0
k) = ±2ε (59)

потенцiальна енерґiя V−(x) буде несинґулярною.
Якщо W+(x0

k) в деяких точках перiоду L має додат-
нi значення, а в iнших — вiд’ємнi, то зручно розбити
множину точок, у яких потенцiал синґулярний, на двi
пiдмножини — першу x+

k , у яких f(x+
k )W+

′(x+
k ) > 0,

i другу x−k , у яких f(x−k )W ′
+(x−k ) < 0. Тодi при ε > 0

f(x+
k ) W ′

+(x+
k ) = 2ε, (60)

а

f(x−k ) W ′
+(x−k ) = −2ε. (61)

Тепер, наприклад, при f(x+
k ) W ′

+(x+
k ) = 2ε синґуляр-

ностi при x+
k зникають i W (x) та W1(x) матимуть си-

нґулярностi лише в точках x−k , в околi яких їх пове-
дiнка є такою:

W (x) = −
f(x−k )
x− x−k

+O(x− x−k ), (62)

W1(x) =
f(x−k )
x− x−k

+O(x− x−k ). (63)

Використавши знайдений суперпотенцiал W (x) для
одержання хвильової функцiї з нульовою енерґiєю,
знайдемо, що в околi точок x−k вона проявляється як

ψ−0 (x) ∼ (x− x−k ). (64)

Тепер розгляньмо випадок, коли функцiя W+(x)
має в точках xp

k також i простi полюси, в околi яких
вона веде себе як

W+(x) =
G−1

x− xp
k

+G0 +G1(x− xp
k)

+ O(x− xp
k)2. (65)

Тодi в околi точок xp
k

W ′
+(x) = − G−1

(x− xp
k)2

+G1 +O(x− xp
k), (66)

а розклавши f(x) з точнiстю до (x− xp
k)2, для супер-

потенцiалiв одержуємо

W (x) =
1
2
G−1 + f(xp

k)
x− xp

k

+
1
2

(
G0 −

G0

G−1
f(xp

k) + f ′(xp
k)
)

(67)

+
1
2

(
G1 −

2G1

G−1
f(xp

k) +
2ε
G−1

− 1
2
f ′′(xp

k) +
G0

G−1
f ′(xp

k)
)
(x− xp

k) +O((x− xp
k)2),

W1(x) =
1
2
G−1 − f(xp

k)
x− xp

k

+
1
2

(
G0 +

G0

G−1
f(xp

k)− f ′(xp
k)
)

(68)

+
1
2

(
G1 +

2G1

G−1
f(xp

k)− 2ε
G−1

+
1
2
f ′′(xp

k)− G0

G−1
f ′(xp

k)
)
(x− xp

k) +O(x− xp
k)2.

В околi особливих точок xp
k такий суперпотенцiал приводить до потенцiалу V−(x) з такою поведiнкою:

V−(x) =
1
4

(G−1 + f(xp
k))(G−1 + 3f(xp

k))
(x− xp

k)2
+

1
2
G−1 + f(xp

k)
x− xp

k

(
G0 +

G0f(xp
k)

G−1
+ 2f ′(xp

k)
)

+O(const). (69)

Як видно iз потенцiалу, вiн буде несинґулярним у двох випадках:
а) коли

G−1 = −f(xp
k), (70)

або
b) коли

G−1 = −3f(xp
k), G0= −3f ′(xp

k). (71)

У випадку a, коли G−1 = −f(xp
k), приходимо до таких суперпотенцiалiв:

W (x) = G0 +
1
2
f ′(xp

k) +
(3

2
G1 +G0

f ′(xp
k)

f(xp
k)

+
1
4
f ′′(xp

k)− ε

f(xp
k)

)
(x− xp

k) +O((x− xp
k)2),

(72)

W1(x) = −
f(xp

k)
x− xp

k

−
f ′(xp

k)
2

−
(G1

2
− ε

f(xp
k)

+G0
f ′(xp

k)
f(xp

k)
+

1
4
f ′(xp

k)
)
(x− xp

k) +O((x− xp
k)2).
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У випадку b, коли G−1 = −3f(xp
k) i G0 = 0, тодi

W (x) = −
f ′(xp

k)
x− xp

k

+ f ′(xp
k) +

(5G1

6
− 2ε

3f(xp
k)

+
1
4
f ′′(xp

k)
)
(x− xp

k)) +O((x− xp
k)2),

(73)

W1(x) = −2
f(xp

k)
x− xp

k

−
f ′(xp

k)
2

+
(G1

6
+

2ε
3f(xp

k)
− 1

4
f ′′(xp

k)
)
(x− xp

k)) +O((x− xp
k)2).

Розгляньмо приклади несинґулярних потенцiалiв,
для яких можна точно знайти основний та перший
збуджений стани для деяких ґенеруючих функцiй та
функцiй, що описують залежнiсть маси вiд коорди-
нат.

Приклад 3. Розгляньмо спершу випадок, коли
W+(x) має лише нулi, а саме, виберiмо W+(x) такою:

W+(x) = A sin(x). (74)

Ця функцiя має нулi в точках x0
k = 0,±π,±2π, . . ..

Функцiю f(x), що описує залежнiсть маси вiд коор-
динат, виберiмо такою:

f(x) =
1

a+ b sin2(x)
. (75)

Цей вибiр забезпечує виконання умови (59).
Для цього випадку f(x0

k) = 1/a, а ε = A/2a, що
приводить до таких суперпотенцiалiв:

W (x) =
1
2

(
A sin(x) +

tan(x
2 )

a+ b sin2(x)

+
b

a

sin(x)
a+ b sin2(x)

)
. (76)

W1(x) =
1
2

(
A sin(x)−

tan(x
2 )

a+ b sin2(x)

− b

a

sin(x)
a+ b sin2(x)

)
. (77)

Зазначимо, що при a = 1 i b = 0, приходимо до
одержаного у [25] суперпотенцiалу

W (x) =
1
2

(
A sin(x) + 2 tan(

x

2
)
)
. (78)

Отриманий суперпотенцiал iз вибраною функцiєю
f(x) приводить до такого несинґулярного потенцiа-
лу:

V−(x) =
A2

4
sin2(x)− 1

4(a+ b sin2(x))
+
(
1 +

Ab

2a

) sin2(x)
a+ b sin2(x)

+
( b2

4a2
− 2b

a

) sin2(x)
(a+ b sin2(x))2

+
(b2
a
− 2b

) sin2(x) cos(x)
(a+ b sin2(x))2

+
( b

2a
− A

2

) cos(x)
(a+ b sin2(x))2

, (79)

який також при a = 1 i b = 0 переходить в одержаний
у [25] несинґулярний потенцiал

V−(x) =
A2

4
+
A

2
− 1

4
− A2

4
cos2(x)−A cos(x). (80)

За умови A > 0 i a > b > 0 делокалiзованi стани з
нульовою енерґiєю описуються хвильовою функцiєю

ψ−0 (x) = C0

√
a+ b sin2(x) cos

(x
2

)
(81)

× exp
(1

2
(Aa+Ab+

b

a
) cos(x)− Ab

6
cos3(x)

)
,

а при умовi a > b делокалiзованi стани з енерґiєю
ε = A

2a описуються хвильовою функцiєю

ψ−ε (x) = C1

√
a+ b sin2(x) sin

(x
2

)
(82)

× exp
(1

2

(
Aa+Ab− b

a

)
cos(x)− Ab

6
cos3(x)

)
.

Знайдений потенцiал (79) є перiодичною функцiєю
з перiодом 2π. Хвильовi функцiї ψ−0 i ψ−ε мають перiод
4π та по одному вузлу. Згiдно з осциляцiйною теоре-
мою, ψ−0 належать до верхньої межi першої зони, а
ψ−ε — до дна другої зони.

Приклад 4. Тепер розгляньмо випадок, коли ґе-
неруюча функцiя W+(x) має як нулi, так i простi
полюси.

За таку функцiю виберiмо
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W+(x) = A tan(βx). (83)

Ця функцiя має нулi в точках βx0
k = 0,±π,±2π, . . ..

Крiм нулiв, вона має також полюси в точках βxp
k =

π
2 + nπ, де n = 0,±1,±2, . . .

Запишiмо вираз для суперпотенцiалiв, не конкре-
тизуючи вигляду функцiї f(x), яка описує залеж-
нiсть маси вiд координат. Енерґiя ε дорiвнюватиме
ε = 1

2W
′
+(x0

k)f(x0
k), а додавши й вiднявши доданки,

що виражаються через значення функцiї f(x) в особ-
ливих точках ґенеруючої функцiї, знайдемо, що су-
перпотенцiали можна звести до вигляду

W (x) =
1
2

((
A− βf(xp

k)
)
tan(βx) (84)

− β
(
f(x)− f(xp

k)
)
tan(βx)− β f(x)− f(x0

k)
tan(βx)

)

W1(x) =
1
2

((
A+ βf(xp

k)
)
tan(βx) (85)

+ β
(
f(x)− f(xp

k)
)
tan(βx) + β

f(x)− f(x0
k)

tan(βx)

)
.

Порiвнюючи коефiцiєнти розкладу ґенеруючої
функцiї W+(x) у ряд в околi точки xp

k iз розкладом
(72) знаходимо, що потенцiал V−(x) буде несинґуляр-
ним, коли A = βf(xp

k), або порiвнюючи розклад ґене-
руючої функцiї з розкладом (73), приходимо до такої
умови несинґулярностi потенцiалу: A = 3βf(xp

k).
Тепер виберiмо явний вигляд функцiї f(x) так, що-

би вона у всiх особливих точках набувала однакових
значень й одного знака. Зокрема вiзьмiмо її такою:

f(x) =
1

a+ b sin2(βx)
. (86)

У цьому випадку f(x0
k) = 1

a+b i суперпотенцiали на-
бувають вигляду

W (x) =
1
2

((
A− β

a+ b

)
tan(βx) (87)

− βb2

2a(a+ b)
sin(2βx)

a+ b sin2(βx)

)
,

W1(x) =
1
2

((
A+

β

a+ b

)
tan(βx) (88)

+
βb2

2a(a+ b)
sin(2βx)

a+ b sin2(βx)

)
.

При A = β
a+b , що вiдповiдає випадку (а) (70), су-

перпотенцiал W (x) не має особливостей

W (x) =
b2

8a(a+ b)
cos(2βx), (89)

а його партнер W1(x) синґулярний i має вигляд

W1(x) =
β

a+ b
tan(βx)

+
βb2

4a(a+ b)
sin(2βx)

a+ b sin2(βx)
. (90)

Несинґулярний потенцiал V−(x) є таким:

V−(x) =
β2b

2a(a+ b)

[ b

8a(a+ b)
+

1
a+ b sin2(βx)

]
× sin2(2βx)

(a+ b sin2(βx))2
− β2b2

2a(a+ b)
cos(2βx)

(a+ b sin2(βx))2
. (91)

Хвильовi функцiї стану з нульовою енерґiєю i стану
з енерґiєю ε мають вигляд

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) exp

(
−b

2 cos(2βx)
8a(a+ b)

)
, (92)

ψε(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) sin(βx) (93)

× exp
(
−b(2a− b) cos(2βx)

4a(a+ b)

)
.

Цей потенцiал є перiодичною функцiєю з перiодом
π/β. Хвильова функцiя ψ−0 має перiод 2π/β та не має
вузлiв, а ψ−ε має перiод 2π/β та один вузол. Згiдно

з осциляцiйною теоремою, ψ−0 належить до верхньої
межi першої зони, а ψ−ε — до дна другої зони.

При A = 3β
a+b спiввiдношення (71) приводять до

G0 = −f ′(xp
k) = 0, суперпотенцiали є синґулярними

i мають вигляд

W (x) =
β

a+ b
tan(βx)− βb2

4a(a+ b)
sin(2βx)

a+ b sin2(βx)
, (94)

W1(x) =
2β
a+ b

tan(βx)+
βb2

4a(a+ b)
sin(2βx)

a+ b sin2(βx)
, (95)

а хвильовi функцiї стану з нульовою енерґiєю та енер-
ґiєю ε такi:
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ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) cos(βx) (96)

× exp
(
−b(2a+ b) cos(2βx)

8a(a+ b)

)

ψε(x) ∼
√
a+ b sin2(βx) sin(2βx) (97)

× exp
(
−b(4a− b) cos(2βx)

8a(a+ b)

)
.

Потенцiал V−(x), явний вигляд якого не наведений
через його громiздкiсть, має перiод 2π/β. Хвильова
функцiя ψ−0 також має перiод 2π/β та один вузол, а
ψ−ε — перiод π/β та два вузли. Згiдно з осциляцiйною
теоремою, ψ−0 належить до дна другої зони, а ψ−ε —
до верхньої межi другої зони.

Зазначимо, що при виборi функцiї, яка описує за-
лежнiсть маси вiд координат у виглядi

f(x) = a+ b sin2(βx), (98)

приходимо до нульових суперпотенцiалу W (x) = 0
(84) та потенцiалу V−(x) = 0. Суперопотенцiал W1(x)
у цьому випадку набуває вигляду

W1(x) = β(a+ b) tan(βx), (99)

а точнi розв’язки для станiв iз нульовою енерґiєю та
енерґiєю, рiвною ε, такi:

ψ0(x) ∼
√
a+ b sin2(βx), (100)

ψε(x) ∼
1(√

a+ b sin2(βx)
)3 sin(2βx). (101)

VI. ВИСНОВКИ

У цiй роботi ми узагальнили метод побудови КТР
перiодичних потенцiалiв, розвинутий у [25] на випа-
док маси, залежної вiд координат. Один точний роз-
в’язок i потенцiал повнiстю задаються суперпотенцiа-
лом W (x) i функцiєю f(x), що задає залежнiсть маси
вiд координат. Наведенi для цього випадку приклади
1 та 2 .

КТР-потенцiали з двома точними станами зада-
ються ґенеруючою функцiєю W+(x) i f(x). Одер-
жано умови, за яких перiодичний суперпотенцiал
W (x) приводить до несинґулярної потенцiальної енер-
ґiї V−(x). Знайдено обмеження, якi слiд накласти на
несинґулярну перiодичну ґенеруючу функцiю W+(x),
що має простi нулi та синґулярну перiодичну ґенеру-
ючу функцiю W+(x), щоби прийти до несинґулярного
потенцiалу V−(x).

Знайдено квазiточно розв’язуванi потенцiали з точ-
но вiдомими хвильовими функцiями для двох рiвнiв
частинки з масою, залежною вiд координат. Точнiше
кажучи, ми знайшли пару, а саме, потенцiал i залеж-
ну вiд координат масу, для яких вiдомi точнi хвильовi
функцiї для двох станiв. Наведено приклади 3 та 4,
що вiдповiдають цьому випадку.

Цiкавими є приклади 2 та 4, для яких залежнi вiд
координат перiодичнi маса та суперпотенцiал W (x)
чи ґенеруюча функцiя W+(x) приводять до сталого
потенцiалу. При цьому зазначимо, що рух не вiльний,
оскiльки в операторi кiнетичної енерґiї залишається
залежнiсть маси вiд координат i змiна способу упо-
рядкування маси й операторiв iмпульсу приведе до
появи ефективної потенцiальної енерґiї.

Автор висловлює подяку професоровi В. М.Ткачуковi
за постiйну увагу до роботи та обговорення її резуль-
татiв.
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QUASI-EXACTLY SOLVABLE PERIODIC POTENTIALS FOR THE PARTICLE WITH
THE PERIODIC POSITION-DEPENDENT MASS

O. Voznyak
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Theoretical Physics,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The method of supersymetric quantum mechanics has been applied for constructing of the quasi exactly
solvable periodic potentials with two known energy levels for the systems with a periodic position-dependent
mass. Studied in the paper are the conditions when the superpotential or a generating function with singular
behaviour leads to a non-singular potential energy. The examples of singular and non-singular superpotentials
or generating functions which lead to a non-singular potential energy have been considered and wave functions
corresponding to the two levels have been found.
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