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В роботi описано множини твiрних елементiв алгебр блочно-симетричних полiномiв
на добутках банахових просторiв та отримано застосування до опису гомоморфiзмiв цих
алгебр.

Вступ

Симетричнi полiноми вiд багатьох комплексних змiнних є класичним об’єктом алге-
бри i аналiзу. Вивчення симетричних полiномiв на нескiнченновимiрних банахових про-
сторах вiдносно дiї повної групи симетрiї S(N) множини натуральних чисел N почало-
ся у роботi А.С. Немировського та С.М. Семенова [3]. Вони показали, що симетричнi
полiноми на просторах `p виражаються через алгебраїчну комбiнацiю елементарних си-
метричних полiномiв. Цi результати було узагальнено на дiйснi банаховi простори з
деякою симетричною структурою у роботi [7] М. Гонзалеса, Р. Гонзала i Х. Харамiлла.
Алгебри симетричних аналiтичних функцiй на `p дослiджувалися в [5] i в iнших робо-
тах (див. напр. [4]). При дослiдженнi конкретної комутативної алгебри дуже важливо
вмiти описати її спектр (множину максимальних iдеалiв). Для опису спектру алгебр
симетричних аналiтичних функцiй в [4, 5] використовувалось iснування i явний вигляд
алгебраїчного базису у вiдповiдних просторах симетричних полiномiв. У цiй роботi ми
дослiджуємо полiноми на декартових добутках банахових просторiв iз симетричним ба-
зисом, якi є iнварiантними вiдносно дiї деякої природної пiдгрупи S(N) (ми будемо їх
називати блочно-симетричними).

Опис твiрних елементiв алгебри PG(Cn) полiномiв на скiнченновимiрному просторi,
якi є iнварiантними вiдносно деякої групи симетрiї G, є класичною задачею в алгебраїч-
нiй геометрiї та теорiї iнварiантiв [2, ст. 102-105]. Зокрема у вiдомiй 14-тiй проблемi
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Гiльберта [1] ставиться питання, чи PG(Cn) завжди має скiнченну систему твiрних?
Як показує приклад Нагати [2, ст.74-81], в загальному випадку це не так. Проте, iснує
широкий клас груп G, що описується теоремою Гiльберта-Нагати, для якого PG(Cn)

має скiнченну систему твiрних елементiв, якi можуть бути алгебраїчно залежними.

1 Попереднi вiдомостi

Нехай X i Y – банаховi простори над полем K, A(x1, x2, . . . , xk) – симетричний k-
лiнiйний оператор, який дiє з простору Xk в простiр Y . Зробивши замiну xj = x для
будь-якого j = 1, . . . , k, отримаємо оператор Pk(x) = A(x, x, . . . , x), який дiє з просто-
ру X в простiр Y . Оператор Pk(x) називається k−однорiдним полiномом степеня k.
Оператор P : X → Y , який має вигляд:

P (x) = P0(x) + P1(x) + ... + Pm(x),

називається полiномом степеня m. Через P(X) позначимо алгебру всiх неперервних
полiномiв на X.

Нехай X — комплексний банахiв простiр iз симетричним базисом. Зауважимо, що
базис (en) у банаховому просторi X називається симетричним базисом, якщо для будь-
якої перестановки σ на N базиси (eσ(n)) i (en) еквiвалентнi. Очевидно, що X можна роз-
глядати, як простiр числових послiдовностей. Позначимо Ps(X) алгебру полiномiв на
X, якi є симетричними (iнварiантними) вiдносно перестановок елементiв цих послiдов-
ностей.

Послiдовнiсть (Si)
∞
i=1 ∈ Ps(X) полiномiв називається алгебраїчно незалежною, якщо

з того, що q(S1(x), . . . , Sn(x)) ≡ 0 для деякого n ∈ N i q ∈ P(Cn), випливає що:

q(z1, . . . , zn) ≡ 0.

У iншому випадку ця послiдовнiсть називається алгебраїчно залежною. Множина по-
лiномiв є системою твiрних елементiв для алгебри Ps(X), якщо кожен полiном з цiєї
алгебри можна подати, як скiнченну алгебраїчну комбiнацiю елементiв з даної мно-
жини, тобто для кожного P ∈ Ps(X) iснує полiном q ∈ P(Cn) такий, що P (x) =

q(S1(x), . . . , Sn(x)) для деякого n. Послiдовнiсть полiномiв (Si)
∞
i=1 називається алгебраїч-

ним базисом Ps(X), якщо вона є системою твiрних для Ps(X) i алгебраїчно незалежною.
Зауважимо, що алгебраїчний базис не завжди iснує.

У статтi [7] доведено, що симетричнi полiноми вигляду:

Fn =
∞∑

k=1

xn
k , ∀n ∈ N

утворюють алгебраїчний базис в Ps(`1).
Iншим прикладом алгебраїчного базису в Ps(`1) є базис “елементарних” симетрич-

них полiномiв:
Si(x) =

∑

k1<...<ki

xk1 . . . xki
.
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2 Симетричнi полiноми на просторi векторних послiдовностей

Нашим завданням є опис алгебраїчного базису (або множини твiрних функцiй) симе-
тричних полiномiв на просторi векторних послiдовностей. Точнiше, нехай:

X =
(∑

X
)

`1
= ⊕`1X,

тобто X є скiнченною або нескiнченною `1-сумою копiй банахового простору X. Тодi
кожен елемент x ∈ X можна подати у виглядi послiдовностi x = (x1, . . . , xn, . . .), де xn ∈
X, з нормою ‖x‖ =

∞∑
k=1

‖xk‖. Будемо казати, що полiном P на просторi X називається

блочно-симетричним (векторно-симетричним), якщо:

P (x1, , . . . , xn, . . .) = P (xσ(1), , . . . , xσ(n), . . .)

для будь-якої блочної перестановки σ. Позначимо через Pvs(X ) алгебру блочно-симе-
тричних полiномiв на просторi X . Ми будемо позначати: X n

m = ⊕m
1 Cn, m = 1, . . . ,∞ –

`1-сума m копiй простору Cn i X∞
∞ – нескiнченна `1-сума простору `1.

Твердження 2.1. Алгебра Pvs(X n
m) має скiнченну систему твiрних.

Доведення випливає з того факту, що група симетрiї простору Ps(X n
m) скiнченна, i

з наслiдку в [6, ст. 26].
В загальному випадку, поставлена задача опису твiрних Pvs(X∞

∞ ) є досить складною,
тому ми розглянемо два випадки: X n

2 = Cn ⊕ Cn i X 2
m = ⊕m

1 C2.

2.1 Твiрнi елементи симетричних полiномiв на просторi X n
2 = Cn ⊕ Cn

Твердження 2.2. Нехай Pvs(X n
2 ) – алгебра блочно-симетричних полiномiв на просторi

X n
2 , де X n

2 = Cn ⊕ Cn. Тодi твiрними елементами алгебри Pvs(X n
2 ) будуть полiноми:

ui + vi, ∀i, 1 ≤ i ≤ n;

u2
i + v2

i , ∀i, 1 ≤ i ≤ n;

uiuj + vivj, ∀i, j, 1 ≤ i < j ≤ n;

uk
i + vk

i , ∀k > 2,∀i, 1 ≤ i ≤ n,

(1)

де вектори (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn) належать простору Cn. Цi полiноми не утворюють
алгебраїчного базису.

Доведення. Спочатку покажемо, що полiноми (1) не утворюють алгебраїчного базису
для n ≥ 1, тобто покажемо, що вони є алгебраїчно залежними. Нехай для фiксованої
пари i, j, i 6= j :

η1 = ui + vi,

η2 = uj + vj,

η3 = u2
i + v2

i ,

η4 = u2
j + v2

j ,

η5 = uiuj + vivj.

(2)
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Тодi
η2

5 − η1η2η5 +
1

2
η3η

2
2 +

1

2
η4η

2
1 − η3η4 ≡ 0. (3)

Тотожнiсть легко перевiрити при пiдстановцi значень ηk, k = 1, 5 у цей полiном.
Зауважимо, що полiноми (2) – алгебраїчно залежнi, але жоден з них не виражається

через iнший алгебраїчно. Це випливає з того, що полiноми вигляду uk
i + vk

i симетричнi
вiдносно будь-якої перестановки i алгебраїчно незалежнi, а полiном η5 = uiuj+vivj симе-
тричний вiдносно одночасної перестановки (ui, uj) з (vi, vj), i тому не може виражатися
через η1, η2, η3, η4.

Далi покажемо, що усi блочно-симетричнi полiноми алгебраїчно виражаються через
твiрнi елементи (1). Блочно-симетричнi полiноми вигляду:

ur
i u

l
j + vr

i v
l
j, 1 ≤ i < j ≤ n, l + r ≤ n,

(степеня не менше нiж 3) можна отримати з рекурентної формули:

ur
i u

l
j + vr

i v
l
j = (ur

i u
l−1
j + vr

i v
l−1
j )(uj + vj)− 1

2

(
(uj + vj)

2 − (u2
j + v2

j )
)

(ur
i u

l−2
j + vr

i v
l−2
j ).

Тут без втрати загальностi, ми вважаємо, що l ≥ 2. Ця формула легко доводиться
методом математичної iндукцiї.

Блочно-симетричнi полiноми u1 . . . un +v1 . . . vn ∀n > 2 виражаються через полiноми
вiд меншої кiлькостi змiнних за формулою:

u1 . . . un + v1 . . . vn =
1

2
[(u1 . . . un−1 + v1 . . . vn−1)(un + vn)

+(u1 . . . un−2un + v1 . . . vn−2vn)(un−1 + vn−1)− (u1 . . . un−2 + v1 . . . vn−2)(un−1vn + vn−1un)],

де un−1vn + vn−1un = (un−1 + vn−1)(un + vn)− (un−1un + vn−1vn).

Таким чином, блочно-симетричнi полiноми бiльш загального вигляду uk1
1 . . . ukn

n

+vk1
1 . . . vkn

n можна отримати з рекурентних формул:

uk1
1 . . . ukn

n + vk1
1 . . . vkn

n =
1

2
[(uk1

1 . . . u
kn−1

n−1 + vk1
1 . . . v

kn−1

n−1 )(ukn
n + vkn

n )

+(uk1
1 . . . u

kn−2

n−2 ukn
n + vk1

1 . . . v
kn−2

n−2 vkn
n )(u

kn−1

n−1 + v
kn−1

n−1 )

−(uk1
1 . . . u

kn−2

n−2 + vk1
1 . . . v

kn−2

n−2 )(u
kn−1

n−1 vkn
n + v

kn−1

n−1 ukn
n )],

де u
kn−1

n−1 vkn
n + v

kn−1

n−1 ukn
n = (u

kn−1

n−1 + v
kn−1

n−1 )(ukn
n + vkn

n )− (u
kn−1

n−1 ukn
n + v

kn−1

n−1 vkn
n ).

Крiм того,
∑

(i)

ui1
1 . . . uin

n vi1
1 . . . vin

n =
1

2

∑

(i)

(
(ui1

1 . . . uin
n + vi1

1 . . . vin
n )2 − (u2i1

1 . . . u2in
n + v2i1

1 . . . v2in
n )

)
,

де iндекс (i) = (i1, . . . , in) є мультиiндексом. Отже, усi блочно-симетричнi полiноми, якi
утворюють лiнiйний базис в просторi X n

2 , виражаються через полiноми (1).

Зауважимо, що кiлькiсть полiномiв вигляду (3), якi показують алгебраїчну залеж-
нiсть твiрних елементiв (1), дорiвнює n(n−1)

2
.
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2.2 Твiрнi елементи симетричних полiномiв на просторi X 2
∞ = (

∑
C2)`1

Розглянемо простiр векторних послiдовностей X 2
m = ⊕m

1 C2. Нехай вектор (xi, yi) ∈ C2.

Лiнiйний базис простору полiномiв на X 2
m утворюють полiноми вигляду:

xk1
1 . . . xkm

m yr1
1 . . . yrm

m .

Просиметризувавши їх, отримаємо полiноми, якi утворюють лiнiйний базис симетрич-
них полiномiв на просторi X 2

m. А саме:
∑
σ∈Sn

x
kσ(1)

1 . . . x
kσ(m)
m y

rσ(1)

1 . . . y
rσ(m)
m = Q(i)(x, y), (4)

де (i) = (k1, . . . , km, r1, . . . , rm), xi, yj ∈ X, (x, y) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) i Sn – група
пiдстановок на множинi {1, . . . , n}.

Блочно-симетричнi полiноми на просторi X 2
∞ можна утворити з симетричних полi-

номiв на `1. Нехай P (x) ∈ Ps(`1). Розглянемо полiном G(x, y) = P (ax + by), (x, y) ∈
X 2
∞. Очевидно, що G є блочно-симетричним. З iншого боку, оскiльки P можна подати

у виглядi алгебраїчної комбiнацiї базисних полiномiв Fk, то G(x, y) можна подати у
виглядi алгебраїчної комбiнацiї Fk(ax + by).

Теорема 1. Нехай Pvs(X 2
m) – алгебра блочно-симетричних полiномiв на просторi X 2

m,

де X 2
m = ⊕m

1 C2. Тодi твiрними елементами алгебри Pvs(X 2
m) будуть полiноми вигляду:

m∑
k=1

xr
ky

n−r
k , 0 ≤ r ≤ n, (5)

де (xi, yi) ∈ C2 i n ≤ m. Цi полiноми є алгебраїчно залежними.

Доведення. Покажемо, спочатку, що полiноми Q(i)(x, y) (4), якi утворюють лiнiйний
базис, виражаються через алгебраїчну комбiнацiю полiномiв вигляду P (ax + by) для
деякого P ∈ Ps(Cm), тобто:

Q(i)(x, y) = s(i)(P1(a1x1 + b1y1, . . . , a1xm + b1ym), . . . , P`(a`x1 + b`y1, . . . , a`xm + b`ym))

= s(i)(q1(F1(a1x + b1y), . . . , Fm(a1x + b1y)), . . . , q`(F1(a`x + b`y), . . . , Fm(a`x + b`y)))

для деяких симетричних полiномiв P1, . . . , P`.

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по степенях. Спочатку пока-
жемо, що полiноми Q(i) (4), де deg(Q(i)) = 2, виражаються через алгебраїчну комбiнацiю
полiномiв Pk(x, y) = Pk(akx + bky), k = 1, . . . , `. Нехай ki = 1 i rj = 1. Легко показати,

що симетричний полiном Q(1,1) =
m∑

i,j=1

xiyj виражається за формулою:

Q(1,1)(x, y) = F1(x)F1(y) +
1

2
(F2(x) + F2(y)− F2(x + y)),

де полiноми Fk є базисними симетричними полiномами. Якщо ki = 2 або rj = 2, то цi
полiноми можна отримати як суму F2(x) + F2(y).
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Припустимо, що кожен полiном Q(i)(x, y) (4), де deg(Q(i)(x, y)) = n− 1, виражається
через алгебраїчну комбiнацiю блочно-симетричних полiномiв Pk(x, y). Покажемо, що
для полiномiв степеня n також виконується ця властивiсть.

Не втрачаючи загальностi, можна припустити, що k1 6= 0. Полiном

Q(i)(x, y) =
∑
σ∈Sn

x
kσ(1)

1 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(1)

1 . . . y
rσ(n)
n

запишемо у виглядi:

Q(i)(x, y) = xk1
1 yr1

1

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n

)

+xk1
2 yr1

2

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

)

+ . . . + xk1
n yr1

n

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
.

У дужках отримаємо блочно-симетричнi полiноми по усiх блоках, крiм блоку (xi, yi)

при множниках xk1
i yr1

i вiдповiдно. Звiвши полiноми у дужках до блочно-симетричних
по усiх блоках, отримаємо наступне представлення полiнома Q(i)(x, y):

Q(i)(x, y) = xk1
1 yr1

1

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n

+
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n + . . . +

∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1

×y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
−xk1

1 yr1
1

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . +
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
+ . . . + xk1

n yr1
n

×
( ∑

σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n +

∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n + . . .

+
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
−xk1

n yr1
n

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n

+
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . +
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 . . . x
kσ(n−1)

n−2 x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 . . . y
rσ(n−1)

n−2 y
rσ(n)
n

)

=
(

xk1
1 yr1

1 + xk1
2 yr1

2 + . . . + xk1
n yr1

n

)( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n

+
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n + . . . +

∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1
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×y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
−xk1

1 yr1
1

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . +
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
− . . .− xk1

n yr1
n

( ∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n

×y
rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n +

∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . +
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 . . . x
kσ(n−1)

n−2 x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 . . . y
rσ(n−1)

n−2 y
rσ(n)
n

)
, (6)

де полiном
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

2 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

2 . . . y
rσ(n)
n +

∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(2)

1 y
rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . +
∑
σ∈Sn

x
kσ(2)

1 x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(2)

1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

має степiнь менший нiж n.

Далi у дужках бiля xk1
i yr1

i розглянемо доданки вигляду:

xk2
i x

kσ(3)

2 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(n)
n yr2

i y
rσ(3)

2 . . . y
kσ(i)

i−1 y
kσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . + xk2
i x

kσ(3)

1 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(l)

l−1 x
kσ(l+1)

l+1 . . . x
kσ(n)
n

×yr2
i y

rσ(3)

2 . . . y
kσ(i)

i−1 y
kσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(l)

l−1 y
rσ(l+1)

l+1 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . + xk2
i x

kσ(3)

2 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(n)

n−1 yr2
i y

rσ(3)

2 . . . y
kσ(i)

i−1 y
kσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(n)

n−1 .

З кожного з цих доданкiв винесемо множник xk2
i yr2

i , i у рiвностi (6) отримаємо до-
данок вигляду:

xk1+k2
1 yr1+r2

1

(
x

kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n + . . . + x

kσ(3)

2 x
kσ(4)

4 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(3)

2 y
rσ(4)

4 . . . y
rσ(n)
n

+ . . . + x
kσ(3)

2 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(3)

2 . . . y
rσ(n)

n−1

)
+xk1+k2

2 yr1+r2
2

(
x

kσ(3)

3 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(3)

3 . . . y
rσ(n)
n

+x
kσ(3)

1 x
kσ(4)

4 . . . x
kσ(n)
n y

rσ(3)

1 y
rσ(4)

4 . . . y
rσ(n)
n + . . . + x

kσ(3)

1 x
kσ(4)

3 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(3)

1 y
rσ(4)

3 . . . y
rσ(n)

n−1

)

+ . . . + xk1+k2
n yr1+r2

n

(
x

kσ(3)

2 x
kσ(4)

3 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(3)

2 y
rσ(4)

3 . . . y
rσ(n)

n−1

+x
kσ(3)

1 x
kσ(4)

3 . . . x
kσ(n)

n−1 y
rσ(3)

1 y
rσ(4)

3 . . . y
rσ(n)

n−1 +. . .+x
kσ(3)

1 x
kσ(4)

2 . . . x
kσ(n)

n−2 y
rσ(3)

1 y
rσ(4)

2 . . . y
rσ(n)

n−2

)
. (7)

Зведемо полiноми у дужках цiєї рiвностi до блочно-симетричних по всiх блоках
(xi, yi). Тодi рiвнiсть (7) набуде вигляду:

(
xk1+k2

1 yr1+r2
1 + xk1+k2

2 yr1+r2
2 + . . . + xk1+k2

n yr1+r2
n

)

×
( ∑

σ∈Sn

n−1∑
i,j=1
i 6=j

x
kσ(3)

1 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(j)

j−1 x
kσ(j+1)

j+1 . . . x
kσ(n)
n
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×y
rσ(3)

1 . . . y
rσ(i)

i−1 y
rσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(j)

j−1 y
rσ(j+1)

j+1 . . . y
rσ(n)
n

)

−
n∑

l=1

xk1+k2
l yr1+r2

l

( ∑
σ∈Sn

n−1∑
i,j=1
i6=j 6=l

x
kσ(3)

l . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(j)

j−1 x
kσ(j+1)

j+1 . . . x
kσ(n)
n

×y
rσ(3)

l . . . y
rσ(i)

i−1 y
rσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(j)

j−1 y
rσ(j+1)

j+1 . . . y
rσ(n)
n

)
,

де x0 = 1 i y0 = 1.

Провiвши над останнiми доданками у дужках цiєї рiвностi тi ж самi операцiї n − 2

рази, так як i в попередньому випадку, отримаємо один з доданкiв полiнома Q(i)(x, y)

(4), який матиме вигляд:

(
xk1

1 yr1
1 + xk1

2 yr1
2 + . . . + xk1

n yr1
n

)( ∑
σ∈Sn

n−1∑
i=1

x
kσ(2)

1 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(n)
n

×y
rσ(2)

1 . . . y
rσ(i)

i−1 y
rσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(n)
n

)
− (

xk1+k2
1 yr1+r2

1 + xk1+k2
2 yr1+r2

2 + . . . + xk1+k2
n yr1+r2

n

)

×
( ∑

σ∈Sn

n−1∑
i,j=1
i 6=j

x
kσ(3)

1 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(j)

j−1 x
kσ(j+1)

j+1 . . . x
kσ(n)
n

×y
rσ(3)

1 . . . y
rσ(i)

i−1 y
rσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(j)

j−1 y
rσ(j+1)

j+1 . . . y
rσ(n)
n

)
+ . . .

+(−1)n−2
(

x
k1+...+kn−1

1 y
r1+...+rn−1

1 + x
k1+...+kn−1

2 y
r1+...+rn−1

2 + . . . + xk1+...+kn−1
n yr1+...+rn−1

n

)

× (
xkn

1 yrn
1 + xkn

2 yrn
2 + . . . + xkn

n yrn
n

)

+(−1)n−1
(

xk1+...+kn
1 yr1+...+rn

1 + xk1+...+kn
2 yr1+...+rn

2 + . . . + xk1+...+kn
n yr1+...+rn

n

)
.

Зробивши аналогiчнi операцiї над доданками вигляду:

xk1
i yr1

i

( ∑
σ∈Sn

n−1∑

s=1,s 6=i

xkl
i x

kσ(2)

1 . . . x
kσ(s)

s−1 x
kσ(s+1)

s+1 . . . x
kσ(n)
n yrl

i y
rσ(2)

1 . . . y
rσ(s)

s−1 y
rσ(s+1)

s+1 . . . y
rσ(n)
n

)
,

xk1+kl
q yr1+rl

q

( ∑
σ∈Sn
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i,j=1
i<j

i6=j 6=l

xkm
q x

kσ(2)

1 . . . x
kσ(i)

i−1 x
kσ(i+1)

i+1 . . . x
kσ(j)

j−1 x
kσ(j+1)

j+1 . . . x
kσ(n)
n

×yrm
q y

rσ(2)

1 . . . y
rσ(i)

i−1 y
rσ(i+1)

i+1 . . . y
rσ(j)

j−1 y
rσ(j+1)

j+1 . . . y
rσ(n)
n

)
,

отримаємо зображення полiнома Q(i)(x, y) (4) через полiноми нижчого степеня i твiрнi
елементи (5). Отже, полiноми Q(i)(x, y) можна отримати, як алгебраїчну комбiнацiю
полiномiв Pk(x, y) для деяких Pk(x, y) ∈ Ps(Cm) i твiрних елементiв (5).

Тепер покажемо, що твiрнi елементи (5) виражаються через полiноми вигляду:

P (ax + by), P ∈ Ps(Cm).
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Нам вiдомо, що кожен симетричний полiном P ∈ Ps(Cm) виражається через алге-
браїчну комбiнацiю базисних симетричних полiномiв:

Fn =
∞∑

k=1

xn
k , ∀n ≤ m.

Тодi кожен P (ax + by) можна записати у виглядi:

P (ax + by) = P (ax1 + by1, . . . , axm + bym).

Розглянемо

Fn(ax + by) =
m∑

k=1

(axk + byk)
n = anFn(x) + bnFn(y) +

m∑
k=1

n−1∑
l=1

C l
na

lxl
kb

n−lyn−l
k

= anFn(x) + bnFn(y) +
n−1∑
l=1

C l
nalbn−l

m∑
k=1

xl
ky

n−l
k .

(8)

Нехай a = 1 i b ∈ {0, 1, . . . , m}. Поставивши bj = j, з рiвностi (8) отримаємо:

Fn(x + jy) =
m∑

k=1

(xk + jyk)
n =

m∑
k=1

xn
k + jn

m∑
k=1

yn
k +

n−1∑
l=1

C l
njn−l

m∑
k=1

xl
ky

n−l
k . (9)

У цiй рiвностi, зробивши наступну замiну zi =
m∑

k=1

C i
nx

n−i
k yi

k, при рiзних значеннях

j ∈ {0, 1, . . . , n} отримаємо систему n рiвнянь з n невiдомих zi, i ∈ {0, 1, . . . , n} :

Fn(x) = z0(x, y),

Fn(x + y) = z0(x, y) + z1(x, y) + . . . + zn−2(x, y) + zn−1(x, y) + zn(x, y),

Fn(x + 2y) = z0(x, y) + 2z1(x, y) + . . . + 2n−2z
n−2(x, y) + 2n−1z

n−1(x, y) + 2nzn(x, y),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Fn(x + ny) = z0(x, y) + nz1(x, y) + . . . + nn−2zn−2(x, y) + nn−1zn−1(x, y) + nnzn(x, y),

(10)
де n ≤ m.

Систему рiвнянь (10) можна записати у матричному виглядi:



Fn(x)

Fn(x + y)

Fn(x + 2y)

· · ·
Fn(x + ny)




=




1 0 · · · 0 0 0

1 1 · · · 1 1 1

1 2 · · · 2n−2 2n−1 2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 n · · · nn−2 nn−1 nn







z0

z1

z2

· · ·
zn




. (11)

Оскiльки визначник матрицi

A =




1 0 · · · 0 0 0

1 1 · · · 1 1 1

1 2 · · · 2n−2 2n−1 2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 n · · · nn−2 nn−1 nn






68 Загороднюк А.В., Кравцiв В.В.

мiстить мiнор, який є визначником Вандермонда i не дорiвнює нулю, то можна знайти
обернену матрицю A−1 до матрицi A. Тодi з рiвностi (11) легко знайти невiдомi zi,

i ∈ {0, 1, . . . , n}, за формулою:



z0

z1

z2

· · ·
zn




= A−1




Fn(x)

Fn(x + y)

Fn(x + 2y)

· · ·
Fn(x + ny)




. (12)

Оскiльки zi =
m∑

k=1

Ci
nx

n−i
k yi

k, то полiноми вигляду
m∑

k=1

xn−i
k yi

k можна знайти за фор-

мулою
m∑

k=1

xn−i
k yi

k = 1
Ci

n
zi, отже, їх можна подати як алгебраїчну комбiнацiю полiномiв

P (ax + by). Тому, полiноми Q(i)(x, y) з (4) можна отримати, як алгебраїчну комбiнацiю
полiномiв вигляду P (ax + by).

Оскiльки кожен полiном P (ax+by) подається у виглядi алгебраїчної оболонки базис-
них симетричних полiномiв степеня ≤ m, то достатньо шукати твiрнi елементи степеня
≤ m.

З рiвностi (9) випливає, що довiльний блочно-симетричний полiном G(x, y) = P (ax+

by) можна отримати як алгебраїчну комбiнацiю полiномiв (5). Отже, твiрними елемен-
тами блочно-симетричних полiномiв на просторi X 2

m = ⊕m
1 C2 є полiноми (5).

Вiдомо [2, ст. 103-105], що h + 1 однорiдний полiном вiд h змiнних є алгебраїчно
залежними. Тому болочно-симетричнi полiноми (5) є алгебраїчно залежними, але не
виражаються через алгебраїчну комбiнацiю один одного.

Зауваження 2.1. Полiноми η1, η2, η3, η4, η5 вигляду (2) можна записати як:

η1(x) = F1(x),

η2(y) = F1(y),

η3(x) = F2(x),

η4(y) = F2(y),

η5(x, y) = F2(x+y)−F2(x)−F2(y)
2

,

(13)

де (x) = (x1, x2), (y) = (y1, y2) i (xi, yi) ∈ C2. Тодi спiввiдношення (3) показує алгебраїчну
залежнiсть твiрних елементiв F1(x), F1(y), F2(x), F2(y), F2(x + y) в просторi X 2

2 .

Зауважимо, що кiлькiсть твiрних елементiв (5) буде не бiльше нiж m2+m
2

+ 2.

3 Гомоморфiзми алгебри Pvs(X n
m)

З отриманих результатiв та загальної теорiї iнварiантiв [2] випливає, що множина
комплексних гомоморфiзмiв алгебри Pvs(X n

2 ) задається функцiональними значеннями
в точках алгебраїчного многовиду, що є ядром полiнома (3) для кожного i, j = 1, . . . , n,

тобто ϕ є гомоморфiзмом з Pvs(X n
2 ) в C тодi i тiльки тодi, коли iснує точка z ∈ Cn⊕Cn,
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z = (u1, . . . , un, v1, . . . , vn), координати якої задовольняють рiвнiсть (3) для всiх i, j та
ϕ(P ) = P (z) для кожного P ∈ Pvs(X n

2 ). У випадку алгебри Pvs(X 2
m) ми не маємо явного

вигляду залежностi мiж твiрними елементами, тому не можемо записати загального
вигляду комплексного гомоморфiзму. Проте, можна встановити деякi спiввiдношення
мiж гомоморфiзмами Pvs(X 2

m) та гомоморфiзмами iнших алгебр.
Будемо вважати, що алгебри полiномiв Pvs(X n

m) i P(`1) є злiченно нормованими
вiдносно системи норм ‖P‖r = sup

‖x‖≤r

|P (x)|, r ∈ Q.

Теорема 2. Iснує неперервний гомоморфiзм:

ψa : Pvs(X 2
∞) → P(`1),

такий що для кожного P (x, y) ∈ Pvs(X 2
∞), ψa(P (x, y)) = P (x, a).

Доведення. Оскiльки P (x, a) ∈ P(`1), то ψa(P (x, y)) ∈ P(`1). Тому ψa є вiдображенням
з алгебри Pvs(X 2

∞) в алгебру P(`1). Покажемо, що вiдображення ψa є гомоморфiзмом.
Це випливає з наступних рiвностей:

ψa(P (x, y) + Q(x, y)) = P (x, a) + Q(x, a) = ψa(P (x, y)) + ψa(Q(x, y));

ψa(P (x, y)Q(x, y)) = P (x, a)Q(x, a) = ψa(P (x, y))ψa(Q(x, y));

ψa(βP (x, y)) = βP (x, a) = βψa(P (x, y))).

Нехай x, a ∈ l1, ‖a‖ ≤ r ‖x‖ ≤ r. Тодi ‖(x, a)‖ = ‖x‖+ ‖a‖ ≤ 2r. Звiдси:

|ψa(P (x, y))| = |P (x, a)| ≤ sup
‖(x,a)‖≤2r

|P (x, a)| = ‖P‖2r.

Отже, гомоморфiзм ψa є неперервним.

Наслiдок 3.1. Кожен характер ϕ на P(`1) можна продовжити до деякого характеру
ϕ̃ на Pvs(X 2

∞) за формулою:
ϕ̃ = ϕ ◦ ψa,

де ψa – гомоморфiзм з алгебри Pvs(X 2
∞) у алгебру P(`1).

Окремим випадком є iснування гомоморфiзму ψa при a = 0. Справедливим буде
наступне твердження.

Твердження 3.1. Iснує неперервний гомоморфiзм:

ψ : Pvs(X 2
∞) → Ps(`1),

такий що P (x, y) ∈ Pvs(X 2
∞), ψ(P (x, y)) = P (x, 0). Гомоморфiзм ψ є проектором на

Ps(`1).
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Доведення. Оскiльки P (x, 0) ∈ Ps(`1), то ψ(P (x, y)) ∈ Ps(`1). Тому ψ є вiдображенням з
алгебри Pvs(X 2

∞) у алгебру Ps(`1). Доведення того, що вiдображення ψ є гомомрфiзмом
проводиться аналогiчно до доведення теореми 2.

Нехай x ∈ `1 i ‖x‖ ≤ r. Тодi:

|ψ(P (x, y))| = |P (x, 0)| ≤ sup
‖x‖≤r

|P (x, 0)| = ‖P‖r.

Отже, гомоморфiзм ψ є неперервним.
Оскiльки ψ(ψ(P (x, y))) = ψ(P (x, 0)) = P (x, 0), то ψ(ψ(P (x, y))) = ψ(P (x, y)). Звiдси

випливає, що ψ є проектором.

Наслiдок 3.2. Кожен характер ϕ на Ps(`1) можна продовжити до деякого характеру
ϕ̃ на Pvs(X 2

∞) за формулою:
ϕ̃ = ϕ ◦ ψ,

де ψ – гомоморфiзм з алгебри Pvs(X 2
∞) у алгебру Ps(`1).

Очевидно, можна сформулювати аналоги теореми 2, твердження 3.1 i вiдповiдних
наслiдкiв для m < ∞. В цьому випадку доведення буде аналогiчним. Також, гомо-
морфiзми ψa i ψ з теореми 2 та твердження 3.1 продовжуються за неперервнiстю до
гомоморфiзмiв алгебр Фреше, якими є поповнення Pvs(X 2

∞) та Ps(`1) у вiдповiдних
метриках.
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