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ЦИФРОВА ОБРОБКА ІНФОРМАЦІЇ В РОЗОСЕРЕДЖЕНИХ СИСТЕМАХ  
УПРАВЛІННЯ ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ШВИДКОГО ОРТОГОНАЛЬНОГО  
ПЕРЕТВОРЕННЯ НА ОСНОВІ ТРІЙКОВИХ СИМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 

Розглядається ортогональне перетворення на основі трійкових симетричних функцій та його ефекти-
вність за критерієм операційної складності. На основі даного ортогонального перетворення синтезоване 
швидке перетворення за принципом divide-and-conquer. Проведений порівняльний аналіз ефективності роз-
робленого швидкого перетворення з ортогональними перетвореннями Уолша-Адамара та Хаара за крите-
рієм операційної складності. Розроблене швидке перетворення дозволяє реалізувати переваги ортогональ-
ного перетворення на основі трійкових симетричних функцій у задачах цифрової обробки інформації, 
пов’язаних з ущільненням даних. 
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Вступ 

Цифрова обробка інформації є ключовою сис-
темною функцією інформаційних та систем управ-
ління розпорошеними об’єктами економіки, зокрема 
промислового виробництва, сфери послуг, управ-
ління та зв’язку [1–13]. З даного факту випливає, що 
ефективні рішення у галузі цифрової обробки інфо-
рмації сприятимуть підвищенню ефективності пере-
бігу процесів у відповідних галузях застосування. 

Аналіз останніх досліджень у галузі цифрової 
обробки інформації вказує на те, що актуальним 
завданням є розробка і впровадження методів орто-
гональних перетворень інформаційних потоків [1–3; 
6; 8–12]. Окрім цього, актуальною залишається про-
блема ефективної, з точки зору швидкодії, реалізації 
даних перетворень, тобто синтез швидких перетво-
рень [1; 6; 8; 11–14]. 

Незважаючи на значну кількість досліджень у 
визначеному напрямі, жодне з них не ставить за 
мету реалізувати переваги системи трійкових симе-
тричних функцій та породженої нею системи чис-
лення, які є відомими [3–5; 12]. У роботі [2] доведе-
на ефективність застосування ортогонального пере-
творення на основі трійкових симетричних функцій 
для задач перетворення сильнокорельованих сигна-
лів у слабкокорельовані коефіцієнти. Звідси випли-
ває необхідність та актуальність завдання синтезу на 
основі даного ортогонального перетворення відпо-
відного швидкого перетворення. 

Метою дослідження є синтез швидкого пере-
творення на основі ортогонального, побудованого з 
використанням системи трійкових симетричних 

функцій та оцінювання ефективності його застосу-
вання за критерієм операційної складності. 

Наукова новизна отриманих результатів поля-
гає в синтезі швидкого ортогонального перетворен-
ня на основі трійкових симетричних функцій та 
порівнянні ефективності його застосування за кри-
терієм операційної складності з перетвореннями 
Уолша-Адамара та Хаара. 

Ортогональне перетворення  
на основі трійкових  
симетричних функцій 

Трійкові симетричні функції задаються аналі-
тичним виразом [3]: 
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де n – порядковий номер функції; x – цілочисельний 
аргумент; mod(x,p) – допоміжна функція, задана 
аналітичним виразом (2): 

mod(x, p) p, якщо x 0,
modh(x, p)

mod(x, p), якщо x 0,

 
  

  (2) 

де mod(x,p) – функція залишку від ділення числа x 
на число p. 

З метою побудови ортогонального перетворен-
ня на основі трійкових симетричних функцій систе-
му (1) модифіковано до вигляду [3–4]: 
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де n=log3N – порядок набору базисних функцій тео-
ретико-числових перетворень;  

N – кількість функцій у наборі;  
θ=t/T – параметр часу, тобто час, нормований 

до інтервалу T;  
t – поточне значення часу;  
i=0,1,2,…,N-1 – порядковий номер функції;  
Tern(θ) – трійкові симетричні функції, які задані 

аналітичним виразом (1). 
Для подолання неповноти системи (3) на її ос-

нові побудовано систему добутків [3]: 

ord,numTer 01Mult ( )   

ord
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num 1

ord
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ord,3 j
j 1

Ter 01 ( ) ,
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де ord=log3(log3N) – порядок набору базисних функ-

цій теоретико-числових перетворень; N=  –
кількість функцій у наборі ord; num=0,1,…,N–1 – 
порядковий номер функції у наборі; θ=t/T – пара-
метр часу, тобто час, нормований до інтервалу T; t – 
поточне значення часу; 3ord – кількість функцій 
Ter01n,i(θ), які задані аналітичним виразом (3), у 

наборі ord; – елемент рядка num та стовпця j

матриці трійкового незваженого коду Грея A. 

ord33

j
numA

Функції системи (4) не є взаємно ортогональ-
ними і з метою подолання даного недоліку у 
роботі [3] проведена її ортогоналізація за процеду-
рою Грама-Шмідта. Отримана система ортогоналі-
зованих добутків є лінійно незалежною, ортогона-
льною та повною [3] і для спрощення запису може 
бути позначена як 

(i)
nTer ( ),    (5) 

де n=log3(log3N) – порядок набору базисних функцій 

теоретико-числових перетворень; N= – кількість
функцій у наборі; i=0,1,2,…,N-1 – порядковий номер 
функції у наборі. 

n33

Детальний аналіз процедур перетворення сис-
теми (1) до вигляду (5) наведений у роботі [3]. 

Для кожної функції системи (5) можна ввести 
нормуючий коефіцієнт у вигляді [2]: 
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де n=log3(log3N) – порядок набору базисних функцій 

теоретико-числових перетворень; N= – кількість
функцій у наборі; i=0,1,2,…,N-1 – порядковий номер 

функції у наборі; 

n33

(i)
nTer ( )  – ортогоналізовані добу-

тки трійкових симетричних функцій (система (5)). 
Використовуючи функції (5) та коефіцієнти (6), 

можна побудувати матрицю ортогонального пере-
творення на основі трійкових симетричних функцій 
вигляду [2]: 

n
1

T
N



Y T

nT ',           (7) 

де – матриця розмірності N=3n значень функцій

системи (5) помножених на коефіцієнти (6). 
nT '

Дискретне ортогональне перетворення на осно-
ві трійкових симетричних функцій одновимірного 
інформаційного потоку X={X(0),X(1),…,X(N-1)} в 
матричному записі подається згідно співвідношення 
(8): 

nX,   (8) 

де Y=[Y(0),Y(1),…,Y(N-1)]T – N-компонентний век-
тор спектральних коефіцієнтів ортогонального пере-
творення; N=3n, n=0,1,…; Tn – матриця перетворення 
розміру N×N, яка задана виразом (7); 
X=[X(0),X(1),…,X(N-1)]T – N-компонентний вектор 
дискретних значень одновимірного сигналу, для 
якого здійснюється перетворення. 

Детальний аналіз формування перетворення (8) 
наведено у роботі [2]. 

Швидке ортогональне перетворення 
на основі трійкових симетричних 

функцій 

У загальному випадку для реалізації перетво-
рення (8) (прямий метод обчислення) необхідно 
N(N–1) операцій додавання/віднімання, N2 операцій 
множення двох елементів та N операцій множення 
на константу (оскільки мова йде про константу 

1 N , то даних операцій можна уникнути, попере-

дньо перемноживши на дану константу всі елементи 
матриці перетворення).  

Якщо розглянути матриці  (для спрощення 

візуального аналізу і без втрати загальності, можна 
розглядати матрицю  розмірності 9×9 (рис. 1)), 

то можна дійти наступних висновків: по-перше, 
частину елементів матриці складають нулі; по-
друге, присутні елементи, які рівні між собою або 
рівні за модулем; по-третє, перший рядок матриці 
завжди складається з одиниць.  

nT '

2T '

Отримані висновки вказують на можливість 
спрощення процедури обчислення перетворення (8), 
тобто на можливість формування на його основі 
швидкого перетворення. 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2018/3
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Рис. 1. Матриця значень функцій перших двох порядків першого набору системи (5) 
помножених на коефіцієнти (6) 

Найбільш універсальним та інтуїтивним спосо-
бом спрощення обчислення перетворення є викори-
стання рекурсивних процедур зменшення розмірно-
сті, зокрема, так званого, методу divide-and-conquer 
(англ. «Розділяй та володарюй»), який можна вважа-
ти одним з найпростіших та найбільш уживаних 
[7; 9; 14–15].  

Для того, щоб реалізувати швидке перетворен-
ня на основі перетворення (8) за допомогою методу 
divide-and-conquer, необхідно виділити властивості 
матриць , які дозволять на основі матриць моло-

дших порядків обчислювати матриці старших по-
рядків. 

nT '

Оскільки попереднім перемноженням рядків 

матриць  на nT ' 1 N  можна досягти зменшення 

операційної складності перетворення (8), то доціль-
но у подальшому аналізувати властивості мат-
риць (7) замість . nT '

З метою зменшення кількості операцій мно-
ження у перетворенні (8) доцільно увести коефіцієн-
ти, на які достатньо буде помножити результати, 
обчислені за допомогою операцій додаван-
ня/віднімання, для обчислення відповідних спектра-
льних коефіцієнтів. Описані коефіцієнти можна 
реалізувати у вигляді 

jk
n n i in

j NZ(n,i)

1
C (i 1) (T ') , k argmin ( (T ') ),

3 
   n .











 (9) 

де n=1,2,… – порядок матриці ; – елемент

матриці , який знаходиться у i-му рядку та  

j-му стовпці; NZ(n,i) – множина номерів стовпців 
ненульових елементів i-го рядка матриці , 

i=1,2,…,3n. 

nT ' j
n i(T ')

nT '

nT '

Множенням кожного з рядків матриці Tn на 
обернене до відповідного коефіцієнта (9) число 

(відбувається ділення рядка на відповідний йому 
коефіцієнт) отримано допоміжні матриці THn (мат-
риця TH2 розмірності 9×9 представлена на рис. 2). 
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Рис. 2. Допоміжна матриця TH2,  
отримана на основі матриці T2 

Допоміжні матриці THn володіють властивос-
тями, які дозволяють рекурентним шляхом на основі 
матриць молодших порядків обчислювати матриці 
старших порядків. Функціонування таких властиво-
стей найкраще проілюструвати на прикладі пере-
творення розмірності N=27, яке може бути обчисле-
не згідно 

3
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            (10) 

Для спрощення подальших викладок можна, 
без втрати загальності, опустити множення на кое-
фіцієнти (9) у проміжних етапах перетворення. Пе-
ршу третину коефіцієнтів можна обчислити наступ-
ним чином: 
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 
 
 
 


(11)

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 X(18) X(0) X(1)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 X(19)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 X(20)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 X(21)

TH TH0 0 0 0 0 0 0 0 0 X(22)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 X(23)

1 1 1 0 0 0 0 0 0 X(24)

0 0 0 1 1 1 0 0 0 X(25)

0 0 0 0 0 0 1 1 1 X(26)

   
  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  
  
  

1

1

1

1

2 1

1

1

X (0)X(2)

X (1)X(3) X(4) X(5)

X (2)X(6) X(7) X(8)

X (3)X(9) X(10) X(11)

TH X (4)X(12) X(13) X(14)

X (5)X(15) X(16) X(17)

X (6)X(18) X(19) X(20)

X(21) X(22) X(23)

X(24) X(25) X(26)

 
   
  
 

  
   
 

  
   
  
   

1

1

,

X (7)

X (8)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

де X1(i)=X(0+3i)+X(1+3i)+X(2+3i), i=0,1,…,8. 

Аналогічним чином обчислюється третя третина коефіцієнтів: 

2

Y(18) X(0) 2X(1) X(2)

Y(19) X(3) 2X(4) X(5)

Y(20) X(6) 2X(7) X(8)

Y(21) X(9) 2X(10) X(11)

THY(22) X(12) 2X(13) X(14)

Y(23) X(15) 2X(16) X(17)

Y(24) X(18) 2X(19) X(20)

Y(25) X(21) 2

Y(26)

  
    
   
 

  
    
 

  
    
  
 
 

1

1

1

1

2 1

1

1

1

1

X (18)

X (19)

X (20)

X (21)

TH X (22)

X (23)

X (24)

X (25)X(22) X(23)

X (26)X(24) 2X(25) X(26)

  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
      







          (12) 

де X1(i+18)=X(0+3i)-2X(1+3i)+X(2+3i), i=0,1,…,8. 

Для обчислення другої третини коефіцієнтів 
перетворення за допомогою рекурентної процедури 
подібної до (11) та (12) необхідно увести матриці 
рекурентного перетворення 

1 1

1 1 1

MT 1 0 1 TH .

1 2 1

 
    
  

,      (13) 

2

1 0 1

MT 1 0 1 .

0 1 0

 
 
 
 

       (14) 

За умови, що MTH1=MT2, допоміжні матриці 
рекурентного перетворення MTHp для p>1 визнача-
ються за допомогою аналітичного виразу  

p 2

p 1

2 p 1,1

1 p 1,2

2 p 1,3

p

1 p 1,3

2 p 1,3

MT MTH

MT MTH

MT MTH
MTH ,

...

MT MTH

MT MTH















 
 

 
  

  
 

 
 

 
 

(15) 

де   – добуток Кронекера; MTHp,i – i-й рядок мат-
риці MTHp. 

З використанням матриць (15), другу третину 
коефіцієнтів перетворення (10) можна обчислити 
наступним чином: 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2018/3
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Y(9) 1 0 1 0 0 0 1 0 1 X(0) X

Y(10) 1 0 1 0 0 0 1 0 1

Y(11) 0 0 0 1 0 1 0 0 0

Y(12) 1 0 1 1 0 1 1 0 1

Y(13) 1 0 1 0 0 0 1 0 1

Y(14) 1 0 1 2 0 2 1 0 1

Y(15) 0 1 0 0 0 0 0 1 0

Y(16) 0 1 0 0 0 0 0 1 0

Y(17) 0 0 0 0 1 0 0 0 0

    
       
   
   

     
     
   

     
   
   
   
   
   

1

1

1

1

2 1

1

1

1

1

X (9)(2)

X (10)X(3) X(5)

X (11)X(6) X(8)

X (12)X(9) X(11)

MTH X (13)X(12) X(14)

X (14)X(15) X(17)

X (15)X(18) X(20)

X (16)X(21) X(23)

X (17)X(24) X(26)

  
      
   
  

   
   
 

   
    
  
     

,









   (16) 

де X1(i+9)=(-X(0+3i))+X(2+3i), i=0,1,…,8. 

У результаті проведених процедур зменшення 
розмірності з перетворення (10) розмірності N=27 
отримано три перетворення (11–12) та (16) розмір-
ності N=9. Кожне з них за схожим принципом може 
бути поділене на три перетворення розмірності N=3. 
Перша третина перетворення (11) може бути обчис-
лена наступним чином: 

1

1 1

1

Y(0) 1 1 1 X (0)

Y(1) TH 0 0 0 X (1)

Y(2) 0 0 0 X (2)

    
         
    
    

1 1

1 1 1 1

1 1

0 0 0 X (3) 0 0 0 X (6)

TH 1 1 1 X (4) TH 0 0 0 X (7)

0 0 0 X (5) 1 1 1 X (8)

     
           
     
     



 
 
 
 
 







1 1 1 2

1 1 1 1 1 2

1 1 1 2

X (0) X (1) X (2) X (0)

TH X (3) X (4) X (5) TH X (1) ,

X (6) X (7) X (8) X (2)

  
     
   

 (17) 

де X2(i)=X1(0+3i)+X1(1+3i)+X1(2+3i), i=0,1,2. 
Для коефіцієнтів перетворення з 3 по 5 спро-

щення відбувається за наступною процедурою: 

1 1 2

2 1 1 2 2

1 1 2

Y(3) X (0) X (2) X (3)

Y(4) MT X (3) X (5) MT X (4) ,

Y(5) X (6) X (8) X (5)

     
           
         

 (18) 

де X2(i+3)=(-X1(0+3i))+X1(2+3i), i=0,1,2. 
Аналогічним до (17) чином обчислюються ко-

ефіцієнти з 6 по 8: 

2

1 2

2

Y(6) X (6)

Y(7) TH X (7) ,

Y(8) X (8)

   
      
   
   

 (19) 

де X2(i+6)=X1(0+3i)–2X1(1+3i)+X1(2+3i), i=0,1,2. 

Коефіцієнти перетворення (12) обчислюються 
аналогічно перетворенню (11) і у них фігурують 
наступні значення відповідних величин X2: 

X2(i+18)=X1(18+(0+3i))+X1(18+(1+3i))+ 
+X1(18+(2+3i)), i=0,1,2. 

X2(i+21)=(-X1(18+(0+3i)))+X1(18+(2+3i)),   (20) 
i=0,1,2. 

X2(i+24)=X1(18+(0+3i))-2X1(18+(1+3i))+ 
+X1(18+(2+3i)), i=0,1,2. 

Рекурсивна процедура зменшення розмірності 
перетворення для рівності (16) полягає у поділі на 
наступні 3 частини: 

1

1

1

1

2 2,1 1

1

1

1

1

X (9)

X (10)

X (11)

Y(9) X (12)

Y(10) MT MT X (13)

Y(11) X (14)

X (15)

X (16)

X (17)

 
 
 
 
 

   
              

 
 
 
 
 

1

2,1 1

1

1 2

2 2,1 1 2 2

1 2

1

2,1 1

1

X (9)

MT X (10)

X (11)

X (12) X (9)

MT MT X (13) MT X (10) ,

X (14) X (11)

X (15)

MT X (16)

X (17)

  
  
  

    
   

       
      
  
  
  
    



















 (21) 

де X2(i+9)=X1(9+(0+3i))+X1(9+(2+3i)), i=0,1,2. 

2

1 2

2

Y(12) X (12)

Y(13) MT X (13) ,

Y(14) X (14)

  
    
  
  

            (22) 

де X2(i+12)=(–X1(9+(0+3i)))+X1(9+(2+3i)), i=0,1,2. 

1

2 1

1

Y(15) X (10)

Y(16) MT X (13) .

Y(17) X (16)

  
    
  
  

          (23) 

Рівності (17–23) полягають в обчислені 3-точко-
вого перетворення (8), що є, водночас, найменшою 
можливою розмірністю даного перетворення. Тому 
наступним кроком у реалізації швидкого перетворення 
на основі перетворення (10) є підстановка числових 
значень відповідних матриць та безпосереднє обчис-
лення матричних добутків. Вирази для всіх коефіцієн-
тів Y перетворення (10) зручно представити у вигляді 
таблиці (табл. 1). 
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Таблиця 1 
Вирази для обчислення коефіцієнтів  

перетворення (10) 
Коефіцієнт 
перетворення 

Вираз для обчислення відпові-
дного коефіцієнта 

Y(0) C3(0)*(X2(0)+X2(1)+X2(2)) 
Y(1) C3(1)*(–X2(0)+X2(2)) 
Y(2) C3(2)*(X2(0)–2X2(1)+X2(2)) 
Y(3) C3(3)*(X2(3)+X2(5)) 
Y(4) C3(4)*(–X2(3)+X2(5)) 
Y(5) C3(5)*(X2(4)) 
Y(6) C3(6)*(X2(6)+X2(7)+X2(8)) 
Y(7) C3(7)*(–X2(6)+X2(8)) 
Y(8) C3(8)*(X2(6)–2X2(7)+X2(8)) 
Y(9) C3(9)*(X2(9)+X2(11)) 

Y(10) C3(10)*(–X2(9)+X2(11)) 
Y(11) C3(11)*(X2(10)) 
Y(12) C3(12)*(X2(12)+X2(13)+X2(14)) 
Y(13) C3(13)*(–X2(12)+X2(14)) 
Y(14) C3(14)*(X2(12)–2X2(13)+X2(14)) 
Y(15) C3(15)*(X1(10)+X1(16)) 
Y(16) C3(16)*(–X1(10)+X1(16)) 
Y(17) C3(17)*(X1(13)) 
Y(18) C3(18)*(X2(18)+X2(19)+X2(20)) 
Y(19) C3(19)*(–X2(18)+X2(20)) 
Y(20) C3(20)*(X2(18)–2X2(19)+X2(20)) 
Y(21) C3(21)*(X2(21)+X2(23)) 
Y(22) C3(22)*(–X2(21)+X2(23)) 
Y(23) C3(23)*(X2(22)) 
Y(24) C3(24)*(X2(24)+X2(25)+X2(26)) 
Y(25) C3(25)*(–X2(24)+X2(26)) 
Y(26) C3(26)*(X2(24)–2X2(25)+X2(26)) 

Із табл. 1 та рекурсивної природи властивостей 
матриць THn та MTHn випливає, що для обчислення 
усіх коефіцієнтів перетворення (8) застосовуються 
наступні операційні блоки: 

Рис. 3. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1, x2)=(x0+x1)+x2 

Рис. 4. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1)=(-x0+x1) 

Рис. 5. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1, x2)=(x0+x1)-2x2 

Рис. 6. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1)=(x0+x1) 

Рис. 7. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0)=(x0) (повторювач) 

Рис. 8. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0)=(αx0) (помножувач на константу) 

Обернене перетворення до перетворення (10) 
можна подати у вигляді: 

0

0

0T T
3 3

0

0

Y (0)X(0) Y(0)

Y (1)X(1) Y(1)

Y (2)X(2) Y(2)
T TH

Y (3)X(3) Y(3)

...... ...

Y (26)X(26) Y(26)

    
    
    
    

     
    
    
              

,    (24) 

де T3
T – транспонована матриця T3; Y0(i)=C3(i)*Y(i); 

i=0,1,…,26. 
Враховуючи ортогональність матриць Tn [2], 

властивості операції транспонування матриць (у тому 
числі відносно добутку Кронекера) та властивість 
асоціативності матричного множення можна сформу-
вати рекурентну реалізацію перетворення (24), яку 
можна проілюструвати виразами (25) для обчислення 
відновлених значень вектора вхідних даних X: 

X(0+3i)=Y2(0+i)–Y2(9+i)+Y2(18+i), 
X(1+3i)=Y2(0+i)–2Y2(18+i),    (25) 

X(2+3i)=Y2(0+i)+Y2(9+i)+Y2(18+i), 
де i=0,1,…,8, 

Y2(0+3i)=Y1(0+i)–Y1(3+i)+Y1(6+i), 
Y2(1+3i)=Y1(0+i)–2Y1(6+i), 

Y2(2+3i)=Y1(0+i)+Y1(3+i)+Y1(6+i), 
Y2(9+3i)=Y1(9+i)–Y1(12+i), 

Y2(10+3i)=Y1(15+i), 
Y2(11+3i)=Y1(9+i)+Y1(12+i), 

Y2(18+3i)=Y1(18+i)–Y1(21+i)+Y1(24+i), 
Y2(19+3i)=Y1(18+i)–2Y1(24+i), 

Y2(20+3i)=Y1(18+i)+Y1(21+i)+Y1(24+i), 
де i=0,1,2, 

Y1(0+6i)=Y0(0+(0+6i))–Y0(1+(0+6i))+Y0(2+(0+6i)), 
Y1(1+6i)=Y0(–1+(1+6i))–2Y0(1+(1+6i)), 

Y1(2+6i)=Y0(–2+(2+6i))+Y0(–1+(2+6i))+Y0(0+(2+6i)), 
де i=0,1,…,4, 

Y1(3+6i)=Y0(0+(3+6i))–Y0(1+(3+6i)), 
Y1(4+6i)=Y0(1+(4+6i)), 

Y1(5+6i)=Y0(–2+(5+6i))+Y0(–1+(5+6i)), 
де i=0,1,…,3. 

Із рівностей (25) випливає, що для відновлення 
вхідних даних перетворення (10) за допомогою обер-
неного перетворення окрім операційних блоків, які 
зображені на рис. 3–8, застосовуються наступні опера-
ційні блоки: 

Рис. 9. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1, x2)=(x0+x1)-x2 
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Рис. 10. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1)=(x0-2x1) 

Рис. 11. Операційний блок, який реалізовує функцію 
f(x0, x1)=(x0-x1) (вводиться з метою спрощення візу-

ального сприйняття схеми перетворення) 
Використовуючи операційні блоки, які зобра-

жені на рис. 3–11, можна реалізувати графічну схе-

му (рис. 12) швидкого перетворення (8) для кількос-
ті відліків N=27. 

Зі схеми швидкого ортогонального перетво-
рення (рис. 12) випливає, що кількість операцій 
додавання/віднімання та множення на константу в 
прямому та оберненому перетвореннях співпадають 
і рівні, відповідно, 134 та 27. Окрім цього, перша 
ітерація прямого і остання ітерація оберненого пере-
творення містять однакову кількість операцій дода-
вання, аналогічно, друга ітерація прямого і передос-
тання ітерація оберненого і т.д. Необхідно зазначи-
ти, що при підрахунку операцій операція множення 
на 2 розглядалась як сума двох однакових чисел. 

Рис. 12. Схема швидкого ортогонального перетворення на основі трійкових симетричних функцій  
розмірності N=27, реалізованого за принципом divide-and-conquer 

Аналіз схеми прямого перетворення на рис. 12 
вказує, що для реалізації першої ітерації швидкого 
перетворення необхідно 

N N N
*2 *1 *3 2N

3 3 3
    (26) 

операцій додавання/віднімання. Дане твердження 
можна узагальнити для довільного допустимого N 
(яке вказує на розмірність перетворення), враховую-
чи, що із рівностей (11–12) та (16) випливає, що на 
першій ітерації співвідношення кількостей опера-
ційних блоків залишається незмінним. У випадку 
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другої ітерації кількість операцій додаван-
ня/віднімання випливає зі співвідношення (27), а у 
випадку третьої – зі співвідношення (28). 

N N N
*(2 1 3) (1 1).

3 9 9
      
 

   (27) 

N N N N N
*(2 1 3) *(1 1).

3 9 27 9 27

              
    

 (28) 

Співвідношення (27) та (28) не можна узагаль-
нити для довільного допустимого N, якщо розгляда-
ти їх у відношенні до другої та третьої ітерацій пе-
ретворення, однак це можна зробити, якщо розгля-
дати їх у відношенні до, відповідно, передостанньої 
та останньої ітерацій перетворення. Очевидним є 
факт, що вирази для обчислення кількості операцій 
додавання/віднімання для ітерацій від другої до 
останньої мають подібну (у певній мірі, рекурентну) 
структуру, на основі якої можна сформувати єдиний 
аналітичний вираз для обчислення кількості опера-
цій на кожній зі згаданих ітерацій. Послідовність 
чисел N 9 , N 27  і т.д. утворює геометричну про-

гресію зі знаменником 1 3 , а їх сума може бути 

обчислена, як сума перших log3N–j (j=1 у випадку 
останньої ітерації і j=log3N–1 у випадку другої) чле-
нів відповідної прогресії. Виконавши елементарні 
перетворення описаного виразу суми геометричної 
прогресії отримано загальний вираз (29) кількості 
операцій додавання/віднімання в одній ітерації для 
ітерацій від другої до останньої. 

j j
j 1N N 3 N 3 4N

*6 *2 2*3 ,
3 6 6 3

  
     

 
    (29) 

де j=log3N–(i-1), i=2,3,…,log3N – номер ітерації,  
N=3n – розмірність перетворення, n=2,3,…. 

На основі виразів (26) та (29) і очевидного фак-
ту, що кількість ітерацій у швидкому перетворен-
ні (8) розмірності N рівна log3N, можна сформувати 
загальний вираз (30) для обчислення сумарної кіль-
кості операцій додавання/віднімання для перетво-
рення розмірності N. При цьому, у виразі (30) вра-
ховано, що послідовність других доданків правої 
частини рівності (29) при збільшенні величини j 
утворює геометричну прогресію з першим членом 2 
та знаменником 3. 

3log N 1

3
4N 2*(3 1)

2N (log N 1)
3 3 1

 
  


    (30) 

3
4

N 1 N log N
3

   .  

З принципів формування коефіцієнтів (9) та 
механізмів реалізації швидких прямого та обернено-
го перетворень випливає, що кількість операцій 
множення на константу для реалізації швидкого 
перетворення на основі перетворення (8) розмірнос-
ті N рівна N. Даний факт та вираз (30) дозволяють 
здійснити порівняння ефективності застосування 

для цифрової обробки інформації перетворення (8) з 
іншими ортогональними перетвореннями за крите-
рієм операційної складності. 

Оцінка ефективності за критерієм 
операційної складності 

Критерій операційної складності дозволяє оці-
нити швидкодію ортогонального перетворення не-
залежно від конкретної апаратної реалізації [7; 9; 
15]. Оцінка здійснюється за кожним типом операцій 
окремо, вказуючи на переваги і недоліки з точки 
зору конкретного типу операцій. За даним критерієм 
перетворення є більш ефективним у порівнянні з 
іншими, якщо воно володіє меншою операційною 
складністю за певним типом операцій. У цифровій 
обробці інформації операційну складність прийнято 
описувати функціями (аналітичними виразами) від 
розмірності вхідного вектора (N) [1; 7–9; 15]. 

Як і у випадку критерію ступеня зменшення 
кореляції коефіцієнтів перетворення порівняно з 
елементами вхідного вектора (робота [2]) порівнян-
ня за критерієм операційної складності проведено 
між перетворенням (8) (Ter) та ортогональними 
перетвореннями Уолша-Адамара (Wal) і Хаа-
ра (Har). Результати порівнянь за критерієм опера-
ційної складності наведено у табл. 2. 

Таблиця 2 
Операційна складність ортогональних перетворень 

за типами арифметичних операцій 

Операційна складність за типами 
арифметичних операцій 

Перетворення 
додавання/ 
віднімання 

множення на 
константу 

Wal N log2N 
N (з ураху-
ванням мно-
ження на 1/N) 

Har 2(N-1) N

Ter N-1+
4

3
Nlog3N N 

Із табл. 2 можна зробити висновок, що за скла-
дністю відносно операції множення на константу 
проаналізовані перетворення мають однакову ефек-
тивність, тому більш детальному аналізу підлягає 
складність відносно операцій додавання/віднімання 
(табл. 3). 

Таблиця 3 
Кількість операцій додавання/віднімання для різних 
значень розмірності ортогональних перетворень 

N Wal Har Ter 
8 24 14 27,19
9 28,53 16 32 

16 64 30 68,84 
27 128,38 52 134 
32 160 62 165,60 
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Закінчення табл. 3 

64 384 126 386,04 
81 513,53 160 512 

128 896 254 880,75 
243 1925,74 484 1862 
256 2048 510 1977,86 

Дані у табл. 3 дозволяють зробити висновок 
про те, що перетворення (8) володіє більшою опера-
ційною складністю за операціями додаван-
ня/віднімання у порівнянні з перетворенням Хаара 
(в середньому на 156%) та перетворенням Уолша-
Адамара при N<81 (в середньому на 9%), але мен-
шою у порівнянні з останнім при N≥81 
(в середньому на 4,5%). Це означає, що, у загально-
му випадку, розроблене перетворення (8) у даному 
вигляді не рекомендоване до використання у систе-
мах цифрової обробки інформації, для яких голо-
вним пріоритетом є швидкодія. Однак, у системах, у 
яких головним пріоритетом є ступінь ущільнення 
даних, дане перетворення рекомендоване до вико-
ристання у зв’язку з результатами отриманими за 
критерієм ступеня зменшення кореляції коефіцієнтів 
перетворення порівняно з елементами вхідного век-
тора [2]. Окрім цього, у випадку пріоритету швид-
кодії, винятком із загальних рекомендацій є систе-
ми, у яких на основі перетворення Уолша-Адамара 
опрацьовуються послідовності даних довжиною >64 
відліків, оскільки застосування перетворення (8) у 
таких системах дозволить збільшити швидкість 
функціонування системи. 

Висновки 

Побудоване на основі трійкових симетричних 
функцій ортогональне перетворення (8) у формі 
матричного добутку не реалізує усі можливості 

спрощення процедури його обчислення, якими во-
лодіють матриці даного перетворення. Реалізувати 
їх дозволяє обчислення даного перетворення за 
принципом divide-and-conquer. 

Реалізоване швидке перетворення на основі ор-
тогонального перетворення (8) за принципом divide-
and-conquer дозволило зменшити, у порівнянні з 
безпосереднім обчисленням у вигляді матричного 
добутку, операційну складність перетворення (8) за 
операціями типу додавання/віднімання на 81,35%, 
відмовитись від операцій множення двох чисел з 
плаваючою комою (складність за даним типом опе-
рацій зменшилась на 100%) та залишити незмінною 
кількість необхідних операцій множення на конста-
нту, яка дорівнює розмірності перетворення і у пев-
ній мірі може вважатись мінімально можливою для 
рекурентної процедури перетворення. 

Отримані покращення з точки зору операційної 
складності дозволяють у більшій мірі реалізувати 
досліджені [2] переваги перетворення (8) в завдан-
нях ущільнення даних у системах цифрової обробки 
інформації, для яких швидкодія функціонування не 
є першочерговим пріоритетом. Для систем з першо-
черговим пріоритетом швидкодії застосування пере-
творення (8) у даному вигляді є обмеженим, на що 
вказали результати порівняльної оцінки ефективно-
сті розробленого швидкого перетворення (8) за кри-
терієм операційної складності (табл. 2–3). 

Подальші дослідження полягають у розробці та 
дослідженні альтернативних шляхів реалізації 
швидкого перетворення на основі перетворення (8) 
та порівняльному оцінюванні ефективності перетво-
рення (8) за відмінними від операційної складності 
та ступеня декореляції коефіцієнтів перетворення 
критеріями та визначенні кола задач, для вирішення 
яких перетворення (8) є найбільш пристосованим. 
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ЦИФРОВАЯ ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ В РАССРЕДОТОЧЕННЫХ СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БЫСТРОГО ОРТОГОНАЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

НА ОСНОВЕ ТРОИЧНЫХ СИММЕТРИЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

А.В. Измайлов, Л.Б. Петришин 

Рассматривается ортогональное преобразование на основе троичных симметричных функций и его эффектив-
ность по критерию операционной сложности. На основе данного ортогонального преобразования синтезировано бы-
строе преобразование по принципу divide-and-conquer. Проведен сравнительный анализ эффективности разработанно-
го быстрого преобразования с ортогональными преобразованиями Уолша-Адамара и Хаара по критерию операционной 
сложности. Разработанное быстрое преобразование позволяет реализовать преимущества ортогонального преобра-
зования на основе троичных симметричных функций в задачах цифровой обработки информации, связанных с уплотне-
нием данных. 

Ключевые слова: Цифровая обработка информации, троичные симметричные функции, быстрое ортогональное 
преобразование, divide-and-conquer. 

DIGITAL INFORMATION PROCESSING IN DISPERSED MANAGEMENT SYSTEMS 
WITH APPLICATION OF THE FAST ORTHOGONAL TRANSFORM  

BASED ON SYMMETRIC TERNARY FUNCTIONS 

A. Izmailov, L. Petryshyn 

The paper deals with orthogonal transform based on symmetric ternary functions and its efficiency due to the criterion of 
operational complexity. Digital information processing (DIP) is an important part of most of the information technologies ap-
plied in different areas of economy, production, medicine, etc. Thus, effective solutions in DIP give efficiency increase in all its 
application areas. Orthogonal transforms play a significant role in DIP processes and therefore, the problem of synthesis of new 
efficient orthogonal transforms has high practical significance. The former efficiency analysis of orthogonal transform based on 
symmetric ternary functions due to the criterion of decorrelation degree of the transform coefficients proved its application 
efficiency for problems of data compression. However, implementation of this orthogonal transform straight in form of matrix 
multiplication has maximal possible operation complexity. At the same time transform matrices of the described transform give 
many opportunities for simplifying its calculation. From properties analysis of transform matrices it follows that it is possible to 
build a fast transform based on the given orthogonal transform using recursive calculation procedure known as divide-and-
conquer principle. The described fast transform was successfully built and its efficiency was tested in comparison with Walsh-
Hadamard and Haar transforms using the criterion of operational complexity. 

Keywords: Digital information processing, symmetric ternary functions, fast orthogonal transform, divide-and-conquer. 




