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Пленарнi лекцiї

A relation between maximum norm and minimum norm
for entire curves of bounded 𝑙-index in ℓ∞

Bandura A. I.

Ivano-Frankivsk National Technical University of Oil and Gas

andriykopanytsia@gmail.com

We will use notations from [1, 2]. Let ℓ∞ be a sequence space whose
elements are the bounded complex sequences. The space is equipped with
the norm ‖𝑥‖∞ = sup𝑛 |𝑥𝑛|. Let 𝐹 : C → ℓ∞ be an entire curve, i.e.
𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛, . . .), where every 𝑓𝑗 is an entire function, 𝑗 ∈ N. By 𝐵∞ we
denote a space consisting from functions 𝐹 : C → ℓ∞ which are bounded on
every compacta, i.e. 𝐹 ∈ 𝐵∞ if for every compacta 𝐺 ⊂ C there exists 𝐶 > 0
such that for any 𝑧 ∈ 𝐺 one has ‖𝐹 (𝑧)‖∞ ≤ 𝐶. Let 𝑙 : C → R+ be a positive
continuous function. The notation 𝐹 (𝑘)(𝑧) stands for (𝑓

(𝑘)
1 (𝑧), . . . , 𝑓

(𝑘)
𝑛 (𝑧), . . .).

Recently, there was presented [1, 2] a generalization of concept of bounded
𝑙-index for entire curves in 𝑙∞. Also there was proved one criteria describing
local behavior of these curves. Here we continue these investigations and present
another criteria for the class 𝐵∞.

Let us remind a main de�nition from [1,2]:

Definition 1. A function 𝐹 ∈ 𝐵∞ is called a function of bounded 𝑙-index, if
there exists 𝑚0 ∈ Z+ such that for every 𝑚 ∈ Z+ and for all 𝑧 ∈ C one has

‖𝐹 (𝑚)(𝑧)‖∞
𝑚!𝑙𝑚(𝑧)

≤ max
0≤𝑘≤𝑚0

‖𝐹 (𝑘)(𝑧)‖∞
𝑘!𝑙𝑘(𝑧)

. (1)

Let us denote 𝜆b(𝜂) = sup𝑡1,𝑡2∈C

{︁
𝑙(𝑡1)
𝐿(𝑡2)

: |𝑡1 − 𝑡2| ≤ 𝜂
min{𝐿(𝑡1),𝐿(𝑡2)}

}︁
. By 𝑄

we denote a class of positive continuous function 𝑙 : C → R+, satisfying the
condition (∀𝜂 ≥ 0) : 𝜆b(𝜂) < +∞.

Using results from [1,2], we obtain the next criterion of 𝑙-index boundedness
for functions from 𝐵∞. Similar result was �rstly deduced by G. H. Fricke [4]
for entire functions of bounded index. Further it was generalized for various
classes of holomorphic functions [5, 6]. Our main results are following:
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Theorem 2. Let 𝑙 ∈ 𝑄. If the function 𝐹 ∈ 𝐵∞ is of bounded 𝑙-index then for
each 𝑅 > 0 there exist 𝑃2(𝑅) ≥ 1 and 𝜂(𝑅) ∈ (0, 𝑅) such that for every 𝑧0 ∈ C
and some 𝑟 = 𝑟(𝑧0) ∈ [𝜂(𝑅), 𝑅] the inequality holds

max{‖𝐹 (𝑧)‖∞ : |𝑧 − 𝑧0|=𝑟/𝑙(𝑧0)}≤𝑃2min{‖𝐹 (𝑧)‖∞ : |𝑧 − 𝑧0|=𝑟/𝑙(𝑧0)}. (2)

Theorem 3. Let 𝑙 ∈ 𝑄, 𝐹 ∈ 𝐵∞. If there exist 𝑅 > 0, 𝑃2 ≥ 1 and 𝜂 ∈ (0, 𝑅)
such that for all 𝑧0 ∈ C and some 𝑟 = 𝑟(𝑧0) ∈ [𝜂,𝑅] inequality (2) is valid,
then the function 𝐹 has bounded 𝑙-index.

[1] A. I Bandura, Entire curves having bounded 𝑙-index in ℓ∞, Mat. Stud., 52 (1),
108-112 (2019). doi: 10.30970/ms.52.1.108-112

[2] A.I. Bandura, Entire curves having bounded 𝑙-index in an infinite-dimensional
space // Infinite-Dimensional Analysis and Topology: international conference
dedicated to the 70th anniversary of Professor Oleh Lopushansky: book of
abstracts, 16-20 October, 2019, Ivano-Frankivsk, Ukraine. – P. 4-5.

[3] A. Bandura, O. Skaskiv, Functions Analytic in the Unit Ball Having Bounded
𝐿-Index in a Direction, Rocky Mountain J. Math., 49 (4), 1063–1092 (2019).
doi: 10.1216/RMJ-2019-49-4-1063

[4] Fricke, G.H. Entire functions of locally slow growth. J. Anal. Math. 28(1), 101–
122 (1975).

[5] Sheremeta, M.N., Kuzyk, A.D. Logarithmic derivative and zeros of an enti-
re function of bounded l-index, Sib. Math. J. 33 (2), 304–312 (1992).
doi:10.1007/BF00971102

[6] Sheremeta, M. Analytic functions of bounded index, Lviv: VNTL Publishers,
1999.
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The nonlocal problem with multipoint perturbations of
the boundary conditions for an ordinary differential

equation with involution

Baranetskij Ya.O.

Lviv Polytechnic National University

baryarom@ukr.net

Kalenyuk P.I.

Lviv Polytechnic National University

kalenyuk@lp.edu.ua

Kopach M.I.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

kopachm2009@gmail.com

Solomko A.V.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

ansolvas@gmail.com

The fundamentals of the theory of linear di�erential equations in parti-
al derivatives with constant coe�cients were investigated in the works of
L. Ehrenpreis, L. Hermander, L. Gàrding, V. Malgrange, V.P. Palamodov,
I.G. Petrovsky, B.Yo. Ptashnyk.

The classes of uniqueness and existence of the solution of boundary value
problems in bounded domains for equations with constant coe�cients were
studied in [3]� [7]. Mixed boundary value problems mean such problems when
the boundary lines of various types are located on the surface of the region.
Boundary value problems with mixed conditions arise in hydrodynamics, the
mathematical theory of elasticity. In this report we considered the problem
with nonlocal boundary conditions which are multipoint perturbations of mixed
boundary conditions in the unit square 𝐺 with using Fourier method. The
properties of a generalized transformation operator 𝑅 : 𝐿2(𝐺) → 𝐿2(𝐺), which
maps the normalized functions of the operator 𝐿0 of mixed boundary conditions
in the root functions of the 𝐿 for perturbed nonlocal problem, are studied.

Also we construct a commutative group of a generalized transformation
operators Γ(𝐿0). We show that for any transformation operator 𝑅 ∈ Γ(𝐿0) :
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𝐿2(𝐺) → 𝐿2(𝐺) corresponds some abstract nonlocal problem and vice versa.
We construct system 𝑉 (𝐿) of root functions of operator 𝐿. In case, if 𝑉 (𝐿) is
a Riesz basis in the space 𝐿2(𝐺), we obtain su�cient conditions under which
nonlocal problem has unique solution in form of Fourier series by system 𝑉 (𝐿).

Let 𝐺 := {𝑥 := (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 0 < 𝑥1, 𝑥2 < 1}, 𝐷1, 𝐷2 � are the operators
of di�erentiation by the variables 𝑥1, 𝑥2 respectively; 𝑊 2𝑛

2 (𝐺) � be a Sobolev
space with a scalar product and norm respectively:

(𝑢, 𝑣;𝐻2) := (𝑢, 𝑣;𝐿2(𝐺)) + (𝐷2𝑛
1 𝑢,𝐷2𝑛

1 𝑣;𝐿2(𝐺)) + (𝐷2𝑛
2 𝑢,𝐷2𝑛

2 𝑣;𝐿2(𝐺)),

‖𝑢;𝐻2‖ :=
√︀

(𝑢, 𝑢;𝐻2),

where [𝐿2(0, 1)] � be a set of linear continuous operators over the space 𝐿2(0, 1).

Let's consider the nonlocal problem

𝐿(−𝐷2
1,−𝐷2

2)𝑢 :=

𝑛∑︁
𝑞=0

𝑎𝑞𝐷
2𝑞
1 𝐷

2𝑛−2𝑞
2 𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (1)

ℓ𝑠,1𝑢 := 𝐷2𝑠−2
1 𝑢|𝑥1=0 +𝐷2𝑠−2

1 𝑢|𝑥1=1 + ℓ1𝑠,1𝑢 = 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, (2)

ℓ𝑛+𝑠,1𝑢 := 𝐷2𝑠−2
1 𝑢|𝑥1=0 −𝐷2𝑠−2

1 𝑢(1, 𝑥2) = 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, (3)

ℓ𝑠,2𝑢 := 𝐷2𝑠−2
2 𝑢|𝑥1=0 −𝐷2𝑠−2

2 𝑢|𝑥1=1 + ℓ1𝑠,2𝑢 = 0, 𝑠 = 1, ..., 𝑛, (4)

ℓ𝑛+𝑠,2𝑢 := 𝐷2𝑠−1
2 𝑢|𝑥2=0 −𝐷2𝑠−1

2 𝑢|𝑥2=1 = 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, (5)

where

ℓ1𝑠,𝑗𝑢 :=

𝑘𝑠,𝑗∑︁
𝑞=0

𝑛𝑗∑︁
𝑟=0

𝑏𝑠,𝑞,𝑟,𝑗𝐷
𝑞
1𝑢(𝑥1, 𝑥2)|𝑥𝑗=𝑥𝑗,𝑟 , 𝑠 = 1, ..., 𝑛, (6)

0 = 𝑥𝑗,1 < 𝑥𝑗,2, ..., 𝑥𝑗,𝑛𝑗 ≤ 1, 𝑏𝑠,𝑞,𝑟,𝑗 ∈ R,
𝑞 = 0, 1, ..., 𝑘𝑠,𝑗 , 𝑘𝑠,𝑗 < 2𝑛, 𝑟 = 0, 1, ..., 𝑛𝑗 , 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, 2,

𝜇1,𝑘 = 𝜋2𝑘2, 𝜇2,𝑚 = 4𝜋2𝑚2, 𝑘 = 1, ..., 𝑚 = 0, 1, ...

Let 𝐿 : 𝐿2(𝐺) → 𝐿2(𝐺) � be the operator of the problem (1)�(6);
𝐿𝑢 := 𝐿(−𝐷2

1, 𝐷
2
2)𝑢, 𝑢 ∈ 𝐷(𝐿), 𝐷(𝐿) := {𝑢 ∈ 𝑊 2𝑛

2 (𝐺) : ℓ𝑠,𝑗𝑢 = 0, 𝑠 =
1, . . . , 2𝑛, 𝑗 = 1, 2}.

Let us consider the following assumptions.

Assumption 𝑃1 : 𝑏𝑠,𝑞,𝑟,𝑗 = (−1)𝑗(−1)𝑞𝑏𝑞,1,𝑛𝑗−𝑟,𝑗 , 𝑥𝑗,𝑟 = 1 − 𝑥𝑗,𝑛𝑗−𝑟, 𝑟 =
0, ..., 𝑛𝑗 , 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, 2.

Assumption 𝑃2 : 𝑘𝑠,𝑗 ≤ 2𝑠− 2, 𝑠 = 1, ..., 𝑛, 𝑗 = 1, 2.

Assumption 𝑃3 : for any real numbers 𝜇1, 𝜇2 the positive number 𝐶1 exists,
that the inequality 𝐶1|𝜇|𝑛 ≤ |𝐿(𝜇1, 𝜇2)| holds, where 𝜇 := (𝜇1, 𝜇2), |𝜇|2 :=
|𝜇1|2 + |𝜇2|2.
Theorem 1. Let Assumptions 𝑃1–𝑃3 and 𝑎0𝑎𝑛 ̸= 0 hold. Then, for arbitrary
function 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺) the unique solution of problem (1)–(6) exists.
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Local Versions of the Wiener-Levi Theorem

Favorov S.Yu.

Karazin’s Kharkiv National University

sfavorov@gmail.com

Let ℎ(𝑧) be an analytic (or real-analytic) function in the neighborhood
of some compact set 𝐾 on the plane C. We show that for any complex
measure 𝜇 on the Euclidean space R𝑑 of a �nite total variation without si-
ngular components there is another measure 𝜈 without singular components
such that its Fourier transform 𝜈(𝑦) coincides with ℎ(𝜇̂(𝑦)) for each 𝑦 ∈ R𝑑,
for which 𝜇̂(𝑦) ∈ 𝐾. If 𝐾 contains the set 𝜇̂(R𝑑) and 𝜇 is a pure point or an
absolute continuous measure, we get the known versions of the Wiener-Levi
theorem [1]. Also, some applications to the theory of quasicrystals are given
( [1], [2]).
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[1] Rudin, W.: McGraw -Hill Book Company, New York, (1973) 443pp. Functional
Analysis, McGraw -Hill Book Company, New York, (1973) 443pp.

[2] Favorov, S.Yu. Large Fourier quasicryals and Wiener’s Theorem Journal of Fouri-
er Analysis and Applications, Vol. 25, Issue 2, (2019), p.377-392.
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Факторизацiйнi тотожностi в теорiї випадкових
процесiв

Осипчук М. М.

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

mykhailo.osypchuk@pnu.edu.ua

Портенко М. I.

Iнститут математики НАН України

portenko@imath.kiev.ua

Âèêîðèñòàííÿ ôàêòîðèçàöiéíèõ òîòîæíîñòåé â ñòîõàñòèöi ðîçïî÷àëîñü
ç ðîáiò Ô. Ñïiöåðà (F. Spitzer) ñåðåäèíè 50-õ ðîêiâ ÕÕ-ãî ñòîði÷÷ÿ, ùî ñòî-
ñóâàëèñÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà  ðàòöi öiëèõ ÷èñåë äiéñíî¨ îñi. Â ñåðåäèíi
60-õ ðîêiâ ñèáiðñüêèé ìàòåìàòèê Á. À. Ðîãîçií îòðèìàâ àíàëîã ðåçóëüòàòó
Ñïiöåðà äëÿ çàãàëüíîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè. Ìè íàçèâà¹-
ìî âiäïîâiäíó òîòîæíiñòü ôîðìóëîþ Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà. Öiëó íèçêó çàñòîñó-
âàíü ôàêòîðèçàöiéíèõ òîòîæíîñòåé äî ïðîöåñiâ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ
ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ À. À. Áîðîâêîâà, Ä. Â. Ãóñàêà òà áàãàòüîõ iíøèõ.

Â íàøîìó äîñëiäæåííi ìè ñòàðòó¹ìî ç ôîðìóëè Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà i
îòðèìó¹ìî íîâi ôîðìóëè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïåâíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè-
÷íèõ 𝛼-ñòiéêèõ ïðîöåñiâ íà äiéñíié îñi.

Íåõàé íà äiéñíié îñi çàäàíèé ñòîõàñòè÷íî íåïåðåðâíèé îäíîðiäíèé ïðî-
öåñ (𝑋(𝑡))𝑡≥0 ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ùî ñòàðòó¹ ç íóëÿ. Âñi ñêií÷åí-
íîâèìiðíi ðîçïîäiëè òàêîãî ïðîöåñó ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöiþ ðîç-
ïîäiëó âåëè÷èíè 𝑋(𝑡) ïðè äîâiëüíîìó ôiêñîâàíîìó 𝑡 > 0

𝐹𝑡(𝑥) = P({𝑋(𝑡) < 𝑥}), 𝑥 ∈ R.
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Âiäîìî, ùî òðà¹êòîði¨ òàêîãî ïðîöåñó ìîæíà ââàæàòè íåïåðåðâíèìè ñïðàâà
i òàêèìè, ùî â êîæíèé ìîìåíò iñíóþòü ãðàíèöi çëiâà. Òîäi öiëêîì âèçíà-
÷åíèìè ¹ âèïàäêîâi ïðîöåñè

𝑋+(𝑡) = sup
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠), òà 𝑋−(𝑡) = inf
0≤𝑠≤𝑡

𝑋(𝑠), 𝑡 ≥ 0.

Ôîðìóëà Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà ïîâ'ÿçó¹ ðîçïîäiëè öèõ ïðîöåñiâ ç ðîçïîäiëîì
âåëè÷èíè 𝑋(𝑡), òîáòî, ôóíêöi¹þ (𝐹𝑡(𝑥))𝑥∈R.

Твердження (ôîðìóëà Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà). При 𝜆 > 0 та 𝜉 ∈ R виконую-
ться рiвностi

𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡

[︃∫︁
R±

𝑒𝑖𝜉𝑦 𝑑𝑦P ({𝑋±(𝑡) < 𝑦})

]︃
𝑑𝑡 =

exp

{︃∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡

[︃∫︁
R±

(𝑒𝑖𝜉𝑦 − 1) 𝑑𝐹𝑡(𝑦)

]︃
𝑑𝑡

𝑡

}︃
,

де R± = {𝑥 ∈ R : 𝑥 ≷ 0}.

Ðîçãëÿíåìî òàêèé ïiäêëàñ çãàäàíèõ âèùå ïðîöåñiâ, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ
(𝐹𝑡(𝑦))𝑦∈R ïðè 𝑡 > 0 ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ëåáåãîâî¨ ìiðè íà
R çi ùiëüíiñòþ

𝑔(𝑡, 𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑐𝑡𝜉
𝛼

cos(𝜉𝑦) 𝑑𝜉, 𝑡 > 0, 𝑦 ∈ R,

äå 𝛼 ∈ (0, 2] òà 𝑐 > 0 � ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè. Öå i ¹ ñèìåòðè÷íi 𝛼-ñòiéêi
ïðîöåñè. Ïðè 𝛼 = 2 öi ïðîöåñè ¹ âiíåðîâèìè. Íàñ áóäå öiêàâèòè âèïàäîê
𝛼 ∈ (1, 2).

Äëÿ 𝑦 > 0 ïîêëàäåìî 𝜎𝑦 = inf{𝑡 ≥ 0 : 𝑋(𝑡) ≥ 𝑦}.

Теорема 1. При всiх 𝑦 > 0 справджується рiвнiсть

lim
𝜆→0+

𝜆−1/2
(︀
1 − E𝑒−𝜆𝜎𝑦

)︀
=

2

𝛼
√
𝑐

1

Γ(𝛼/2)
𝑦𝛼/2.

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ íàâåäåìî ïîäiáíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç äî-
ïîìîãîþ iíøèõ ìiðêóâàíü.

Ïðè 𝑦 ∈ R0 = R ∖ {0} ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó 𝜏𝑦 = inf{𝑡 ≥ 0 :
𝑋(𝑡) = 𝑦}. Âiäîìî, ùî ïðè 𝛼 ∈ (1, 2] ìà¹ìî ðiâíiñòü P({𝜏𝑦 < +∞}) = 1,
ÿêèì áè íå áóëî 𝑦 ∈ R0.
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Теорема 2. При всiх 𝑦 ∈ R0 справджується рiвнiсть

lim
𝜆→0+

𝜆1/𝛼−1
(︀
1 − E𝑒−𝜆𝜏𝑦

)︀
=

κ
𝜋𝑐

Γ(2 − 𝛼)

𝛼− 1
sin

𝜋𝛼

2
|𝑦|𝛼−1,

де κ = 𝛼𝑐1/𝛼 sin(𝜋/𝛼).

Î÷åâèäíî, ïðè 𝛼 = 2 òåîðåìè 1 òà 2 çâîäÿòüñÿ äî îäíîãî i òîãî æ
òâåðäæåííÿ.

Наслiдок. а) При всiх 𝑦 > 0 та 𝛽 ∈ (0, 1/2) маємо E(𝜎𝑦)𝛽 <∞.

б) При всiх 𝑦 ∈ R0 та 𝛾 ∈ (0, 1 − 1/𝛼) маємо E(𝜏𝑦)𝛾 <∞.

Quotient of a weighted sum of ℓ1-spaces associated with
supersymmetric polynomials

Jawad F.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

farah.jawad@yahoo.com

Zagorodnyuk A.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

andriyzag@yahoo.com

Let 𝑋 = ℓ1
⨁︀
ℓ1.We represent each element 𝑧 of 𝑋 by 𝑧 = (𝑦|𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ1.

Let us consider polynomials 𝑇𝑚 : 𝑋 → C,

𝑇𝑚(𝑧) = 𝐹𝑚(𝑥) − 𝐹𝑚(𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

(𝑥𝑚𝑘 − 𝑦𝑚𝑘 ).

Polynomials 𝑇𝑚, 𝑚 ∈ N are algebraically independent and form an algebraic
basis on the algebra of supersymmetric polynomials on 𝑋. In [3] the algebra of
supersymmetric polynomials was investigated and a commutative ring structure
on the corresponding quotient set 𝑋/ ∼ was described.

In the talk we will consider a complex Banach space 𝑋 which is a wei-
ghted direct sum of in�nity copies of ℓ1

⨁︀
ℓ1 and polynomials which are

supersymmetric on each term of this sum. We show that under some assumpti-
ons, 𝑋/ ∼ is a real locally convex algebra which contains a normed subalgebra.
This is an extension of results, obtained in [3], [4].
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Секцiйнi доповiдi

Секцiя теорiї ймовiрностей

Про збiжнiсть майже напевне вiдстанi мiж
розв’язками стохастичного диференцiального рiвняння

з нерегулярними коефiцiєнтами

Арясова О. В.

Iнститут геофiзики iм. С. I. Субботiна НАН України

oaryasova@gmail.com

Â äîïîâiäi âèâ÷à¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ) ç
íåðåãóëÿðíèì êîåôiöi¹íòîì ïåðåíîñó, ÿêèé, âçàãàëi êàæó÷i, ¹ íåîáìåæåíèì
i ðîçðèâíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íò ïåðåíîñó ìîæå áóòè ïðåäñòàâëå-
íèé ó âèãëÿäi ñóìè äèñèïàòèâíîãî äîäàíêó i âèìiðíîãî îáìåæåíîãî ÷ëåíà.
Êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ ââàæà¹òüñÿ ëiïøèöåâèì òà íåâèðîäæåíèì.

Çàóâàæèìî, ùî çà òàêèõ ïðèïóùåíü ÑÄÐ ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé
ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, ùî ñòàðòóþòü ç ðiçíèõ òî÷îê. Äî-
âîäèòüñÿ, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü äèñèïàòèâíîãî êîåôiöi¹íòà
âiäñòàíü ìiæ öèìè ðîçâ'ÿçêàìè ïðÿìó¹ äî íóëÿ ìàéæå íàïåâíå ç åêñïî-
íåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ, êîëè 𝑡 ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Àíàëîãi÷íèé ðå-
çóëüòàò îäåðæó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ çáiæííîñòi â 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 2.
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Розв’язок диференцiального рiвняння для твiрної
функцiї гiллястого процесу з мiграцiєю.

Базилевич I. Б.

ЛНУ iм. Iвана Франка

i_bazylevych@yahoo.com

Якимишин Х. М.

НУ "Львiвська полiтехнiка"

yakymyshyn_hrystyna@ukr.net

Ðîçãëÿíåìî ãiëëÿñòèé ïðîöåñ ç ìiãðàöi¹þ òà íåïåðåíâíèì ÷àñîì 𝜇(𝑡),
𝑡 ∈ [0,∞) [1].

Теорема 1. [1] Твiрна функцiя процесу 𝜇(𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞), при |𝑠| ≤ 1 та
𝑠 ̸= 0 задовольняє диференцiальне рiвняння

𝜕𝐹𝜇(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= 𝑓(𝑠)

𝜕𝐹𝜇(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
+ 𝑔(𝑠)𝐹𝜇(𝑡, 𝑠)+

+

𝑚∑︁
𝑛=0

𝑃{𝜇(𝑡) = 𝑛}
(︂
𝑠𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘𝑠
−𝑘 +

𝑚∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑟𝑘

)︂
+

∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝑃{𝜇(𝑡) = 𝑛}𝑠𝑛𝑟(𝑠) (1)

з початковою умовою
𝐹𝜇(0, 𝑠) = 𝑠. (2)

Äëÿ äàíîãî ïðîöåñó ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ

Теорема 2. Рiвняння (1) з початковою умовою (2) має розв’язок

𝐹 (𝑡, 𝑠) = ̂︀𝐹 (𝑡, 𝑠)𝑒

𝑡∫︀
0

(𝑔( ̂︀𝐹 (𝑢,𝑠))+𝑟( ̂︀𝐹 (𝑢,𝑠)))𝑑𝑢
+

+

𝑚∑︁
𝑛=0

𝑡∫︁
0

𝑃{𝜇(𝑥) = 𝑛}
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑟𝑘(1 − ̂︀𝐹𝑛−𝑟(𝑡− 𝑥, 𝑠))𝑒

𝑡−𝑥∫︀
0

(𝑔( ̂︀𝐹 (𝑢,𝑠))+𝑟( ̂︀𝐹 (𝑢,𝑠)))𝑑𝑢
𝑑𝑥,

(3)
який єдиний у класi неперервно-диференцiйованих функцiй на промiжку
∆(𝜀) = {𝑠 : 𝑠 ∈ [𝜀, 1], 0 < 𝜀 < 1}, а ̂︀𝐹 (𝑡, 𝑠) − твiрна функцiя гiллястого
процесу без мiграцiї з неперервним часом.
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Асимптотика ймовiрностi банкрутства за умов великих
виплат та при iснуваннi вiдсоткової ставки на

резервний капiтал

Бiлинський А. Я.

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

andrii.bilynskyi@gmail.com

Кiнаш О. М.

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Okinasch@yahoo.com

Àñèìïòîòèêó éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà çà óìîâ âåëèêèõ âèïëàò ðîçãëÿ-
íóòî, çîêðåìà, â [1], òóò âèâåäåíî àñèìïòîòèêó éìîâiðíîñòi áàíêðóòñòâà
äëÿ ðîçïîäiëiâ Ïàðåòî, Âåéáóëà, Áåêòàíäåðà òèïó I òà II. Îäíàê öi ðåçóëü-
òàòè íå ïðàöþþòü ó âèïàäêó iñíóâàííÿ âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè íà ðåçåðâíèé
êàïiòàë.

Ïðîöåñ ðèçèêó ó âèïàäêó êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, êîëè
êðiì ñòðàõîâèõ âíåñêiâ, ñòðàõîâà êîìïàíiÿ îòðèìó¹ âiäñîòêè íà ðåçåðâíèé
êàïiòàë ç âiäñîòêîâîþ ñòàâêîþ 𝛿 > 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

𝑈𝛿(𝑡) = 𝑢𝑒𝛿𝑡 + 𝑐

𝑡∫︁
0

𝑒𝛿𝑡𝑣𝑑𝑣 −
𝑡∫︁

0

𝑒𝛿(𝑡−𝑣)𝑑𝑆(𝑣), 𝑡 ≥ 0,

äå 𝑆(𝑣) =
𝑁(𝑡)∑︀
𝑛=1

𝑋𝑛, iíòåíñèâíiñòü ñòðàõîâèõ âíåñêiâ 𝑐 > 0, 𝑢 � ïî÷àòêîâèé

êàïiòàë. [2]

Êëþïåëüáåðã òà Øòàäìþëåð [3] âèâ÷àëè òàêó ìîäåëü ó âèïàäêó, êîëè
ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó 𝐹 (𝑥) ìà¹ "õâîñòè ùî ðåãóëÿðíî çìiíþþòüñÿ.

Íàìè, ç âðàõóâàííÿì [3], çíàéäåíî éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà ó âèïàäêó
âèïëàò, ùî ìàþòü ðîçïîäiëè Ïàðåòî òà Áåêòàíäåðà.
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Статистичний аналiз текстiв передвиборчих програм
та їх зв’язок з результатами виборiв

Гураль I. М.

Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет нафти i газу

math@nung.edu.ua

Осипчук М. М.

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

myosyp@gmail.com

Смоловик Л. Р.

Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет нафти i газу

math@nung.edu.ua

Ñó÷àñíèé åòàï ðîçâèòêó ëþäñòâà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ áóðõëèâèì çðîñòà-
ííÿì êiëüêîñòi iíôîðìàöi¨. Ïîâíîöiííå i åôåêòèâíå çàáåçïå÷åííÿ ñóñïiëü-
ñòâà íîâiòíüîþ iíôîðìàöi¹þ ¹ íåîáõiäíîþ ïåðåäóìîâîþ ïiäâèùåííÿ åôå-
êòèâíîñòi íàóêîâèõ äîñëiäæåíü. Îäíi¹þ ç íàéáiëüø ïîøèðåíèõ ôîðì çáåði-
ãàííÿ iíôîðìàöi¨ ¹ iíôîðìàöiÿ, ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi òåêñòîâèõ ðåñóðñiâ
íà ìîâi ïåâíî¨ êðà¨íè, òîìó àíàëiç òåêñòiâ ¹ îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ íà-
ïðÿìêiâ äîñëiäæåíü.

Â äàíèé ÷àñ âåëèêèé iíòåðåñ ó ïðåäñòàâíèêiâ ðiçíèõ ñôåð äiÿëüíîñòi
âèêëèêàþòü ïîëiòè÷íi ïîäi¨ êðà¨íè. Ðåçóëüòàòè ïîëiòè÷íèõ âèáîðiâ ìàþòü
ïðÿìèé âïëèâ íà ìàéáóòí¹ êðà¨íè i íàñåëåííÿ. Ìîòèâè ãîëîñóâàííÿ âèçíà-
÷àþòüñÿ áàãàòüìà ôàêòîðàìè. Õî÷à â ñåðåäîâèùi ïîëiòèêiâ iñíó¹ äóìêà,
ùî âèáîðöi ãîëîñóþòü íå çà ïðîãðàìè i ïëàòôîðìè, à çà îñîáèñòîñòi, ñàìå
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ïåðåäâèáîð÷à ïðîãðàìà ¹ êîíöåíòðîâàíèì âèðàçîì öiëåé, çàâäàíü i íàìiðiâ
êàíäèäàòiâ, ïîëiòè÷íèõ ïàðòié, âèáîð÷èõ áëîêiâ.

Çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ àâòîðàìè áóëî ïðîàíàëiçîâàíî
òåêñòè ïåðåäâèáîð÷èõ ïðîãðàì êàíäèäàòiâ íà ïîñò Ïðåçèäåíòà Óêðà¨íè íà
âèáîðàõ 2019 ðîêó. Ç îäåðæàíîãî íàáîðó òåêñòiâ âèáèðà¹ìî ñëîâà i, ñïî÷à-
òêó ïiäðàõîâó¹ìî ÷àñòîòè, ç ÿêèìè êîæíå ñëîâî çóñòði÷à¹òüñÿ â êîæíîìó iç
òåêñòiâ. Äàëi íà îñíîâi ñåíòèìåíòàëüíèõ êàòåãîðié ìîâè âèçíà÷à¹ìî ÷àñòî-
òè, ç ÿêèìè çóñòði÷àþòüñÿ ñëîâà êîæíî¨ êàòåãîði¨ â öèõ òåêñòàõ. Çàñòîñî-
âóþ÷è ìåòîä áàãàòîâèìiðíîãî øêàëþâàííÿ âèçíà÷à¹ìî ïî îäíié íàéáiëüø
âàãîìié õàðàêòåðèñòèöi ñåðåä êiëüêiñíèõ òà ñåíòèìåíòàëüíèõ õàðàêòåðè-
ñòèê. Òàêèì ÷èíîì, óòâîðþ¹òüñÿ íàáið äàíèõ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê, ùî îïèñóþòü îñîáëèâîñòi ðîçãëÿíóòèõ òåêñòiâ.

Ìàþ÷è íà ìåòi âèÿñíèòè iñíóâàííÿ çâ'ÿçêó ìiæ òåêñòàìè ïåðåäâèáîð-
÷èõ ïðîãðàì êàíäèäàòiâ òà ðåçóëüòàòàìè âèáîðiâ, à òàêîæ, êëàñèôiêóâàòè
öi ïðîãðàìè òà âñòàíîâèòè îñîáëèâîñòi ïîáóäîâàíèõ êëàñiâ, çàñòîñîâó¹ìî
ìåòîäè êîðåëÿöiéíîãî òà êëàñòåðíîãî àíàëiçiâ. Â êîðåëÿöiéíîìó àíàëiçi âè-
êîðèñòîâó¹ìî ðàíãîâèé êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ Ñïiðìåíà, ùî ïðîäèêòîâàíî
âiäíîñíî íåâåëèêîþ êiëüêiñòþ ñïîñòåðåæåíü (êàíäèäàòiâ) òà òèì, ùî öåé
êîåôiöi¹íò ¹ iíäèêàòîðîì òiñíîòè çâ'ÿçêó ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿêèé çà-
äà¹òüñÿ ìîíîòîííîþ (íå îáîâ'ÿçêîâî ëiíiéíîþ) ôóíêöi¹þ. Êðèòåði¹ì íàÿâ-
íîñòi çâ'ÿçêó ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè ¹ çíà÷èìiñòü âiäïîâiäíîãî êîåôiöi¹íòà
êîðåëÿöi¨. Äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷èìîñòi âèáèðà¹ìî ñòàíäàðòíèé ãðàíè÷íèé
ðiâåíü çíà÷óùîñòi, ðiâíèé 0,05. Â ïðîöåäóðàõ êëàñòåðíîãî àíàëiçó âèáðàíî
ìåòîä Óîðäà, ÿêèé çàçâè÷àé ïðèâîäèòü äî êðàùå ñòðóêòóðîâàíèõ êëàñòå-
ðiâ.

Ïiäãîòîâêó äàíèõ òà âñi ñòàòèñòè÷íi îá÷èñëåííÿ çäiéñíåíî ç äîïîìî-
ãîþ ñåðåäîâèùà ñòàòèñòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ R. Âèêîðèñòàíî òàêîæ ãðàôi÷íi
ìîæëèâîñòi öüîãî ñåðåäîâèùà. Ñåíòèìåíòíi êàòåãîði¨ ñëiâ âèçíà÷àëèñü çà
äîïîìîãîþ ìîðôîëîãi÷íîãî âèçíà÷íèêà äëÿ óêðà¨íñüêî¨ ìîâè UGTag.

Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ òåêñòàìè ïåðåäâèáîð÷èõ ïðîãðàì êàíäèäàòiâ
òà îôiöiéíèìè ðåçóëüòàòàìè ïåðøîãî òóðó âèáîðiâ, à òàêîæ ðåçóëüòàòàìè
çàãàëüíîíàöiîíàëüíîãî åêçèò-ïîëó. Çàñòîñîâóþ÷è ïðîöåäóðè êëàñòåðèçà-
öi¨ ìåòîäîì Óîðäà, âèäiëåíî ÷îòèðè ãðóïè êàíäèäàòiâ íà ïîñò Ïðåçèäåí-
òà Óêðà¨íè. Âñòàíîâëåíî îñîáëèâîñòi òåêñòiâ ïðîãðàì ïîáóäîâàíèõ ãðóï i
ñòâîðåíî õìàðêè êëþ÷îâèõ ñëiâ äëÿ øâèäêîãî ñïðèéíÿòòÿ íàéáiëüø âæè-
âàíèõ ñëiâ i ¨õ ðîçïîäiëó çà ïîïóëÿðíiñòþ îäèí âiäíîñíî îäíîãî.
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Ïîðòôåëü ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà çàéìà¹ îñîáëèâå ìiñöå
ó ìíîæèíi åôåêòèâíèõ ïîðòôåëiâ, îñêiëüêè âiäíîøåííÿ Øàðïà ¹ îäíèì ç
ãîëîâíèõ ïîêàçíèêiâ óïðàâëiííÿ ïîðòôåëåì ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ [1]. Âëà-
ñòèâîñòi âèáiðêîâèõ îöiíîê õàðàêòåðèñòèê ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëüíèì âiä-
íîøåííÿì Øàðïà äîñëiäæóâàëèñÿ â áàãàòüîõ ïðàöÿõ. Çîêðåìà, â [2] i
[3] âiäïîâiäíî äîâåäåíî, ùî äëÿ âèáiðêîâèõ îöiíîê âàã òàêîãî ïîðòôåëÿ
íå iñíó¹ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà íåìîæëèâiñòü ïîáóäîâè íåçìiùåíî¨
îöiíêè öèõ âàã. Âðàõîâóþ÷è âèùåíàâåäåíi íåäîëiêè ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëü-
íèì âiäíîøåííÿì Øàðïà, âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ìîæëèâî âèêîðèñòàòè íà
ïðàêòèöi ïîðòôåëü ç êðàùèìè âëàñòèâîñòÿìè (íàïðèêëàä, çi ñòàëèìè âà-
ãàìè) òà õàðàêòåðèñòèêàìè, ùî iñòîòíî íå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä õàðàêòåðèñòèê
ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà. Äëÿ âiäïîâiäi íà öå ïèòà-
ííÿ íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ñòàòèñòè÷íèé òåñò, ÿêèé äàñòü çìîãó îöiíèòè âiä-
ìiííiñòü ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè ïîðòôåëiâ. Äëÿ ïîáóäîâè òåñòó äîñëiäèìî
éìîâiðíiñíi âëàñòèâîñòi îöiíêè áåòà êîåôiöi¹íòà ó âèïàäêó, êîëè ïîðòôåëü
ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà ¹ åòàëîííèì, à öiëüîâèé � ïîðòôåëü
çi ñòàëèìè âàãàìè.

Çà óìîâè âiäñóòíîñòi áåçðèçèêîâîãî ðîçìiùåííÿ êîøòiâ ôîðìó¹ìî ïîðò-
ôåëü ç 𝑘 ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ. Ïîçíà÷èìî X𝑡 = (𝑋1𝑡, 𝑋2𝑡, . . . , 𝑋𝑘𝑡)

′ âå-
êòîð äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ â ìîìåíò ÷àñó 𝑡 òà ïðèïóñòèìî, ùî
âåêòîð X𝑡 ìà¹ 𝑘-âèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè 𝜇 òà Σ
(X𝑡 ∼ 𝒩𝑘(𝜇,Σ)). Ç [2] òà [4] îòðèìà¹ìî

𝛽𝑆𝑅 =
w′𝜇(1′Σ−1𝜇)

𝜇′Σ−1𝜇
, (1)

äå 1 � 𝑘-âèìiðíèé âåêòîð, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ îäèíèöi, w � âåêòîð âàã
öiëüîâîãî ïîðòôåëÿ, ÿêi ¹ ñòàëèìè. Îñêiëüêè ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó âåêòîðà
äîõiäíîñòåé àêòèâiâ X𝑡 íåâiäîìi íà ïðàêòèöi, òî âèêîðèñòà¹ìî âèáiðêîâi
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îöiíêè, ÿêi îòðèìóþòüñÿ íà îñíîâi âèáiðêè ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü âåêòîðiâ
äîõiäíîñòåé àêòèâiâ X1, X2,. . . , X𝑛, òîáòî

𝜇̂ =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

X𝑗 òà Σ̂ =
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

(X𝑗 − 𝜇̂)(X𝑗 − 𝜇̂)′ . (2)

Ïiäñòàâèâøè îöiíêè (2) ó (1), îòðèìà¹ìî âèáiðêîâó îöiíêó ïàðàìåòðà 𝛽𝑆𝑅,
ÿêó ïîçíà÷èìî 𝛽𝑆𝑅.

Теорема 1. За наших припущень маємо

√
𝑛(𝛽𝑆𝑅 − 𝛽𝑆𝑅)

𝑑→ 𝒩 (0, 𝜎2), 𝑛→ +∞,

де

𝜎2 =
2(𝜇′w)2(1′Σ−11)

𝜇′Σ−1𝜇
− 4(𝜇′w)2(1′Σ−1𝜇)2

(𝜇′Σ−1𝜇)3
+

(1′Σ−1𝜇)2(w′Σw)

(𝜇′Σ−1𝜇)2

+
(𝜇′w)2(1′Σ−11) + 2(𝜇′w)(1′Σ−1𝜇) − 2(𝜇′w)2(1′Σ−1𝜇)2

(𝜇′Σ−1𝜇)2

та
𝑑→ позначає збiжнiсть за розподiлом.

[1] Хохлов В. Ю., Математичнi методи в управлiннi портфелем цiнних папе-
рiв, К.: Кондор-Видавництво, (2017), 298 с.

[2] Okhrin Y., Schmid W., Distributional properties of optimal portfolio weights,
Journal of econometrics, 134 (2006), 235–256.

[3] Schmid W., Zabolotskyy T., On the existence of unbiased estimators for the
portfolio weights obtained by maximizing the Sharpe ratio, ASTA – Advances in
Statistical Analysis, 92 (2008), 29–34.

[4] Bodnar T., Gupta A. K., Vitlinskiy V., Zabolotskyy T., Statistical inference for
the beta coefficient, Risks, 7 (2019), 56.
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Äîïîâiäü ïðèñâÿ÷åíà äâîì âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèì ïèòàííÿì: âñòàíîâëåí-
íþ êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi îäíi¹¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ëiíiéíîãî
îäíîâèìiðíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðîçðèâíèìè êî-
åôiöi¹íòàìè ç íåëîêàëüíèìè ñêëàäîâèìè iíòåãðàëüíîãî òèïó â êðàéîâèõ
óìîâàõ òà çíàõîäæåííþ çà äîïîìîãîþ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî çîáðàæå-
ííÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¨ íàïiâãðóïè Ôåëëåðà, ÿêié âiäïîâiäà¹ íà çàäàíîìó
ïðîìiæêó ïðÿìî¨ äåÿêèé íåîäíîðiäíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ. Îá'¹äíàííÿ
öèõ äâîõ ïèòàíü ïðåäñòàâëÿ¹ òàê çâàíó çàäà÷ó ïðî ñêëåþâàííÿ äâîõ äè-
ôóçiéíèõ ïðîöåñiâ, çàäàíèìè ñâî¨ìè òâiðíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðà-
òîðàìè â ïiäîáëàñòÿõ çàäàíîãî ïðîìiæêà, ÿêó ùå ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê
çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ôiçè÷íîãî ÿâèùà äèôóçi¨ â ñå-
ðåäîâèùi ç ìåìáðàíàìè. Ïðè öüîìó äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî â ìåæî-
âèõ òî÷êàõ ðîçãëÿäóâàíèõ îáëàñòåé, äå ðîçòàøîâàíi ðóõîìi ìåìáðàíè (öå
îçíà÷à¹, ùî ïîëîæåííÿ öèõ òî÷îê íà ÷èñëîâié ïðÿìié âèçíà÷à¹òüñÿ çà äî-
ïîìîãîþ çàäàíèõ ôóíêöié, ÿêi çàëåæàòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨), ââàæàþòüñÿ
çàäàíèìè âiäïîâiäíi âàðiàíòè çàãàëüíî¨ êðàéîâî¨ óìîâè àáî óìîâè ñïðÿæå-
ííÿ Ôåëëåðà-Âåíòöåëÿ [1].

Ðîçâ'ÿçîê ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ îòðèìàíî ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i äîâåäåíî, ùî âií âîëîäi¹ íàïiâãðóïîâîþ âëàñòèâi-
ñòþ. Íàÿâíiñòü iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ äëÿ çíàéäåíî¨ íàïiâãðóïè äî-
çâîëÿ¹ âiäíîñíî ëåãêî îáãðóíòóâàòè òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî öÿ íàïiâãðóïà
ïîðîäæó¹ íà çàäàíîìó ïðîìiæêó ïðÿìî¨ äåÿêèé íåîäíîðiäíèé ìàðêîâñüêèé
ïðîöåñ.

[1] Вентцель А.Д. Полугруппы операторов, соответствующие обобщенному
дифференциальному оператору второго порядка // Докл. АН СССР. Ма-
тематика. – 1956. – 111, №2. – C. 269–272.
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Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ Ìàðêîâà (𝑥0(𝑡))𝑡≥0 â 𝑑-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðî-
ñòîði R𝑑 (𝑑 ≥ 2) çi ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó

𝑔0(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋)𝑑

∫︁
R𝑑
𝑒𝑖(𝜉,𝑥−𝑦)−𝑡|𝜉|

𝛼

𝑑𝜉, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑦 ∈ R𝑑

ÿêèé i íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì 𝛼-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñàì ç ïîêà-
çíèêîì 𝛼 ∈ (0, 2]. Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ñèòóàöiþ, êîëè 𝛼 ∈ (1, 2).

Íåõàé 𝑃 äåÿêà íåâèðîäæåíà 𝑑 × 𝑑-ìàòðèöÿ i 𝑥(𝑡) = 𝑃𝑥0(𝑡), 𝑡 ≥ 0. Òîäi
ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó (𝑥(𝑡))𝑡≥0 çàäàâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòþ

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋)𝑑

∫︁
R𝑑
𝑒𝑖(𝜉,𝑥−𝑦)−𝑡(𝑄𝜉,𝜉)

𝛼
2 𝑑𝜉, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑦 ∈ R𝑑 (1)

â ÿêié 𝑄 = 𝑃𝑃 *.

Ôóíêöiÿ (1) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= A𝑢(𝑡, ·)(𝑥), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑑, (2)

â ÿêîìó ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð A çàäà¹òüñÿ ñèìâîëîì
(−(𝑄𝜉, 𝜉)

𝛼
2 )𝜉∈R𝑑 . Îïåðàòîð A ¹ ãåíåðàòîðîì ïðîöåñó Ìàðêîâà (𝑥(𝑡))𝑡≥0.

Íåõàé çàäàíà äåÿêà ïîâåðõíÿ 𝑆 òà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ (𝜓(𝑡, 𝑥))𝑡≥0,𝑥∈𝑆 ,
äëÿ ÿêî¨ ïðè êîæíîìó 𝑇 > 0, äëÿ âñiõ 𝑡 ∈ (0;𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝑆 âèêîíó¹òüñÿ

| 𝜓(𝑡, 𝑥) |≤ 𝐶𝑇 𝑡
−𝛽

ç äåÿêèìè ñòàëîþ 𝛽 < 1 òà ñòàëîþ 𝐶𝑇 > 0, ÿêà, ìîæëèâî, çàëåæèòü âiä 𝑇 .

Ùîäî ïîâåðõíi 𝑆 â öié äîïîâiäi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âîíà íàëåæèòü
äî êëàñó 𝐻1+𝛾 ç äåÿêèì 𝛾 ∈ (0; 1) òà äiëèòü ìíîæèíó R𝑑 íà äâi âiäêðèòi

21



ïiäìíîæèíè: âíóòðiøíþ 𝐷− òà çîâíiøíþ 𝐷+ (òàê, ùî R𝑑 = 𝐷− ∪ 𝑆 ∪𝐷+)
i, êðiì òîãî, ¹ àáî îáìåæåíîþ, àáî æ íåîáìåæåíîþ i òàêîþ, ùî â êîæíèõ
äâîõ ¨¨ òî÷êàõ çîâíiøíi íîðìàëi óòâîðþþòü êóò, êîñèíóñ ÿêîãî âiääiëåíèé
âiä íóëÿ. Î÷åâèäíî, ùî ãiïåðïëîùèíà íàëåæèòü äî îñòàííüîãî âèïàäêó.

Ôóíêöiÿ (𝑣(𝑡, 𝑥))𝑡≥0,𝑥∈R𝑑 , çàäàíà ðiâíiñòþ

𝑣(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

∫︁
𝑆

𝑔(𝑡− 𝜏, 𝑥, 𝑦)𝜓(𝜏, 𝑦)𝑑𝜎𝑦, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑑, (3)

â ÿêié âíóòðiøíié iíòåãðàë ¹ ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì ïåðøîãî ðîäó, çâåòüñÿ
ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó íà ïîâåðõíi 𝑆 ç ãóñòèíîþ 𝜓 äëÿ ðiâíÿííÿ (2).

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð B ñèìâîëîì (𝑖|𝜉|𝛼−2𝜉)𝜉∈R𝑑 . Íåñêëàäíi ïiäðàõóíêè
ïðèâîäÿòü äî ñïiââiäíîøåííÿ

A𝜙(𝑥) =
(︁
∇,B𝜙(𝑄1/2·)

)︁
(𝑄−1/2𝑥), 𝑥 ∈ R𝑑,

ïðàâèëüíå äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ 𝜙 ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A. Íå-
õàé 𝜈 � äåÿêèé ôiêñîâàíèé îðò iç R𝑑. Ðîçãëÿíåìî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé
îïåðàòîð B𝜈 = (𝑄𝜈,B), ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àíàëîã ïîõiäíî¨ â êî-
íàïðÿìi âåêòîðà 𝜈.

Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó (3) ¹ íåïåðåðâíîþ íà (0,+∞)×R𝑑 ôóíêöi¹þ,
ÿêà ïðè 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R𝑑∖𝑆 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3), à òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Теорема. За сформульованих вище припущень для кожних 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑆
виконується

lim
𝑧→𝑥±

𝐵𝜈(𝑥)𝑣(𝑡, ·)(𝑧) = ∓ 1

2
𝜓(𝑡, 𝑥)+∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

∫︁
𝑆

𝐵𝜈(𝑥)𝑔(𝑡− 𝜏, ·, 𝑦)(𝑥)𝜓(𝜏, 𝑦)𝑑𝜎𝑦,

(4)

де 𝑧 → 𝑥± означає, що 𝑧 = 𝑥 + 𝛿𝜈(𝑥) i 𝛿 → 0±, а 𝜈(𝑥) — орт зовнiшньої
нормалi до поверхнi 𝑆 в точцi 𝑥.

Зауваження. Iнтеграл у правiй частинi рiвностi (4) називається пря-
мим значенням дiї оператора B𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆 на потенцiал простого шару
(3) в точцi 𝑥 ∈ 𝑆.
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Про одну модельну задачу для параболiчного
рiвняння другого порядку та пов’язану з нею

напiвгрупу Феллера

Новосядло A. Ф.

ЛНУ iм. I.Франка

nandrew183@gmail.com

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ äðóãà ìîäåëüíà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïàðàáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðè áàãàòüîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ çà
óìîâè, êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ìîæóòü ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó
âçäîâæ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ïîâåðõíi (âîíà ðîçäiëÿ¹ çàäàíó îáëàñòü íà äâi
ïiäîáëàñòi), íà ÿêié çàäàþòüñÿ äâi óìîâè ñïðÿæåííÿ. Ïðè öüîìó îäíà ç
öèõ óìîâ ¹ âiäîáðàæåííÿì âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i, à äðóãà ïðåäñòàâëÿ¹ îäèí ç âàðiàíòiâ çàãàëüíî¨ êðàéîâî¨ óìîâè Âåí-
òöåëÿ [1], äî ÿêî¨, êðiì ïîõiäíèõ ïî íîðìàëi âiä íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, âõîäÿòü
òàêîæ ¨¨ ïîõiäíi ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêiâ çà äîòè÷íèìè çìiííèìè. Çà-
óâàæèìî, ùî îñîáëèâiñòþ äàíî¨ çàäà÷i ¹ òå, ùî âîíà íå ¹ ïàðàáîëi÷íîþ â
òîìó ñåíñi, ùî äëÿ íå¨ íå âèêîíó¹òüñÿ òàê çâàíà óìîâà ñóìiñíîãî íàêðèâà-
ííÿ [2] (ó âèïàäêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè àíàëîãi÷íó óìîâó íàçèâàþòü
óìîâîþ äîïîâíÿëüíîñòi). À öå îçíà÷à¹, ùî öÿ çàäà÷à íå âêëàäà¹òüñÿ â
êëàñ ïî÷àòêîâîãî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèé ðiâíÿíü i ñèñòåì, äëÿ
ÿêèõ ïîáóäîâàíà çàãàëüíà òåîðiÿ. Íàãàäà¹ìî òàêîæ [3], ùî ïîäiáíîãî òèïó
ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç
ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè âèíèêàþòü, çîêðåìà, â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðî-
öåñiâ ïðè ðîçâ'ÿçàííi àíàëiòè÷íèìè ìåòîäàìè òàê çâàíî¨ çàäà÷i ïðî ñêëå-
þâàííÿ äâîõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðî-
ñòîði àáî, ùî òå æ ñàìå, ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ôiçè÷íîãî
ÿâèùà äèôóçi¨ â ñåðåäîâèùàõ, äå íà ôiêñîâàíèõ ïîâåðõíÿõ ðîçòàøîâàíi
ìåìáðàíè. Êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ ó ïðî-
ñòîði îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié îòðèìàíî íàìè ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîâîäèòüñÿ òàêîæ, ùî çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó öi-
¹¨ çàäà÷i ìîæíà ïîáóäóâàòè îäíîïàðàìåòðè÷íó íàïiâãðóïó Ôåëëåðà, ÿêà
ïîðîäæó¹ ó âiäïîâiäíié îáëàñòi ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
äåÿêèé îäíîðiäíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ. Êðiì òîãî ïîêàçàíî, ùî ïîáóäîâà-
íèé â îïèñàíèé ñïîñiá ïðîöåñ, ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó äèôóçiþ
â ðîçóìiííi Ì. I. Ïîðòåíêà [3].
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Про проблему вибору розв’язку диференцiального
рiвняння з нелiпшицевими коефiцiєнтами, який
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Iнститут математики НАН України
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Ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

𝑑𝑋0(𝑡) = 𝑎(𝑋0(𝑡))𝑑𝑡,𝑋0(0) = 0 (1)

òà éîãî çáóðåííÿ ìàëèì øóìîì

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = 𝑎(𝑋𝜀(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜀𝑏(𝑋𝜀(𝑡−))𝑑𝑍(𝑡), 𝑋𝜀(0) = 0, (2)

äå 𝑍 � ïðîöåñ Ëåâi.

ßêùî ôóíêöi¨ 𝑎, 𝑏 çàäîâîëüíÿþòü ëîêàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ òà óìîâó
ëiíiéíîãî ðîñòó, òî îáèäâà ðiâíÿííÿ ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè. Ïðè öüîìó
íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ

∀𝑇 > 0 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝑋𝜀(𝑡) −𝑋0(𝑡)| 𝑃→ 0, 𝜀→ 0.

Ïðèïóñòèìî, òåïåð, ùî óìîâà Ëiïøèöÿ äëÿ 𝑎 ïîðóøó¹òüñÿ. ßêùî øóì
íåâèðîäæåíèé, òî ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê [2, 4�6] ïðè äîñèòü
çàãàëüíèõ óìîâàõ íà 𝑎, íà âiäìiíó âiä (1).

Ìè âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi çà ðîçïîäiëîì ïîñëiäîâ-
íîñòi {𝑋𝜀} ïðè 𝜀 → 0 ó âèïàäêó, êîëè ïåðåíîñ 𝑎 ïðàâèëüíî çìiíþ¹òüñÿ â
îêîëi íóëÿ ç iíäåêñîì 𝛽 < 1.

Âiäïîâiäíà ãðàíèöÿ ç ïåâíèìè éìîâiðíîñòÿìè îáèðà¹ ìàêñèìàëüíèé òà
ìiíiìàëüíèé ðîçâ'ÿçêè (1). Öåé ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëüíåííÿì ðîáiò [1, 3].

24



[1] R. Bafico, P. Baldi, Small random perturbations of Peano phenomena, Stochasti-
cs, 6, n. 3, (1982), 279–292.

[2] Engelbert, H. J. and Schmidt, W. Strong Markov Continuous Local Martingales
and Solutions of One-Dimensional Stochastic Differential Equations (Part III).
Mathematische Nachrichten, 151(1), (1991), 149–197.

[3] A. Pilipenko, F. Proske, On perturbations of an ODE with non-Lipschitz coeffici-
ents by a small self-similar noise. Statistics & Probability Letters. 132, January
2018, 62–73.

[4] Portenko N.I. Some perturbations of drift-type for symmetric stable processes
Random Operators and Stochastic Equations, 2(3), (1994), 211–224.

[5] Tanaka, H., Tsuchiya, M., and Watanabe, S. 1974. Perturbation of drift-type for
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Гранична поведiнка випадкових блукань з затримками
у нулi

Приходько О. О.

Київський полiтехнiчний iнститут

o.prykhodko@yahoo.com

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâå áëóêàííÿ {𝑆(𝑛)}, ÿêå ïîâîäèòü ñåáå ÿê ñèìåòðè-
÷íå âèïàäêîâå áëóêàííÿ iç iíòåãðîâíèìè ç êâàäðàòîì ñòðèáêàìè, çà âèíÿ-
òêîì òî÷êè 0. Ïðè ïîòðàïëÿííi â òî÷êó 0, âîíî çàòðèìó¹òüñÿ íà âèïàäêîâó
êiëüêiñòü ÷àñó 𝜂𝑖 ≥ 0 (í.î.ð.); à äàëi ïðîäîâæó¹ iòè ÿê çâè÷àéíå âèïàäêî-
âå áëóêàííÿ. Â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà òàêîãî áëóêàííÿ,

íîðìîâàíîãî ÿê ó òåîðåìi Äîíñêåðà, 𝑆(𝑛𝑡)√
𝑛
. Äëÿ âèïàäêó E𝜂𝑖 < ∞ îäåðæà-

íî çáiæíiñòü äî çâè÷àéíîãî âiíåðiâñüêèé ïðîöåñó. Äëÿ âèïàäêó ñõåìè ñåðié
{𝜂𝑛𝑖 ∼ 𝐺𝑒𝑜𝑚( 𝑝

𝑛𝛾 )} âñòàíîâëåíî, ùî ìîæëèâi ëèøå íàñòóïíi ðåæèìè: âiíå-
ðiâñüêèé ïðîöåñ, âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ çóïèíåíèé â 0, âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ iç
ëèïêîþ òî÷êîþ 0.
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Найпростiшi моделi стандартного алгоритму
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Дискретна модель випадкових блукань

Â îñíîâó íàéïðîñòiøî¨ ñõåìè äèñêðåòíîãî âàðiàíòó ñòàíäàðòíîãî àëãî-
ðèòìó ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ
ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â äîâiëüíié îáëàñòi ïîêëàäåíî ïðèíöèïè âèïàäêîâèõ áëó-
êàíü ïî âóçëàõ öiëî÷èñåëüíî¨ ðåøiòêè ç ìåòîþ îòðèìàííÿ ïåâíî¨ �âèíàãî-
ðîäè� çà âèõiä ÷àñòèíêè iç âíóòðiøíüî¨ âóçëîâî¨ òî÷êè îáëàñòi â ãðàíè÷íó.
Ïðè öüîìó �âèíàãîðîäà� âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ êiëüêîñòi äîñÿ-
ãíåíü âèïàäêîâîþ ÷àñòèíêîþ êiíöåâî¨ (ãðàíè÷íî¨) òî÷êè.

Â ðîáîòi [1] îïèñàíî àëãîðèòì, çà ÿêèì ìîæíà îòðèìàòè íàáëèæåíèé
ðîçâ'ÿçîê â îäíié áóäü-ÿêié âíóòðiøíié òî÷öi 𝐴 îáëàñòi Ω çà ôîðìóëîþ

𝑈 (𝐴) =
1

𝑛

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖·𝑈𝑖,

äå 𝑁 � ÷èñëî (êiëüêiñòü) âóçëiâ íà ãðàíèöi îáëàñòi Ω;

𝑛 � çàãàëüíå ÷èñëî ìàðøðóòiâ ÷àñòèíêè, ùî çäiéñíþ¹ âèïàäêîâi áëóêà-
ííÿ ç òî÷êè 𝐴;

𝑛𝑖 � ÷èñëî (êiëüêiñòü) äîñÿãíåíü ÷àñòèíêîþ ãðàíè÷íèõ âóçëiâ 𝐵𝑖;

𝑈𝑖 � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑈 â òî÷êàõ 𝐵𝑖: 𝑈𝑖 = 𝑈 (𝐵𝑖).

Ââàæà¹òüñÿ, ùî íåîáõiäíà òî÷íiñòü âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ (âiäíîñíèõ ÷à-
ñòîò 𝑛𝑖

𝑛 ) ìîæå áóòè çàáåçïå÷åíà ëèøå ïðè äóæå âåëèêèõ 𝑛 ó âiäïîâiäíîñòi
äî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë (ó ôîðìi Áåðíóëëi). Â òàêîìó âèïàäêó âiäíîñíi
÷àñòîòè âèÿâëÿþòü âëàñòèâiñòü ñòiéêîñòi, òîáòî

lim
𝑛→∞

𝑛𝑖
𝑛

= 𝐿𝑖,

äå ÷èñëà 𝐿𝑖 ¹ éìîâiðíîñòÿìè ïåðåõîäó ÷àñòèíêè ç òî÷êè 𝐴 â òî÷êó 𝐵𝑖.
Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà Áåðíóëëi ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü (ïî éìîâiðíîñòi) ïîñëi-
äîâíîñòåé âiäíîñíèõ ÷àñòîò äî äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ.
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Ó ïiäñóìêó çàçíà÷èìî, ùî äèñêðåòíà ñõåìà âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ÿêà
ãðóíòó¹òüñÿ òiëüêè íà êîìáiíàòîðíèõ âëàñòèâîñòÿõ, ïðèâîäèòü äî ðåçóëü-
òàòiâ, ÿêi ¹ ñïðàâåäëèâèìè i ó ñâî¨é ãðàíè÷íié ôîðìi. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä
äà¹ çìîãó çàìiíèòè ìíîãî÷èñåëüíi çèãçàãîïîäiáíi ìàðøðóòè ó ñõåìàõ âè-
ïàäêîâèõ áëóêàíü íà îäèí ïðÿìîëiíiéíèé (ãðàíè÷íèé) ó âiäïîâiäíîñòi äî
ôiçè÷íîãî çìiñòó.

Неперервна модель випадкових блукань

Iäåþ ïîáóäîâè àëãîðèòìó, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà ìîäåëþâàííi òî÷îê ïîñëi-
äîâíîãî âèõîäó òðàåêòîði¨ iç äåÿêèõ ïðîñòèõ îáëàñòåé, íàïðèêëàä, ñôåð
(�ïðîöåñ áëóêàííÿ ïî ñôåðàõ� àáî �ñôåðè÷íèé ïðîöåñ�) äëÿ ðiâíÿííÿ Ëà-
ïëàñà çàïðîïîíóâàâ Äæ. Áðîóí. Ìàòåìàòè÷íå îáãðóíòóâàííÿ (ÿê íàñëiäîê
âiäîìî¨ òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨) â çíà÷íié
ìiði íàëåæèòü Ì. Ìþëëåðó [2].

Ìiæ ñõåìîþ Áðîóíà-Ìþëëåðà �áëóêàííÿ ïî ñôåðàõ (ïî êîëàõ)� i ìå-
õàíiçìîì ðîçïîâñþäæåííÿ ÷àñòèíîê ¹ ïðÿìèé çâ'ÿçîê: ÿê òiëüêè áëóêàþ÷i
÷àñòèíêè äîñÿãíóòü êðà¨â îáëàñòi (òîðêíóòüñÿ ãðàíèöi), âîíè ïî÷íóòü ïðè-
ëèïàòè äî ãðàíèöi (ïîãëèíàòèñü íåþ), ùî ñòàëî ìîæëèâèì iíòåðïðåòóâàòè
�áëóêàííÿ ïî ñôåðàõ� ÿê ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.

Îòæå, �ñôåðè÷íèé ïðîöåñ� ïåðåäáà÷à¹ íàáëèæåííÿ âèïàäêîâî¨ ÷àñòèí-
êè äî ãðàíèöi îáëàñòi (ãðàíè÷íî¨ òî÷êè 𝐵𝑖) ïî ñôåðàõ (êîëàõ) ðàäióñîì
𝑟 = 𝑟 (𝑡) çà ÷àñ 𝑡. Â [3], çîêðåìà, çàçíà÷åíî, ùî �ñôåðè÷íå áëóêàííÿ� ñóòò¹-
âî åôåêòèâíiøå çà áëóêàííÿ ïî ñiòöi, îäíàê ç éìîâiðíiñòþ 1 áëóêàííÿ ïî
ñôåðàõ íå âèõîäèòü íà ãðàíèöþ çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ.

Висновки

Àíàëiç íàéïðîñòiøèõ ìîäåëåé âèïàäêîâèõ áëóêàíü (äèñêðåòíî¨ i íåïå-
ðåðâíî¨) ïîêàçàâ, ùî ïåðåõiäíà éìîâiðíiñòü (�âèíàãîðîäà� çà âèõiä ÷àñòèí-
êè ç âíóòðiøíüî¨ òî÷êè îáëàñòi â ãðàíè÷íó) íå çàëåæèòü íi âiä ôîðìè ìàð-
øðóòó, íi âiä ¨õ êiëüêîñòi, íi âiä ÷àñó, à âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå êîîðäèíàòàìè
ïî÷àòêîâî¨ i êiíöåâî¨ òî÷îê.

[1] В.М. Сеничак, В.В. Сеничак. Ймовiрнiсна iнтерпретацiя скiнченно-
рiзницевих та скiнченно-елементних апроксимацiй у крайових задачах елi-
птичного типу, Прикарпатський вiсник НТШ Число, 38 (2) (2017), 57–70.

[2] M. Muller. Some Continuous Monte Carlo Methods for the Dirichlet Problem ,
The Annals of Mathematical Statistics, 27 (3) (1956), 569–589.
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[3] С.М. Ермаков, Т.А. Михайлов. Статистическое моделирование. — М.: Наука,
1982. — 296 с.
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The Dirichlet problem for the Laplace equation is one of the most important
problems in mathematical physics and is widely used in engineering calculati-
ons. Such a problem arises in the study of stationary temperature �elds, bendi-
ng of plates of arbitrary shape, torsion of prismatic rods, �ltration through
a porous medium, eddy motion of an ideal �uid, distribution of electric or
magnetic potential, etc.

The discretization of problems formulated in terms of di�erential or integral
equations is accomplished by well-crafted �nite di�erence, �nite element,
boundary element and control volume methods, or the ubiquitous Monte Carlo
algorithm. However, traditional versions of discrete methods lead to large-scale
problems and creation and solving of appropriate systems of linear algebraic
equations, which to some extent impede the widespread practical use of these
methods.

The simplest models of the random walks serve as a foundation of the
statistical algorithm of the Monte Carlo method for numerical solving of the
Dirichlet problem for Laplace's equation. The analysis of such models revealed
that a transitional probability (a "reward"that particle receives after leaving
the boundary) does not depend on the shape of the route, nor the particle's
number, nor time. However, it is determined only by the coordinates of the
particle's start and end points. In this case, the boundary crossing makes it
possible to replace the numerous zigzag routes in the schemes of random walks
by one straight boundary line in accordance with the physical content.

A simple way of an explicit constructing of the basic functions of simplex
elements of linear type based on geometric probability, which is consistent with
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the physical and mechanical content in the real processes of the Brownian
motion, justi�es the establishment of the barycentric coordinates equivalent
to the simplex element by transitional probabilities in the schemes of random
walks.

For practical implementation of the aforementioned problems, a workable
and e�ective analogue was suggested and proved to be correct according to
probabilities, physical and computational aspects of the model - Simplex Movi-
ng Method, which is advantageous due to signi�cant reduction of the volume
of preparatory and computational work by eliminating grid discretization with
its bulky operations.

The computational template uses only one simplex element of linear type
(in the form of a triangle in the two-dimensional case, and in the form of a
tetrahedron in the three-dimensional case) with vertices at the boundary of the
study area. It is envisaged to move it systematically so that new boundary nodes
are included in the calculation. The computational procedure of sequential
movement of the simplex element implements the process of wandering of the
Brownian particle, and the value of the function at the inner point is determined
in the form of an average reward for the exit of the particle to the boundary
nodal point.

On the basis of the discrete equivalent of the fundamental principle of the
mean value for harmonic functions, a technique for selecting the minimum
number of nodes at the boundary of the study area was developed, and the
most reliable results can be obtained involving the nodes in the computational
process.

A series of computational experiments carried out with the help of computer
programs that implement the Simplex Moving Method clearly demonstrates
the advantages and bene�ts of the proposed approach while e�ectively solving
boundary value problems of mathematical physics. In this case, the results of
the calculations do not depend on the location of the study area in the selected
coordinate system relative to its center, and the value of the desired function
can be calculated for any number of arbitrarily placed points, including one.

Above mentioned algorithms and programs are informative enough so that
they can be successfully used in solving problems of �uid dynamics, heat
conduction, theory of elasticity, etc.

A new approach to solving boundary value problems of elliptic type o�ers
great opportunities for raising a number of problems in the futher theoreti-
cal and experimental research and development of modern technologies of
computerised implementation.
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Обрахунок страхового тарифу у випадку F-моделi
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Áóëî ðîçãÿ÷íóòî çàäà÷ó íà âèçíà÷åííÿ ñòðàõîâîãî òàðèôó â óìîâàõ
ôàêòèðîçàöiéíî¨ ìîäåëi[äèâ. [1], ñò.248]. Âèâåäåíî ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ
îïòèìàëüíî¨ ñòðàõîâî¨ ñòàâêè. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî ðÿä ïðèêëàäiâ çà óìîâ
âèïëàò ðîçïîäiëåíèõ çà çàêîíàìè Âåéáóëà, Ïàðåòòî òà Áåêòàíäåðà 1-ãî òà
2-ãî òèïiâ.

[1] Королев В.Ю.Математические основы теории риска./ В.Ю. Королев, В.Е.
Бенинг, С.Я. Шоргин. - , М.:Физматлит,(2011). - 620 c.

Дослiдження асимптотики радiуса та стабiлiзацiї кута
розв’язку двовимiрного стохастичного

диференцiального рiвняння

Юськович В. К.

НТУУ «КПI iм. I. Сiкорського»

viktyusk@gmail.com

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ)

d𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))d𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))d𝑊 (𝑡),

äå 𝑋(𝑡) = (𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡)),𝑊 (𝑡) = (𝑊1(𝑡),𝑊2(𝑡)) � äâîâèìiðíèé âiíåðiâñüêèé
ïðîöåñ.
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Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî êîåôiöi¹íòè

𝑎 : R2 → R2, 𝜎 : R2 → R2×2

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'çêó ÑÄÐ (äèâ. [1]).

Ââåäåìî ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

𝑅(𝑡) = |𝑋(𝑡)|, 𝛷(𝑡) =
𝑋(𝑡)

|𝑋(𝑡)|
.

Ìè âèâ÷à¹ìî óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ÑÄÐ, ïðè ÿêèõ:

∙ 𝑅(𝑡) → ∞, 𝑡→ ∞ ìàéæå íàïåâíî;

∙ iñíó¹ ãðàíèöÿ lim𝑡→∞ 𝛷(𝑡) ìàéæå íàïåâíî, �

òà äîñëiäæó¹ìî àñèìïòîòèêó çðîñòàííÿ 𝑅(𝑡) ïðè 𝑡→ ∞.

[1] Гихман И. И., Скороход А. В. Стохастические дифференциальные уравне-
ния. – К.: Наукова думка (1968). – 356 с.
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For 𝑅 = (𝑟1, 𝑟2) ∈ R2
+ := (0,+∞)2) we denote by D2((𝑧0, 𝜔0), 𝑅) =

{(𝑧, 𝜔) ∈ C2 : |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟1, |𝜔 − 𝜔0| < 𝑟2} a polydics, and by B2((𝑧0, 𝜔0), 𝑟) =
{(𝑧, 𝜔) ∈ C2 :

√︀
|𝑧 − 𝑧0|2 + |𝜔 − 𝜔0|2 < 𝑟} a ball of the radii 𝑟 > 0,

B2 = B2((0, 0), 1).

An analytic vector-valued function 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2) : B2 → C2 is said to be of

bounded L-index in joint variables, if there exists 𝑛0 ∈ Z+ such that (∀(𝑧, 𝜔) ∈
B2) (∀(𝑖, 𝑗) ∈ Z2

+)

‖𝐹 (𝑖,𝑗)(𝑧, 𝜔)‖
𝑖!𝑗!𝑙𝑖1(𝑧, 𝜔)𝑙𝑗2(𝑧, 𝜔)

≤ max

{︂
‖𝐹 (𝑘,𝑚)(𝑧, 𝜔)‖

𝑘!𝑚!𝑙𝑘1(𝑧, 𝜔)𝑙𝑚2 (𝑧, 𝜔)
: 𝑘,𝑚 ∈ Z+, 𝑘 +𝑚 ≤ 𝑛0

}︂
.

Here ‖𝐹‖ = max{|𝑓𝑗 | : 𝑗 ∈ {1, 2}}.

We put

𝑀(𝑅, (𝑧0, 𝜔0), 𝐹 ) = max
{︀
‖𝐹 (𝑧, 𝜔)‖ : (𝑧, 𝜔) ∈ T2((𝑧0, 𝜔0), 𝑅)

}︀
,

where (𝑧0, 𝜔0) ∈ B2, 𝑅 ∈ R2
+. Then

𝑀(𝑅, (𝑧0, 𝜔0), 𝐹 ) = max
{︀
‖𝐹 (𝑧, 𝜔)‖ : (𝑧, 𝜔) ∈ D2((𝑧0, 𝜔0), 𝑅)

}︀
,

because the maximum modulus of the analytic vector-function in a closed bidisc
is attained on its skeleton.
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Theorem 1. Let L ∈ 𝑄(B2), 𝐹 : B2 → C2 be an analytic vector-function. If

there exist 𝑅′, 𝑅′′ ∈ R2
+, 𝑅

′ < 𝑅′′,|𝑅′′| < 𝛽 and 𝑝1 = 𝑝1(𝑅′, 𝑅′′) ≥ 1 such that

for each (𝑧0, 𝜔0) ∈ B2

𝑀

(︂
𝑅′′

L(𝑧0, 𝜔0)
, (𝑧0, 𝜔0), 𝐹

)︂
≤ 𝑝1𝑀

(︂
𝑅′

L(𝑧0, 𝜔0)
, (𝑧0, 𝜔0), 𝐹

)︂
(1)

then 𝐹 has bounded L-index in joint variables.

For every 𝑓 ∈ ℰ𝑝 denote by 𝐾(𝑓, 𝑍) class of entire functions of the form
𝑓(𝑧, 𝜔) =

∑︀+∞
‖𝑛‖=0 𝑎𝑛𝑍𝑛(𝜔)𝑧𝑛, where {𝑍𝑛(𝜔)} is a Rademacher sequence, i.e.

a sequence of independent random variables such that P{𝜔 : 𝑍𝑛(𝜔) = −1} =
P{𝜔 : 𝑍𝑛(𝜔) = 1} = 0, 5 (𝑛 ∈ N).

Theorem 2. Let L ∈ 𝑄(B2). If analytic vector-function 𝐹 : B2 → C2 has

bounded L-index in joint variables then for all 𝑅′, 𝑅′′ ∈ R2
+, 𝑅′ < 𝑅′′, |𝑅′′| ≤ 𝛽

there exists 𝑝1 = 𝑝1(𝑅′, 𝑅′′) ≥ 1 such that for every (𝑧0, 𝜔0) ∈ B2 inequality

(1) holds.

Про множину борелiвських виключних векторiв для
цiлих кривих

Бандура А. I.
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Савчук Я. I.
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mh@nung.edu.ua

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îñíîâíi ðåçóëüòàòè òåîði¨ öiëèõ êðèâèõ, à òà-
êîæ ïîçíà÷åííÿ, âèêîðèñòàíi â [1].

Ðîçãëÿäàòèìåìî öiëi êðèâi ç ëiíiéíî íåçàëåæíèìè êîìïîíåíòàìè i áåç
ñïiëüíèõ íóëiâ.

Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ áîðåëiâñüêîãî âèêëþ÷íîãî çíà÷åííÿ äëÿ ìå-
ðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ íåíóëüîâèé âåêòîð 𝑎⃗ ∈ C p íàçâåìî борелiвським ви-
ключним вектором для цiлої кривої 𝐺⃗ : C → C p , ÿêùî êàòåãîðiÿ ðîñòó

𝑁
(︁
𝑟, 𝑎⃗, 𝐺⃗

)︁
íèæ÷à çà êàòåãîðiþ ðîñòó 𝑇

(︁
𝑟, 𝐺⃗

)︁
.

Âiäîìî (äèâ., íàïð. ñò. 130 â [2]), ùî òðàíñöåíäåíòíà ìåðîìîðôíà ôóí-
êöiÿ íå ìîæå ìàòè áiëüøå äâîõ áîðåëiâñüêèõ âèêëþ÷íèõ çíà÷åíü. Íàì âäà-
ëîñÿ öåé ðåçóëüòàò ïåðåíåñòè íà âèïàäîê öiëèõ êðèâèõ.
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Теорема 1. Для довiльної трансцендентної цiлої кривої 𝐺⃗ : C → C p

будь-яка допустима система борелiвських виключних векторiв мiстить
не бiльше 𝑝 векторiв.

Öÿ òåîðåìà íå äà¹ ïîâíîãî îïèñàííÿ ñòðóêòóðè ìíîæèíè áîðåëiâñüêèõ
âèêëþ÷íèõ âåêòîðiâ àíàëîãi÷íî äî îïèñàííÿ ñòðóêòóðè ìíîæèíè íåâàíëií-
íiâñüêèõ äåôåêòíèõ âåêòîðiâ â [3]. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî öiëó êðèâó

𝐺⃗ (𝑧) =
(︀
1, 𝑧, . . . , 𝑧𝑛−2, 𝑒𝑧

)︀
, (1)

ÿêà, î÷åâèäíî, ìà¹ ïåðøèé ïîðÿäîê, îòæå,

ln 𝑟 = 𝑜
(︁
𝑇
(︁
𝑟, 𝐺⃗

)︁)︁
.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà

𝑎⃗ ∈ 𝐵1 =
{︁
𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑝−1, 0) : 𝑏𝑗 ∈ 𝐶, 𝑗 = 1, 𝑝− 1

}︁
ìà¹ìî 𝑛

(︁
𝑟, 𝑎⃗, 𝐺⃗

)︁
= 𝑂 (1), òîáòî 𝑁

(︁
𝑟, 𝑎⃗, 𝐺⃗

)︁
= 𝑂 (ln 𝑟), òîìó óñi âåêòîðè iç

𝐵1∖
{︁

0⃗
}︁
áóäóòü âèêëþ÷íèìè áîðåëiâñüêèìè äëÿ öiëî¨ êðèâî¨ (??). Òàêîæ

âèêëþ÷íèìè áîðåëiâñüêèìè áóäóòü âåêòîðè âèäó 𝑎⃗ = (0, 0, . . . , 0, 𝛼), 𝛼 ̸= 0,

áî äëÿ êîæíîãî ç íèõ 𝑛
(︁
𝑟, 𝑎⃗, 𝐺⃗

)︁
= 0, i âiäïîâiäíî, 𝑁

(︁
𝑟, 𝑎⃗, 𝐺⃗

)︁
= 0. Çàóâà-

æèìî, ùî 𝐵1 � ïiäïðîñòið ðîçìiðíîñòi (𝑝− 1) iç C p . Î÷åâèäíî, 𝑝 âåêòîðiâ
𝑒⃗1 = (1, 0, . . . , 0), 𝑒⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . ,𝑒⃗𝑝 = (0, 0, . . . , 0, 1) ¹ îðòîíîðìîâà-
íèì áàçèñîì â C p i óòâîðþþòü äîïóñòèìó ñèñòåìó â C p . Êîæåí ç íèõ ¹
áîðåëiâñüêèì âèêëþ÷íèì äëÿ 𝐺⃗ âèäó (1).

Ìíîæèíó óñiõ áîðåëiâñüêèõ âèêëþ÷íèõ âåêòîðiâ äëÿ öiëî¨ êðèâî¨ 𝐺⃗ ïî-

çíà÷àòèìåìî B
(︁
𝐺⃗
)︁
. Ñòîñîâíî öi¹¨ ìíîæèíè îòðèìàíî òàêó âëàñòèâiñòü.

Теорема 2. Для довiльної трансцендентної цiлої кривої 𝐺⃗ : C → C p

множина B
(︁
𝐺⃗
)︁
∪
{︁

0⃗
}︁
є скiнченним об’єднанням пiдпросторiв 𝐴𝑗 ⊂ C p

розмiрностi ≤ 𝑝 − 1, причому iснує не бiльше 𝑝 лiнiйно незалежних ве-
кторiв, що кожен з 𝐴𝑗 є лiнiйною оболонкою якихось з цих векторiв.

Íàì íå âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè îáåðíåíó çàäà÷ó äëÿ ìíîæèíè áîðåëiâñüêèõ
âèêëþ÷íèõ âåêòîðiâ öiëî¨ êðèâî¨ àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî â [4]
äëÿ ìíîæèíè íåâàíëiííiâñüêèõ äåôåêòíèõ âåêòîðiâ.

[1] Петренко В.П. Целые кривые. Ч.: Вища школа, 1984. – 136 с.
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[2] Гольдберг А.А., Островский И.В. Распределение значений мероморфных
функций. – М.: Наука, 1970. – 592 с.

[3] Савчук Я.И. Структура множества дефектных векторов целых и аналити-
ческих кривых конечного порядка. – Укр. мат. журн., 1985, т. 37, № 5, с. 609
- 615.

[4] Савчук Я.И. О множестве дефектных векторов целых кривых. – Укр. мат.
журн., 1983, т. 35, № 3, с. 385 -389.
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Ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè (ÃËÄ) ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ïðè ôi-
êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ çâîäÿòüñÿ äî ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ç êîì-
ïëåêñíèìè åìåíòàìè

𝑏0 +

∞

D
𝑘=1

𝑖𝑘−1∑︁
𝑖𝑘=1

𝑎𝑖(𝑘)

𝑏𝑖(𝑘)
, (1)

äå 𝑖0 = 𝑁, 𝑁 − ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî âèçíà÷à¹ ðîçìiðíiñòü
ÃËÄ, ℐ = {𝑖(𝑘) = (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘) : 1 ≤ 𝑖𝑘 ≤ 𝑖𝑘−1 ≤ ... ≤ 𝑖0; 𝑘 ≥ 1}.

Теорема 1. Нехай елементи ГЛД (1) задовольняють умови:

ℑ(𝑏𝑖(2𝑝−1)) ≥ 0, ℑ(𝑏𝑖(2𝑝)) ≤ 0, 𝑝 = 1, 2, . . . , (2)

ℜ(𝑏0) ≥ 𝛿, ℜ(𝑏𝑖(𝑘)) ≥ 𝛿, 𝛿 > 0, 𝑖(𝑘) ∈ ℐ,
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0 < 𝑎𝑖(𝑘) < 𝑀, 𝑀 > 0, 𝑖(𝑘) ∈ ℐ.

Тодi ГЛД (1) збiгається i для швидкостi збiжностi справджується оцiн-
ка

|𝑓𝑚 − 𝑓𝑁𝑛| < 𝐷

(︃(︀
𝛿2 + 4𝑀

)︀1/2 − 𝛿

(𝛿2 + 4𝑀)
1/2

+ 𝛿

)︃𝑛
, 𝑚 ≥ 𝑁𝑛,

де 𝐷 − деяка додатна стала, що не залежить вiд 𝑚 i 𝑛.

Зауваження 2. Твердження теореми залишається вiрним, якщо умову
(2) замiнити умовою

ℑ(𝑏𝑖(2𝑝−1)) ≤ 0, ℑ(𝑏𝑖(2𝑝)) ≥ 0, 𝑝 = 1, 2, . . . .

Continuity of solutions for a class of fourth-order
quasilinear elliptic equations via Wolff potentials

Voitovych M. V.

Institute of Applied Mathematics and Mechanics of NAS of Ukraine

voitovichmv76@gmail.com

We consider a class of quasilinear elliptic fourth-order partial di�erential
equations in the divergence form, which prototype is∑︁

|𝛼|=2

𝐷𝛼
(︀
|𝐷2𝑢|𝑝−2𝐷𝛼𝑢

)︀
−
∑︁
|𝛼|=1

𝐷𝛼
(︀
|𝐷𝑢|𝑞−2𝐷𝛼𝑢

)︀
= 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1)

where Ω is a bounded open set in R𝑛, 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω), 1 < 𝑝 < 𝑛/2, 2𝑝 < 𝑞 6 𝑛.

Such type of equations were �rst considered in [7] and subsequently became
the subject of numerous studies in the context of existence and regulari-
ty of generalized solutions to high-order nonlinear PDEs (see, e.g., [5, 8] for
references). In particular, in the recent work [8] the famous result of T. Ki-
lpel�ainen and J. Mal�y [4] on the pointwise W𝑓

1,𝑞-potential estimates of soluti-
ons to the 𝑞-Laplace equation div(|∇𝑢|𝑞−2∇𝑢) = 𝑓 was extended to equati-
ons of the form (1). The pointwise estimates obtained in [8] provide the local
boundedness of solutions to Eq. (1) if sup

𝑥∈Ω
W𝑓

1,𝑞(𝑥;𝑅) < +∞ for any 𝑅 > 0.

Here, the function 𝑓 is extended by zero on R𝑛 ∖ Ω and, by de�nition (see, for
instance, [1, 4]),

W𝑓
1,𝑞(𝑥;𝑅) =

∫︁ 𝑅

0

(︂
𝑟𝑞−𝑛

∫︁
𝐵𝑟(𝑥)

|𝑓(𝑦)| 𝑑𝑦
)︂1/(𝑞−1)

𝑑𝑟

𝑟
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is the Wol� potential of the function 𝑓 in the ball 𝐵𝑅(𝑥)={𝑦∈R𝑛 : |𝑦−𝑥|<𝑅}.
The proof of the interior continuity of solutions to Eq. (1) in terms of the

potential W𝑓
1,𝑞 requires further studies which are the subject of this report.

The main result of the report is the following inequality for the oscillation
osc{𝑢;𝐵𝜌(𝑥0)} = ess sup𝐵𝜌(𝑥0) 𝑢 − ess inf𝐵𝜌(𝑥0) 𝑢 of an arbitrary generalized
solution 𝑢 to Eq. (1) in the balls 𝐵𝜌(𝑥0) ⊂ 𝐵𝑅(𝑥0) ⊂ 𝐵2𝑅(𝑥0) ⊂ Ω:

osc{𝑢;𝐵𝜌(𝑥0)} 6 𝐶(𝜌/𝑅)𝜗 osc{𝑢;𝐵𝑅(𝑥0)}

+ 𝐶(𝜌𝜃𝑅1−𝜃)
𝑞−2𝑝

2(𝑞−𝑝) + 𝐶 sup
𝑥∈Ω

W𝑓
1,𝑞(𝑥; 4𝜌𝜃𝑅1−𝜃),

(2)

where 𝜃 ∈ (0, 1) is arbitrary, and 𝐶 = 𝐶(𝑛, 𝑝, 𝑞) and 𝜗 = 𝜗(𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝜃) are
some positive constants. The proof of this inequality is based on the use of the
modi�ed Kilpel�ainen-Mal�y method (see [8]) and the pointwise W𝑓

1,𝑞-potential
estimates of superpositions of solutions and Moser-type logarithmic functions
[6, 7].

As in the case of second-order equations (see, e.g., [4,5]), estimate (2) implies
the continuity of the solution 𝑢 at the point 𝑥0 ∈ Ω if

lim
𝜌→0

sup
𝑥∈Ω

W𝑓
1,𝑞(𝑥; 𝜌) = 0, (3)

and also the local H�older continuity of solutions of Eq. (1) under the assumption
that 𝑓 belongs to the Morrey space 𝑀𝜏 (Ω) with some 𝜏 > 𝑛/𝑞.

We also apply estimate (2) and condition (3) to prove the continuity of
solutions of Eq. (3) in the following borderline cases:

(i) 𝑛 > 𝑞 and 𝑓 belongs to the Lorentz space 𝐿𝑛/𝑞,1/(𝑞−1)(Ω);

(ii) 𝑛 = 𝑞 and 𝑓 belongs to the Orlicz-Zygmund space

𝐿(log𝐿)𝑛−1(log log𝐿)𝑛−2 · · · (log · · · log𝐿)𝑛−2(log · · · log𝐿)𝑛−2+𝜖(Ω), 𝜖 > 0.

This results are the sharp analogues of those valid in the case of second-order
equations (cf. [2, 3]).

[1] D.R. Adams, L. I. Hedberg, Function Spaces and Potential Theory, in:
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, vol. 314, Springer-Verlag,
Berlin, 1996.

[2] V. Ferone, N. Fusco, Continuity properties of minimizers of integral functionals
in a limit case, J. Math. Anal. Appl., 202 (1) (1996), 27–52.
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Hypercomplex monogenic approach to the theory of
isotropic plane media

Gryshchuk S.V.

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv

gryshchuk@imath.kiev.ua

We seek, among of all two-dimensional commutative associative algebras of
the second rank with the unity, a totally of all their bases {𝑒1, 𝑒2}, such that
𝑒41 + 2𝑒21𝑒

2
2 + 𝑒42 = 0, 𝑒21 + 𝑒22 ̸= 0. This set is found in an explicit form and

complete the previous its subset which was found in [1]. Considered an approach
of algebra-valued �analytic� functions Φ(𝑥𝑒1 +𝑦𝑒2) (𝑥 and 𝑦 are real variables),
such that their real-valued function-components satisfy the biharmonic equati-
on. The similar approach to the orthotropic media (which is not isotropic) is
considered in [2, 3].

This research is partially supported by the State Program of Ukraine
(Project No. 0117U004077).
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Траєкторно регулярнi та одностайно поступальнi
оператори перетворення координат

Грушка Я.I.
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grushka@imath.kiev.ua

Â öié äîïîâiäi ïiä координатним простором áóäåìî ðîçóìiòè ìà-
òåìàòè÷íèé îá'¹êò Q îäíîãî ç íàñòóïíèõ òðüîõ òèïiâ:

1. Q = (X, 𝒯 ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið;

2. Q = (X,K,+,×) � âåêòîðíèé ïðîñòið;

3. Q = (X,K,+,×, 𝒯 ) � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið,

äå 𝒯 ¹ òîïîëîãi¹þ íà ìíîæèíi X, K ∈ {R,C} � ïîëå äiéñíèõ àáî êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë, à + òà × ¹ áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ âåêòîðiâ ç
X òà ìíîæåííÿ âåêòîðiâ ç X íà ñêàëÿðè ç ïîëÿ K. Â óñiõ òðüîõ âèïàäêàõ
ìíîæèíó X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Zk(Q):

Zk(Q) := X.

Ïðè öüîìó â ïåðøîìó âèïàäêó êîîðèíàòíèé ïðîñòið Q íàçèâàòèìåìî то-

пологiчним координатним простором , à â äðóãîìó òà òðåòüîìó âè-
ïàäêó � векторним òàтопологiчним векторним êîîðäèíàòíèì ïðî-
ñòîðîì (âiäïîâiäíî).

Означення 1. Нехай, Q1,Q2 — координатнi простори, а T1 = (T1,≤1) i
T2 = (T1,≤2) (T1,T2 ̸= ∅) — довiльнi лiнiйно упорядкованi множини (â
ñåíñi [2, ñòîð. 12]). Довiльну бiєкцiю U : T1×Zk (Q1) → T2×Zk (Q2) мiж
T1 × Zk (Q1) i T2 × Zk (Q2) будемо називати оператором перетворення
координат (ÎÏÊ) з (T1,Q1) в (T2,Q2). Множину всiх ОПК з (T1,Q1) в
(T2,Q2) будемо позначати через:

Pk (T1,Q1;T2,Q2) .
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Траєкторiєю òî÷êè x ∈ Zk (Q1) âiäíîñíî ÎÏÊ U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2) áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó:

trjU (x) := {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ T1} ⊆ T2 × Zk (Q2) .

Означення 2. Нехай, Q1,Q2 — векторнi координатнi простори. ОПК
U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) будемо називати:

1) траєкторно регулярним, якщо для довiльного x ∈ Zk (Q1) тра-
єкторiя trjU (x) є функцiєю (тобто ∀ (𝜏1, y1) , (𝜏1, y1) ∈ trjU (x) з
умови 𝜏1 = 𝜏2 випливає рiвнiсть y1 = y2;

2) одностайно-поступальним (скорочено — одностайним), якщо
ОПК є U траєкторно регулярним i для довiльних x1, x2 ∈ Zk (Q1)
iснує такий вектор 𝜁 = 𝜁x1,x2

∈ Zk (Q2), що:

trjU (x2) = {(𝜏, y + 𝜁) | (𝜏, y) ∈ trjU (x1)} .

Îäíîñòàéíi ÎÏÊ îïèñóþòü ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ç ðóõîìî¨
îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó â çàäàíó íåðóõîìó ñèñòåìó âiä-
ëiêó ó âåêòîðíèõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ. Îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíi ñè-
ñòåìè âiäëiêó öiêàâi òèì, ùî äëÿ òàêèõ ñèñòåì âiäëiêó ìîæíà äàòè ÷iòêå
i îäíîçíà÷íå îçíà÷åííÿ ïåðåìiùåííÿ ðóõîìî¨ ñèñòåìè âiäëiêó âiäíîñíî íå-
ðóõîìî¨, ÿêå íå çàëåæèòü âiä âèáîðó íåðóõîìî¨ òî÷êè â ðóõîìié ñèñòåìi
âiäëiêó [1, 3].

Íåõàé, Q1,Q2 � äîâiëüíi êîîðäèíàòíi ïðîñòîðè.

Означення 3. ОПК U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) будемо називати:

1) часододатнним, якщо для довiльних (𝑡1, x1) , (𝑡2, x2) ∈ T1×Zk (Q1)
та (𝜏1, y1) , (𝜏2, y2) ∈ T2 × Zk (Q2) з умов U (𝑡𝑖, x𝑖) = (𝜏𝑖, y𝑖) (𝑖 ∈
{1, 2}) 𝜏1 <2 𝜏2 i y1 = y2 випливає нерiвнiсть 𝑡1 <1 𝑡2 (де <1 та <2 —
вiдношення строгого порядку, породженi вiдношеннями нестрогого
порядку ≤1 та ≤2 вiдповiдно).

2) часовiд’ємним, якщо для довiльних (𝑡1, x1) , (𝑡2, x2) ∈ T1 × Zk (Q1)
та (𝜏1, y1) , (𝜏2, y2) ∈ T2 × Zk (Q2) з умов U (𝑡𝑖, x𝑖) = (𝜏𝑖, y𝑖) (𝑖 ∈
{1, 2}) 𝜏1 <2 𝜏2 i y1 = y2 випливає нерiвнiсть 𝑡2 <1 𝑡1.

3) часознаковизначеним, якщо U є часододатнним або часо-
вiд’ємним.

Теорема 4. Якщо для U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) обернене вiдображення
U [−1] ∈ Pk (T2,Q2;T1,Q1) є часознаковизначеним ОПК, то ОПК U є
траєкторно регулярним.
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Êîíòðïðèêëàäè ïîêàçàòèóþòü, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó òåîðåìà, îáåð-
íåíà äî òåîðåìè 4, ìiñöÿ íå ìà¹. Ïðîòå, ÿêùî íàêëàñòè ïåâíi äîäàòêîâi
óìîâè òîïîëîãi÷íîãî õàðàêòåðó íà ÷àñîâi øêàëè T1,T2, êîîðäèíàòíi ïðî-
ñòîðè Q1,Q2 i ÎÏÊ U , òî òåîðåìó 4 ìîæíà �îáåðíóòè�. Ïðè öüîìó ëiíié-
íî óïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè T1 i T2 ââàæàþòüñÿ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè
âiäíîñíî ïîðÿäêîâî¨ òîïîëîãi¨ [2, ñòîð. 314], òîáòî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨
âñåìîæëèâèìè âiäêðèòèìè iíòåðâàëàìè íà T1 i T2.

Теорема 5. Нехай Q1,Q2 — топологiчнi координатнi простори i U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2) — траєкторно регулярний ОПК. Якщо топологiчнi
простори Q1 i T1 є зв’язними, а вiдображення U : T1 × Zk (Q1) →
T2 × Zk (Q2) є нарiзно неперервним, то ОПК U [−1] ∈ Pk (T2,Q2;T1,Q1)
є часознаковизначеним.

Теорема 6 ([3]). Нехай, Q1,Q2 — векторнi координатнi простори. Вiд-
ображення U : T1 × Zk (Q1) → T2 × Zk (Q2) є одностайним ОПК тодi
i тiльки тодi, коли iснують функцiї Φ : T1 × Zk (Q1) → T2, F : T2 →
Zk (Q2) i g : Zk (Q1) → Zk (Q2), що задовольняють такi умови:

1) Для довiльного x ∈ Zk (Q1) функцiя Φ(x)(𝑡) := Φ (𝑡, x), 𝑡 ∈ T1 є бiє-
кцiєю мiж T1 i T2.

2) Функцiя g є бiєкцiєю мiж Zk (Q1) i Zk (Q2).

3) Для довiльної пари (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) виконується рiвнiсть:

U (𝑡, x) = (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g(x)) . (1)

[1] Ya.I. Grushka. Self-consistently Translational Motion of Reference Frames and
Sign-definiteness of Time in Universal Kinematics. Methods Funct. Anal.
Topology, 24 (2) (2018), 107–119.

[2] Г. Биркгоф. Теория решеток. “Наука”, Москва, (1984).

[3] Я.I. Грушка. Критерiй одностайної поступальностi систем вiдлiку в унi-
версальних кiнематиках. Вiсник Черкаського унiверситету: Серiя фiзико-
математичнi науки, (1) (2017), 122–137.
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Óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìií-
íî¨, íà âèïàäîê íåëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ òà îïåðàòîðiâ, ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî
ðîáiò. Îïåðàòîðíi iíòåðïîëÿöiéíi ôîðìóëè òèïó Íüþòîíà ïîñiäàþòü òóò ïî-
ìiòíå ìiñöå. Îñêiëüêè â áàãàòüîõ âiäîìèõ ôîðìóëàõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîí-
òèíóàëüíà iíôîðìàöiÿ ïðî îïåðàòîðè, ùî iíòåðïîëþþòüñÿ, ìíîæèíà âóçëiâ
äèñêðåòíà, òîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì âèãëÿäó

𝑃 𝐼𝑛 (𝑥 (·)) = 𝐹 (𝑥0 (·)) +

∫︁ 1

0

𝐾1 (𝑧1) [𝑥 (𝑧1) − 𝑥0 (𝑧1)] 𝑑𝑧1 + . . .

. . .+

∫︁ 1

0

∫︁ 1

𝑧1

. . .

∫︁ 1

𝑧𝑛−1

𝐾𝑛 (𝑧𝑛)

𝑛∏︁
𝑖=1

[𝑥 (𝑧𝑖) − 𝑥𝑖−1 (𝑧𝑖)] 𝑑𝑧𝑛 . . . 𝑑𝑧1,

ïîáóäîâàíèé äëÿ ôóíêöiîíàëà 𝐹 : 𝑄 (0, 1) → 𝑅1 íà êîíòèíóàëüíié
ìíîæèíi âóçëiâ 𝑥𝑛 (·, 𝜉𝑛) = 𝑥0 (·) +

∑︀𝑛
𝑖=1𝐻 (· − 𝜉𝑖) [𝑥𝑖 (·) − 𝑥𝑖−1 (·)], 𝜉𝑛 =

(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛), 𝜉𝑛 ∈ Ω𝑧𝑛 = {𝑧𝑛 : 0 ≤ 𝑧1 ≤ . . . ≤ 𝑧𝑛 ≤ 1}, äå 𝑥𝑖 (𝑡) ∈ 𝑄 [0, 1],
𝑖 = 1, 𝑛, 𝐻 (𝑡) � ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà.

Íà éîãî îñíîâi ïðîïîíó¹òüñÿ êîíñòðóþâàòè ôóíêöiîíàëüíèé ïîëiíîìè
òèïó Òåéëîðà, âèêîðèñòîâóþ÷è êðàòíiñòü âóçëiâ çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî
ïåðåõîäó. Îòðèìàíà ôîðìóëà Òåéëîðà 𝑃𝑇𝑛 (𝑥(·)) ç ôîðìóëè Íüþòîíà ãðà-
íè÷íèì ïåðåõîäîì áóäå ¹äèíîþ òà iíâàðiàíòíîþ ùîäî ïîëiíîìiâ òîãî æ
ñàìîãî ñòåïåíÿ [1].
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(2018), 198–203.
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In the article [1] interpolation integral continued fractions (interpolation
ICF) was introduced and it has been proved that the introduced there de�nition
of kernel is a necessary condition that the ICF are interpolative for a functionals
𝐹 : 𝐿1(0, 1) → R on the continual set of nodes

𝑥𝑛(·, 𝜉𝑛) = 𝑥0(·) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐻(· − 𝜉𝑖)(𝑥𝑖(·) − 𝑥𝑖−1(·)), (1)

where Ω𝑧𝑛 = {𝑧𝑛 : 0 ≤ 𝑧1 ≤ . . . ≤ 𝑧𝑛 ≤ 1}, 𝜉𝑛 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ Ω𝑧𝑛 .

Su�cient conditions of an integral fraction interpolativity (see [1]) were
discovered in the work [2]. These conditions state that the substitution rule
takes place. In the article [3] there are given su�cient conditions for functional
𝐹 (𝑥(·)) to ful�ll the substitution rule.

Investigated in [1, 2] ICF has the following problem. In (1) we set 𝑥𝑖(𝑧) ≡
𝑥𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, 𝑥(𝑧) ≡ 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Then the interpolation ICF will not
transform in a interpolation continuous fraction for a function of single variable.
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To solve this problem in [4] it is introduced the new class of the interpolation
ICF of type

𝑄𝑛(𝑥(·)) = 𝐾𝐼
0 +

𝑛

𝐷
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑥(·))
1

, (2)

where 𝑞𝑚(𝑥(·)) =
1∫︀
0

1∫︀
𝑧1

. . .
1∫︀

𝑧𝑚−1

𝐾𝐼
𝑚(𝑧𝑚)

𝑚∏︀
𝑙=1

(𝑥(𝑧𝑙) − 𝑥𝑙−1(𝑧𝑙)) 𝑑𝑧𝑙.

In [4] it is proved that the necessary condition for interpolativity of ICF
(2) for a smooth functional 𝐹 (𝑥(·)) : 𝑄[0, 1] → P1 on continual nodes set (1) is
following: its kernel must be de�ned by formulas

𝐾𝐼
𝑝 (𝜉𝑝) = (−1)𝑝

𝑝∏︁
𝑖=1

(𝑥𝑖(𝜉𝑖) − 𝑥𝑖−1(𝜉𝑖))
−1 𝜕𝑝

𝜕𝜉1 . . . 𝜕𝜉𝑝

𝑝

𝐷
𝑖=1

𝑞𝑝−𝑖(𝑥
𝑝(·, 𝜉𝑝))
−1

,

𝑞𝑚(𝑥𝑝(·, 𝜉𝑝)) =

1∫︁
0

1∫︁
𝑧1

. . .

1∫︁
𝑧𝑚−1

𝐾𝐼
𝑚(𝑧𝑚)

𝑚∏︁
𝑙=1

(𝑥(𝑧𝑙, 𝜉
𝑝) − 𝑥𝑙−1(𝑧𝑙)) 𝑑𝑧𝑙,

𝑞0(𝑥𝑝(·, 𝜉𝑝)) = 𝐹 (𝑥0(·)) − 𝐹 (𝑥𝑝(·, 𝜉𝑝)) + 1, 𝐾𝐼
0 = 𝐹 (𝑥0(·)),

𝐾𝐼
1 (𝜉1) = −(𝑥1(𝜉1) − 𝑥0(𝜉1))−1 𝜕

𝜕𝜉1
𝐹 (𝑥0(·) +𝐻(· − 𝜉1)(𝑥1(·) − 𝑥0(·))),

𝑚 = 1, 3, . . . , 𝑝 = 2, 3, . . . , 𝑛,

(3)

and the su�cient condition is: the substitution rule

𝜕𝑝

𝜕𝑧1𝜕𝑧2 . . . 𝜕𝑧𝑝

(︁
𝐹 (𝑥𝑝+1(·, 𝑧𝑝+1))

⃒⃒
𝑧𝑝+1=𝑧𝑝

)︁
=

𝜕𝑝

𝜕𝑧1𝜕𝑧2 . . . 𝜕𝑧𝑝

(︀
𝐹 (𝑥𝑝+1(·, 𝑧𝑝+1))

)︀ ⃒⃒⃒
𝑧𝑝+1=𝑧𝑝

𝑥𝑝+1(𝑧𝑝) − 𝑥𝑝−1(𝑧𝑝)

𝑥𝑝(𝑧𝑝) − 𝑥𝑝−1(𝑧𝑝)
,

(4)

𝑝 = 1, . . . , 𝑛, must takes place. Here 𝑄[0, 1] is the space of piecewise continuous
functions on [0, 1] with �nite number of a break points of �rst type.

Lets us consider a functional 𝐹 : 𝐿1(0, 1) → R1 on continual notes set (1)
for 𝑛 = 𝑚+ 1 and suppose that for this functional substitution rule (4) holds.
Then we want to construct interpolant 𝑄𝐸𝑚+1(𝑥(·)) with 𝑘th twofold node using
interpolative ICF of Newton type (2), (3) and prove that constructed ICF is a
interpolant of Hermitian type, i.e.

𝑄𝐸𝑚+1

⎛⎝𝑥0(·) +

𝑚+1∑︁
𝑙=1,𝑙 ̸=𝑘+1

(𝑥𝑙(·) − 𝑥𝑙−1(·))𝐻(· − 𝜉𝑙)

⎞⎠
= 𝐹

⎛⎝𝑥0(·) +

𝑚+1∑︁
𝑙=1,𝑙 ̸=𝑘+1

(𝑥𝑙(·) − 𝑥𝑙−1(·))𝐻(· − 𝜉𝑙)

⎞⎠ ,

(5)
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𝑄𝐸𝑚+1

′
(︃
𝑥0(·) +

𝑚+1∑︁
𝑙=1

(𝑥𝑙(·) − 𝑥𝑙−1(·))𝐻(· − 𝜉𝑙)

)︃
𝑣𝑘(·)𝐻(· − 𝜉𝑘+1)

= 𝐹 ′

(︃
𝑥0(·) +

𝑚+1∑︁
𝑙=1

(𝑥𝑙(·) − 𝑥𝑙−1(·))𝐻(· − 𝜉𝑙)

)︃
𝑣𝑘(·)𝐻(· − 𝜉𝑘+1).

(6)

The following theorem holds true.

Theorem 1. Let the substitution rule (4) takes place and some modified
𝑞𝑚(𝑥(·)) exist on 𝑄[0, 1]. Then continual interpolation conditions (5), (6) take
place for interpolant of Hermitian type and it does not depend on direction of
differentiation.

[1] B.R. Mykhal’chuk, Interpolation of nonlinear functionals by integral continued
fractions, Ukrainian Math. J. 51(3) (1999), 406–418. doi:10.1007/BF02592477

[2] V.L. Makarov, V.V. Khlobystov, B.R. Mykhal’chuk, Interpolational
Integral Continued Fractions, Ukrainian Math. J. 55(4) (2003), 576–587.
doi:10.1023/B:UKMA.0000010158.50027.08

[3] V.L. Makarov, I.I. Demkiv, B.R. Mykhal’chuk, Necessary and sufficient conditi-
ons of interpolation functional polynomial existence on continual sets of knots,
Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 7 (2003), 7

[4] V.L. Makarov, I.I. Demkiv, New class of Interpolation integral continued fracti-
ons, Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 11 (2008), 17
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Çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ñêëàäàþòü âi-
äîìèé êëàñè÷íèé íàïðÿì ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
Äàíà òåìàòèêà áóëà çàïî÷àòêîâàíà â ñòàòòi Ì.Î. Ëàâðåíòüåâà 1934 ðîêó [1]
i ïîòiì ðàçâèâàëàñÿ â ðàáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [2], [3] i
íàâåäåíó òàì áiáëiîãðàôiþ).
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Íåõàé N è R � ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, C �
êîìïëåêñíà ïëîùèíà, i íåõàé C = C

⋃︀
{∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëî-

ùèíà, R+ = (0,∞). Íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi ðîçãëÿíåìî ñè-
ñòåìó äîâiëüíèõ íåïåðåòèííèõ ìíîãîçâÿçíèõ îáëàñòåé {𝐵𝑘}𝑛𝑘=0, ïðè÷îìó 𝑛
îáëàñòåé {𝐵𝑘}𝑛𝑘=1 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà i íåõàé 𝑟(𝐵, 𝑎) �
âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi 𝐵 ⊂ C âiäíîñíî òî÷êè 𝑎 ∈ 𝐵.

Â ðîáîòi [2] áóëî ñôîðìóëüîâàíî íàñòóïíó åêñòðåìàëüíó ïðîáëåìó.

Проблема 1. Знайти точну верхню оцiнку для функцiоналу

𝐼𝑛(𝛾) = 𝑟𝛾(𝐵0, 0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘),

де 𝛾 ∈ R+, 𝑎0 = 0, |𝑎1| = . . . = |𝑎𝑛| = 1, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ∈ C, де 𝐵𝑖
⋂︀
𝐵𝑗 = ∅

при 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 i 𝑖 ̸= 𝑗 — неперетиннi областi, и 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛 симетричнi
вiдносно одиничного кола.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Теорема 2. Для довiльного набору точок 𝑎𝑘, таких, що 𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1,
𝑎1 = 1, 𝑘 = 1, 3, i довiльного набору взаємно неперетинних областей 𝐵𝑘,
𝑎0 = 0 ∈ 𝐵0 ⊂ C, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 3, причому областi 𝐵𝑘, 𝑘 =
1, 3, симетричнi вiдносно одиничного кола |𝑤| = 1, i довiльного дiйсного 𝛾,
такого, що 0 < 𝛾 ≤ 1.233 правильна нерiвнiсть

𝑟𝛾 (𝐵0, 0)

3∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤
(︂

4

3

)︂3
(2𝛾)

𝛾
3

27 (9 − 2𝛾)
3
2+

𝛾
3

(︂
3 −

√
2𝛾

3 +
√

2𝛾

)︂√
2𝛾

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, у випадку, якщо 𝑎𝑘 =

𝑎
(0)
𝑘 , 𝐵𝑘 = 𝐵

(0)
𝑘 , 𝑘 = 0, 3, де 𝑎(0)𝑘 i 𝐵(0)

𝑘 , 𝑘 = 0, 3, є, вiдповiдно, полюсами i
круговими областями квадратичного диференцiалу

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = −𝛾𝑤
6 + 2(9 − 𝛾)𝑤3 + 𝛾

𝑤2(𝑤3 − 1)2
𝑑𝑤2.

[1] Лаврентьев М.А. К теории конформных отображений , Тр. Физ.-мат. ин-та
АН СССР., 5 (1934), 159–245.

[2] Дубинин В.Н. Метод симметризации в геометрической теории функций
комплексного переменного, Успехи мат. наук., 49, № 1(295), (1994), 3–76.

[3] Бахтин А.К., Бахтина Г.П., Зелинский Ю.Б. Тополого-алгебраические стру-
ктуры и геометрические методы в комплексном анализе, Працi iн-ту мат-
ки НАН Укр., 73 (2008), 308 с.
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Íåõàé 𝑋 êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið. P ïîëiíîìè ç 𝑋 → C, äå êîæíèé
𝑃𝑘, 𝑘-îäíîðiäíèé, íåïåðåðâíèé, ‖𝑃𝑘‖ = 1. 𝑋 = ℓ1, 𝒫𝑠(ℓ1) � àëãåáðà âñiõ
ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ℓ1.

Ïîëiíîìè âèãëÿäó:

𝐺𝑛(𝑥) =
∑︁

𝑖1<···<𝑖𝑛

𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑛 ,

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ G ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ â 𝒫𝑠(ℓ1). Òàêîæ
iñíóþòü áàçèñè F, H:

𝐹𝑛(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑛𝑘 ,

𝐻𝑛(𝑥) =
∑︁

𝑖1≤···≤𝑖𝑛

𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑛

.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ íà 𝐻𝑏𝑠:

𝜕𝑘𝑓(𝑥) = lim
𝑡→0

𝑓(𝑥 ∙ (𝑡I)1/𝑘) − 𝑓(𝑥)

𝑡
, 𝑓 ∈ 𝐻𝑏𝑠, 𝑘 ∈ N. (1)

Äèôåðåíiþâàííÿ 𝜕𝑘 çàäîâiëüíÿþòü ïðàâèëî Ëåéáíiöà:

𝜕𝑘(𝑓𝑔) = 𝜕𝑘(𝑓)𝑔 + 𝑓𝜕𝑘(𝑔)

∀𝑓, 𝑔 ó îáëàñòi âèçíà÷åííÿ 𝜕𝑘. Òàêîæ, 𝜕𝑘 âèçíà÷åíi íà ïîëiíîìàõ ó 𝐻𝑏𝑠. Ç
òîãî, ùî

𝐹𝑚(𝑥 ∙ (𝑡I)1/𝑘) − 𝐹𝑚(𝑥) = 𝐹𝑚(𝑡I)1/𝑘,
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âèïëèâà¹

𝜕𝑘𝐹𝑚(𝑥) =

{︃
0, 𝑘 ̸= 𝑚,

𝑘, 𝑘 = 𝑚
(2)

Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöiþ âiäîáðàæåíü 𝑓(𝑔(𝑥)) äå 𝑓 ∈ 𝐻𝑏𝑠, 𝑔 ∈ 𝒫𝑠(ℓ1).
Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà

Теорема 1. Для операторiв 𝜕𝑘 виконується аналог формули диференцi-
ювання комрозицiї функцiй

𝜕𝑘(𝑓(𝐹𝑚)) = 𝑓
′
(𝐹𝑚)𝑚

[1] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, Some algebras of symmetric
analytic functions and their spectra, Proc. Edinburgh Math. Soc., 55 (2012),
125–142.

[2] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, The convolution operation on the
spectra of algebras of symmetric analytic functions, J. Math. Anal. Appl., 395
569-577.
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Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó 𝐼 ⊂ R ëiíiéíå îäíîðiäíå ìàòðè÷íå êâàçiäèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (𝑛+𝑚)-ãî ïîðÿäêó

𝐾𝑚𝑛[𝑋] :=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑚∑︁
𝑗=0

(−1)𝑚−𝑗(︀𝐴𝑖𝑗(𝑡)𝑋(𝑛−𝑖))︀(𝑚−𝑗)
= 0, (𝑛,𝑚) ∈ N2, (1)

äå øóêàíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ 𝑋 = 𝑋(𝑡) i çàäàíi êâàäðàòíi ìàòðèöi
𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗(𝑡) ìàþòü ïîðÿäîê 𝑙. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìàòðè÷íi êîåôiöi¹íòè 𝐴𝑖𝑗
ðiâíÿííÿ (1) çàäîâîëüíÿþòü íà ïðîìiæêó 𝐼 âiäïîâiäíî óìîâè: (i) 𝐴−1

00 � âè-
ìiðíà é îáìåæåíà, (ii) 𝐴𝑖0 òà 𝐴0𝑗 � ñóìîâíi çà Ëåáå îì, (iii) 𝐴𝑖𝑗 ¹ ìiðàìè.

Êâàçiäèôåðåíöiàëüíèé âèðàç 𝐾𝑚𝑛[𝑋] ìîæíà áàãàòüìà ðiçíèìè ñïîñî-
áàìè çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè 𝐾1

𝑚𝑛[𝑋] +𝐾2
𝑚𝑛[𝑋], äå

𝐾𝛾
𝑚𝑛[𝑋] :=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑚∑︁
𝑗=0

(−1)𝑚−𝑗(︀𝐴𝛾𝑖𝑗(𝑡)𝑋(𝑛−𝑖))︀(𝑚−𝑗)
, 𝐴𝛾𝑖𝑗 = 𝑑𝐵𝛾𝑖𝑗/𝑑𝑡,

ïðè÷îìó 𝐵1
𝑖𝑗 = 𝐵1

𝑖𝑗(𝑡) òà 𝐵
2
𝑖𝑗 = 𝐵2

𝑖𝑗(𝑡) ¹ ìàòðèöÿìè ëîêàëüíî îáìåæåíî¨ íà
𝐼 âàðiàöi¨. Öå çîáðàæåííÿ i ïîçíà÷åííÿ [·] äëÿ êâàçiïîõiäíèõ çà çìiííîþ 𝑡
òà {·} çà äâî¨ñòèìè çìiííèìè 𝜏 i 𝛼 ç ðîáîòè [1] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íèæ÷å ó
òåîðåìi ïðî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1), äå 𝒦1(𝑡, 𝛼) � ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ Êîøi
ðiâíÿííÿ 𝐾1

𝑚𝑛[𝑋] = 0 äëÿ âñiõ (𝑡, 𝛼) ∈ 𝐼2, 𝐶𝑖 � äîâiëüíi ñòàëi ìàòðèöi
ïîðÿäêó 𝑙, à * îçíà÷à¹ îïåðàöiþ åðìiòîâîãî ñïðÿæåííÿ.
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Теорема 1. Кожний розв’язок 𝑋 рiвняння (1) справджує також систе-
му iнтегро-квазiдиференцiальних рiвнянь нижчого порядку 𝑛, тобто

𝑋 [𝑘](𝑡) =

𝑛+𝑚∑︁
𝑖=1

(︁
𝒦1(𝑡, 𝛼)

)︁[𝑘]*{𝑛+𝑚−𝑖}*

𝑡,𝛼
𝐶𝑖 +

∫︁ 𝑡

𝛼

𝑚∑︁
𝑗=1

(︁
𝒦1(𝑡, 𝛼)

)︁[𝑘]*{𝑚−𝑗}*

𝑡,𝜏
×

×
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝑑𝐵2
𝑛−𝑠,𝑗(𝜏)𝑋 [𝑠](𝜏), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

[1] Тацiй Р. М., Пахолок Б. Б. Про структуру фундаментальної матрицi ква-
зiдиференцiального рiвняння, ДАН УРСР, Сер. А (4) (1989), 25–28.

Проблеми дослiдження властивостей множини
неповних сум збiжних додатних рядiв

Карвацький Д. М.

Iнститут математики НАН України

karvatsky@imath.kiev.ua

Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî 𝑀 ∈ 2𝑁 , àáî iíøèìè ñëîâàìè 𝑀 ⊆ 𝑁 (𝑁 � ìíî-
æèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë), òî ÷èñëî

𝑥 = 𝑥 (𝑀) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑢𝑛 =

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛𝑢𝑛,

äå

𝜀𝑛 =

{︂
1, ïðè 𝑛 ∈𝑀,
0, ïðè 𝑛 /∈𝑀,

íàçèâà¹òüñÿ неповною сумою ряду.

Ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó ¹ äî-
ñèòü ãëèáîêîþ â iñòîðè÷íîìó ñåíñi. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëà-
ñòèâîñòi ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä ñïiââiäíîøåííÿ
ìiæ éîãî ÷ëåíàìè òà çàëèøêàìè.

Ó 1914 ðîöi S. Kakeya äîâiâ [1], ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì äîâiëüíîãî
çáiæíîãî äîäàòíîãî ðÿäó ¹ :

1) äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ;
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2) ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ òîäi é ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè íå-
ðiâíiñòü

𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛+2 + 𝑢𝑛+3 + · · · = 𝑟𝑛

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑛, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà;

3) ãîìåîìîðôíîþ äî êëàñè÷íî¨ ìíîæèíè Êàíòîðà, ÿêùî íåðiâíiñòü

𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛+2 + 𝑢𝑛+3 + · · · = 𝑟𝑛

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑛, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà.

Íèì áóëî âèñóíóòå ïðèïóùåííÿ, ùî ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ðÿäó óìîâà
𝑢𝑛 > 𝑟𝑛 âèêîíó¹òüñÿ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, òî ìíîæèíà íåïîâíèõ
ñóì ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ (ïðèïóùåííÿ áóëî íåïðàâèëüíèì). Äîâ-
ãèé ïåðiîä ÷àñó ââàæàëîñÿ, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì äîâiëüíîãî çáiæíîãî
äîäàòíîãî ðÿäó ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ àáî ìíîæèíîþ êàíòî-
ðiâñüêîãî òèïó. ßê âèÿâèëîñÿ çãîäîì, ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó ìîæå
ìiñòèòè âiäðiçîê, àëå íå áóòè ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ. Ïåðøi ïðè-
êëàäè òàêèõ ðÿäiâ áóëè îïóáëiêîâàíi íà ïî÷àòêó 80-õ ðîêiâ XX ñòîëiòòÿ ó
ðîáîòàõ [2] òà [3]. Îäíèì ç òàêèõ ïðèêëàäiâ ¹ ðÿä

3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+ · · · +

3

4𝑛
+

2

4𝑛
+ . . . ,

ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ÿêîãî äiñòàëà íàçâó канторвал.

Â ðîáîòi J. A. Guthrie òà J. E. Nymann [4] (óçàãàëüíåíî â [5]) âñòà-
íîâëåíî, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì äîâiëüíîãî çáiæíîãî äîäàòíîãî ðÿäó ¹
îäíi¹þ ç òðüîõ òèïiâ: ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ, ãîìåîìîðôíîþ äî
ìíîæèíè Êàíòîðà àáî êàíòîðâàëîì.

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ìíîæèíà íå-
ïîâíèõ ñóì çáiæíîãî äîäàòíîãî ðÿäó ¹ êàíòîðâàëîì àáî ¹ ãîìåîìîðôíîþ
äî ìíîæèíè Êàíòîðà çàëèøàþòüñÿ íåâiäîìèìè. Òîìó íàóêîâöi ðîçâ'ÿçóþòü
öþ çàäà÷ó äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ðÿäiâ (áiãåîìåòðè÷íèõ, ìóëüòèãåîìåòðè÷íèõ,
ðÿäiâ ç ïåâíîþ óìîâîþ îäíîðiäíîñòi).

Ó äîïîâiäi áóäóòü âèâ÷àòèñÿ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì äîäàòíèõ ðÿäiâ
(êàíòîðâàëè, íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà àáî íóëåâî¨
ìiðè Ëåáåãà òà äðîáîâî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à), ÷ëåíè ÿêèõ
ïîâ'ÿçàíi ç óçàãàëüíåíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè Ôiáîíà÷÷i.

[1] Kakeya S. On the partialsums of an infinite series / S. Kakeya // Tôhoku Sci.
Rep. – 1914. – Vol. 3, № 4. P. 159-164.
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[2] Вайнштейн А. Д. О строении множества 𝛼̄-представимых чисел /
А. Д. Вайнштейн, Б. З. Шапиро // Известия высших учебных заведений.
– 1980. – Vol. 216, № 5. С. 8-11.

[3] Ferens C. On the range of purely atomic probability measures / C. Ferense //
Studia Mathematica. – 1984. – Vol. 77, № 3. P. 261-263.

[4] Guthrie J. A. The topological structure of the set of subsums of an infinite series
/ J. A. Guthrie , J. E. Nymann // Colloquium Mathematicum – 1988. – Vol. 55,
№ 2. – P. 323-327.

[5] Prus-Wisniowski F. Beyond the sets of subsums / F. Prus-Wisniowski. – 2013,
— 37p. (avaible in http://atom.math.uni.lodz.pl)

Обчислювальна схема прямого методу Лi-алгебричних
дискретних апроксимацiй для звичайних нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь
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Çàïðîïîíîâàíî é îáãðóíòîâàíî ïðÿìèé ìåòîä Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðå-
òíèõ àïðîêñèìàöié äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíié-
íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç îáìåæåíîþ ÷àñîâîþ ìåæåþ 𝑇 < +∞:⎧⎪⎨⎪⎩

знайти функцiю 𝑢 = 𝑢(𝑡) таку, що
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑢, 𝑡),

𝑢(0) = 𝑢0,

äå ôóíêöiÿ 𝑓(𝑢, 𝑡)−äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâi
óìîâè:⎧⎨⎩ 𝑓(𝑢, 𝑡) обмежена, тобто ‖𝑓(𝑢, 𝑡)‖∞ ≤𝑀,

𝑓(𝑢, 𝑡) задовольняє умову Лiпшиця зi сталою 𝐿, тобто:
|𝑓(𝑢1(𝑡), 𝑡) − 𝑓(𝑢2(𝑡), 𝑡)| ≤ 𝐿|𝑢1 − 𝑢2|.
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Iäåÿ ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó ïî¹äàííi ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü [1] òà
ïîáóäîâè ñêií÷åííîâèìiðíèõ êâàçiçîáðàæåíü åëåìåíòiâ àëãåáðè Ëi [2] i âè-
êîðèñòàííi ïiäõîäiâ ç [3].

Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà ïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó - öå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíî-
øåííÿ

𝑢𝑛+1
ℎ (𝑡) = 𝑢0 + 𝑍−1 (𝑓(𝑢𝑛ℎ(𝑡), 𝑡)) ,

ÿêå ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì êâàçiçîáðàæåííÿì ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢0 +

𝑡∫︁
0

(𝑓(𝑢𝑛(𝜏), 𝜏)) 𝑑𝜏.

Äîâåäåíî, ùî îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà çáiæíà òà íîðìà ïîõèáêè õàðàêòå-
ðèçó¹òüñÿ îöiíêîþ:

‖𝑢− 𝑢𝑛,ℎ‖𝐵ℎ ≤ 𝐿𝑛𝑀

(𝑛+ 1)!
𝑇𝑛+1 +

2𝐿𝑛+1𝑇𝑛+2

(𝑛+ 2)!
𝑒𝐿𝑇 |𝑢0|.

Çàçíà÷èìî, ùî ââåäåíèé íàìè îïåðàòîð 𝑍−1, ùî äi¹ ó ñêií÷åííîâèìiðî-

ìó ïðîñòîði ïîëiíîìiâ, àïðîñèìó¹ îïåðàòîð iíòåãðóâàííÿ 𝜕−1(𝑢) =
𝑡∫︀
0

𝑢(𝜏)𝑑𝜏

òà ¹ îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà 𝑍, ÿêèé ¹ ñêíi÷åííîâèìiðíèì êâàçiïðåäñòàâ-
ëåííÿì áàçîâîãî åëåìåíòà àëãåáðè Ëi 𝑑/𝑑𝑡.

Âèâ÷åíî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà 𝑍−1, à ñàìå äîâåäåíî
òåîðåìó, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ïîõèáêó àïðîêñèìàöi¨ ïðè iíòåðïîëþâàííi ïîëi-
íîìàìè Ëàãðàíæà.

Теорема 1. Нехай функцiя 𝑣 = 𝑣(𝑡) обмежена разом з усiма похiдними
довiльного порядку, а також для неї iснує первiсна на промiжку [0, 𝑇 ].
Функцiя 𝑣𝐼 = 𝑣𝐼(𝑡)−iнтерполяцiйний полiном Лагранжа, побудований на
сiтцi вузлiв {𝑡𝑖}𝑛𝑖=0. Тодi, справедлива така оцiнка:

‖𝜕−1(𝑣) − 𝜕−1(𝑣𝐼)‖∞ ≤ 2𝑇𝑛+2

(𝑛+ 2)!
‖𝑣(𝑛+1)‖∞.

Îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè çàñâiä÷èëè åôåêòèâíiñòü ïðîïîíîâàíîãî
ïiäõîäó ÿê äëÿ ëiíiéíèõ òàê i íåëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü. Ñóòò¹âîþ ïåðåâàãîþ ¹ òå, ùî iíòåãðóâàííÿ çàìiíåíî ìíîæåííÿì ìà-
òðèöü, ùî ¹ âàæëèâèì àñïåêòîì ïðè ïîáóäîâi îá÷èñëþâàëüíèõ ñõåì äëÿ
íåëiíiéíèõ çàäà÷.
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Про поведiнку одного класу гомеоморфiзмiв на
нескiнченностi

Клiщук Б. А.
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Íåõàé çàäàíî ñiì'þ Γ êðèâèõ 𝛾 â ïðîñòîði R𝑛, 𝑛 > 2. Áîðåëåâó ôóíêöiþ
𝜌 : R𝑛 → [0,∞] íàçèâàþòü допустимою äëÿ Γ, ïèøóòü 𝜌 ∈ adm Γ, ÿêùî∫︁

𝛾

𝜌(𝑥) 𝑑𝑠 > 1

äëÿ âñiõ (ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíèõ) êðèâèõ 𝛾 ∈ Γ.

Íåõàé 𝑝 ∈ (1,∞). Òîäi 𝑝–модулем ñiì'¨ Γ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

𝑀𝑝(Γ) = inf
𝜌∈admΓ

∫︁
R𝑛

𝜌𝑝(𝑥) 𝑑𝑚(𝑥) .

Òóò 𝑚 � ìiðà Ëåáåãà â R𝑛.
Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí 𝐸, 𝐹 i 𝐺 â R𝑛 ÷åðåç ∆(𝐸,𝐹,𝐺) ïîçíà÷èìî ñiì'þ

âñiõ íåïåðåðâíèõ êðèâèõ 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, ÿêi ç'¹äíóþòü 𝐸 i 𝐹 â 𝐺, òîáòî
𝛾(𝑎) ∈ 𝐸, 𝛾(𝑏) ∈ 𝐹 i 𝛾(𝑡) ∈ 𝐺 ïðè 𝑎 < 𝑡 < 𝑏.

Íåõàé 𝐷 � îáëàñòü â R𝑛, 𝑛 > 2, 𝑥0 ∈ 𝐷 i 𝑑0 = dist(𝑥0, 𝜕𝐷). Ïîêëàäåìî
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A(𝑥0, 𝑟1, 𝑟2) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑟1 < |𝑥− 𝑥0| < 𝑟2} ,

𝑆𝑖 = 𝑆(𝑥0, 𝑟𝑖) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| = 𝑟𝑖} , 𝑖 = 1, 2 .

Íåõàé 𝑄 : 𝐷 → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî ãîìåîìîðôiçì 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 ¹ êiëüöåâèì 𝑄-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî
𝑝-ìîäóëÿ â òî÷öi 𝑥0 ∈ 𝐷, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

𝑀𝑝(∆(𝑓𝑆1, 𝑓𝑆2, 𝑓𝐷)) 6
∫︁
A

𝑄(𝑥) 𝜂𝑝(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ A = A(𝑥0, 𝑟1, 𝑟2) , 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑑0,
𝑑0 = dist(𝑥0, 𝜕𝐷), è äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ 𝜂 : (𝑟1, 𝑟2) → [0,∞] òàêî¨,
ùî

𝑟2∫︁
𝑟1

𝜂(𝑟) 𝑑𝑟 = 1 .

Íåõàé 𝜔𝑛−1 � ïëîùà îäèíè÷íî¨ ñôåðè S𝑛−1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| = 1} â R𝑛,
𝑞𝑥0(𝑟) = 1

𝜔𝑛−1 𝑟𝑛−1

∫︀
𝑆(𝑥0,𝑟)

𝑄(𝑥) 𝑑𝒜 � ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ ïî ñôåði

𝑆(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥−𝑥0| = 𝑟} , 𝑑𝒜 � ýëåìåíò ïëîùi ïîâåðõíi. Ïîçíà÷èìî

𝐿(𝑥0, 𝑓, 𝑅) = sup
|𝑥−𝑥0|6𝑅

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| .

Теорема. Припустимо, що 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 — кiльцевий 𝑄-гомеоморфiзм
вiдносно 𝑝-модуля в точцi 𝑥0 при 𝑝 > 𝑛, де 𝑥0 — деяка точка в R𝑛 i для
деяких чисел 𝑟0 > 0, 𝑘 > 0 виконується умова

𝑞𝑥0
(𝑡) 6 𝑘 𝑡𝛼

для м.в. 𝑡 ∈ [𝑟0,+∞).

1) Якщо 𝛼 ∈ [0, 𝑝− 𝑛), то

lim
𝑅→∞

𝐿(𝑥0, 𝑓, 𝑅)

𝑅
𝑝−𝑛−𝛼
𝑝−𝑛

> 𝑘
1

𝑛−𝑝

(︂
𝑝− 𝑛

𝑝− 𝑛− 𝛼

)︂ 𝑝−1
𝑝−𝑛

> 0 .

2) Якщо 𝛼 = 𝑝− 𝑛, то
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lim
𝑅→∞

𝐿(𝑥0, 𝑓, 𝑅)

(ln𝑅)
𝑝−1
𝑝−𝑛

> 𝑘
1

𝑛−𝑝

(︂
𝑝− 𝑛

𝑝− 1

)︂ 𝑝−1
𝑝−𝑛

> 0 .

Hilbert Nullstellensatz theorem for block-symmetric
polynomials on ℓ𝑝(C𝑛).

Kravtsiv V.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

maksymivvika@gmail.com

Let 𝑛 ∈ N and 𝑝 ∈ [1,+∞). Let us denote ℓ𝑝(C𝑛) the vector space of all
sequences

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . .), (1)

where 𝑥𝑗 = (𝑥
(1)
𝑗 , . . . , 𝑥

(𝑛)
𝑗 ) ∈ C𝑛 for 𝑗 ∈ N, such that the series

∞∑︀
𝑗=1

𝑛∑︀
𝑠=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑠)
𝑗

⃒⃒⃒𝑝
is convergent. The space ℓ𝑝(C𝑛) with norm

‖𝑥‖𝑝 =

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑠=1

⃒⃒⃒
𝑥
(𝑠)
𝑗

⃒⃒⃒𝑝⎞⎠ 1
𝑝

(2)

is a Banach space. Let us denote 𝒫𝑣𝑠(ℓ𝑝(C𝑛)) the algebra of all block-symmetric
continuous polynomials on ℓ𝑝(C𝑛).

Proposition 1. Let 𝑃1, . . . , 𝑃𝑚 ∈ 𝒫𝑣𝑠(ℓ𝑝(C𝑛)) such that ker𝑃1∩. . .∩ker𝑃𝑚 =
∅. Then there are 𝑄1, . . . , 𝑄𝑚 ∈ 𝒫𝑣𝑠(ℓ𝑝(C𝑛)) such that

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖𝑄𝑖 = 1.

Theorem 2. The algebra 𝒫𝑣𝑠(ℓ𝑝(C𝑛)) is factorial.
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Nonlocal - integral problem for system of partial
differential equations of first order

Kuduk G.

Faculty of Mathematics and Natural Sciences University of Rzeszow,
Graduate of University of Rzeszow, Poland

gkuduk@onet.eu

Let 𝐻(R+ × R) be a class of entire functions on R, 𝐾𝐿 is a class of quasi-

polynomials of the form 𝜙(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖(𝑥) exp [𝛼𝑖𝑥], where 𝛼𝑖 ∈ 𝐿 ⊆ C, ,

𝛼𝑘 ̸= 𝛼𝑙, for 𝑘 ̸= 𝑙, 𝑄𝑖(𝑥) are given polynomials.

Each quasipolynomial de�nes a di�erential operator 𝜙
(︀
𝜕
𝜕𝜆

)︀
of �nite order

on the class of entire function, in the form

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖

(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂
exp

[︂
𝛼𝑖

𝜕

𝜕𝜆

]︂⎮⎮⎮⎮
𝜆=0

.

In the strip Ω = {(𝑡, 𝑥) ∈ R2 : 𝑡 ∈ {[𝑇1, 𝑇2] ∪ [𝑇3, 𝑇4], 𝑥 ∈ R} we consider of
the system of equations

𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑡

+

2∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑈𝑗
𝜕𝑡

(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑖 = 1, 2, (1)

satys�es nonlocal-integral conditions

𝑇2∫︁
𝑇1

𝑈1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+

𝑇4∫︁
𝑇3

𝑈1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 𝜙2(𝑥), (2)

𝑃

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑈2(𝑡, 𝑥)

⎮⎮⎮⎮
𝑡=𝑇1

+𝑅

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑈2(𝑡, 𝑥)

⎮⎮⎮⎮
𝑡=𝑇2

+

𝑇4∫︁
𝑇3

𝑈2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 𝜙1(𝑥), (3)

𝑖 = 1, 2,

where 𝑎𝑖𝑗
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
, 𝑏𝑖𝑗

(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
, are di�erential expressions with entire functions

𝑎𝑖𝑗(𝜆) ̸= 0, 𝑏𝑖𝑗(𝜆) ̸= 0, 𝑃
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
, 𝑅
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
are given di�erential polynomials.
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Denote be
𝑃 = {𝜆 ∈ C : 𝜂(𝜆) = 0}. (4)

Let be 𝜂(𝜆) =
𝑇∫︀
0

𝑊
′
(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 is a certain function,

Theorem. Let 𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐾𝐿, 𝑖 = 1, 2, then the class 𝐾𝐿∖𝑃 exist and unique
solution of the problem (1), (2), (3), where 𝑃 is set (4). Solution of the problem
(1), (2), (3) can be represented in the form

𝑈𝑖(𝑡, 𝑥) =

2∑︁
𝑝=1

𝜙𝑗𝑝

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂{︂
1

𝜂(𝜆)
𝑇𝑖𝑝(𝑡, 𝜆) exp[𝜆𝑥]

}︂⎮⎮⎮⎮⎮
𝜆=0

, 𝑖 = 1, 2,

where

𝑇 (𝑡, 𝜆) is a solution of the equation 𝐿
(︀
𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
𝑇 (𝑡, 𝜆) = 0, satis�es conditions

𝑑𝑇 (𝑡,𝜆)
𝑑𝑡

⎮⎮⎮⎮
𝑡=0

= 1, 𝑇 (𝑡, 𝜆)

⎮⎮⎮⎮
𝑡=0

= 0.

Solution of the problem (1), (2), (3) according to the di�erential-
symbol [1�3] method exists and uniquess in the class of quasipolynomials.

[1] P.I. Kalenyuk, Z.M. Nytrebych,Generalized Scheme of Separation of Variables.
Differential-Symbol Method. — Publishing House of Lviv Polytechnic National
University, 2002. —292 p. (in Ukrainian).

[2] P.I. Kalenyuk, Z.M. Nytrebych, I.V. Kohut, G. Kuduk, Problem for
nonhomogeneous second order evolution equation with homogeneous integral
conditions, Math. Methods and Phys.- Mech. Polia., 58 (1) (2015), 7–19.

[3] P.I. Kalenyuk, G. Kuduk, I.V. Kohut, and Z.M. Nytrebych,Problem with integral
conditiond for differential-operator equation J. Math. Sci., 208 (3) (2015), 267–
276.
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Ðîçãëÿíåìî áàíàõîâèé ïðîñòið 𝐶[𝑎, 𝑏] âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié 𝑓 :
[𝑎, 𝑏] → R ç ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ ||𝑓 || = max

𝑎≤𝑥≤𝑏
|𝑓(𝑥)|, éîãî ëiíiéíèé ïiä-

ïðîñòið 𝑃𝑛[𝑎, 𝑏], ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ

𝑔(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ ...+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛

ñòåïåíÿ ≤ 𝑛 ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ¨¨
íàéêðàùå ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ

𝐸𝑛(𝑓) = 𝑑(𝑓, 𝑃𝑛[𝑎, 𝑏]) = inf{||𝑓 − 𝑔|| : 𝑔 ∈ 𝑃𝑛[𝑎, 𝑏]}

ìíîãî÷ëåíàìè ç 𝑃𝑛[𝑎, 𝑏]. Ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë 𝛼𝑛 = 𝐸𝑛(𝑓) ñïà-
äà¹ i çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðÿìó¹ äî íóëÿ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
𝑓 ç 𝐶[𝑎, 𝑏]. ßê âñòàíîâèâ Ñ.Í. Áåðíøòåéí [3] i íàâïàêè: äëÿ êîæíî¨ ñïà-
äíî¨ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë 𝛼𝑛 ≥ 0 iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R, ùî 𝐸𝑛(𝑓) = 𝛼𝑛 äëÿ êîæíîãî 𝑛 = 0, 1, ... .

Öå òâåðäæåííÿ, ùî âiäîìå ïiä íàçâîþ îáåðíåíà òåîðåìà Áåðíøòåéíà,
óçàãàëüíþâàëîñü i ìîäèôiêóâàëîñÿ áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [4] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó). Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨ 𝑓 : [0, 1]2 → R, ÿêà
íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, ìîæíà ââåñòè ôóíêöi¨ 𝛼𝑛 : [0, 1] → R,
𝛼𝑛(𝑥) = 𝐸𝑛(𝑓𝑥), äå 𝑓𝑥(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) äëÿ 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]. Äëÿ ñóêóïíî íåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ 𝑓 ôóíêöi¨ 𝛼𝑛 íåïåðåðâíi, à äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ � íàëå-
æàòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Ó ïðàöi [3] áóëî ïîñòàâëåíî çàäà÷ó ïðî îïèñ
ôóíêöiîíàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (𝛼𝑛)∞𝑛=1 äëÿ ñóêóïíî i íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié 𝑓 : [0, 1]2 → R. Äëÿ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çàäà÷à
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ðîçâ'ÿçàíà ëèøå äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ôóíêöié [4], à äëÿ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ � ëèøå äëÿ 𝑛 = 0 [5].

Òóò ìîâà éòèìå ïðî ïåðøå ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ 𝛼1 = 𝐸1(𝑓) äëÿ
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓 i éîãî ôóíêöiîíàëüíèé àíàëîã 𝛼1(𝑥) = 𝐸1(𝑓𝑥) äëÿ
íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓 .

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R ðîçãëÿíåìî ñi÷íó 𝑔 = 𝑆(𝑓) : [𝑎, 𝑏] → R,
ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑎)+𝑘(𝑥−𝑎), äå 𝑘 = 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎 . Âîíà ç'¹äíó¹
êiíöi (𝑎, 𝑓(𝑎)) i (𝑏, 𝑓(𝑏)) êðèâî¨ 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. Ìè êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ
𝑓 ëåäü îïóêëà /âãíóòà/, ÿêùî 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) /𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)/ íà [𝑎, 𝑏]. ßñíî, ùî
îïóêëi ôóíêöi¨ áóäóòü i ëåäü îïóêëèìè, à âãíóòi � ëåäü âãíóòèìè.

Теорема 1. Нехай 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R — неперервна i ледь опукла чи вгнута
функцiя, 𝑔 = 𝑆(𝑓), ℎ = |𝑓 − 𝑔| i 𝜇 = 1

2 ||ℎ|| = 1
2ℎ(𝑐), де 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]. Тодi

𝐸1(𝑓) = 𝜇 = ||𝑓 − 𝑔0||, де 𝑔0(𝑥) = 𝑓(𝑐) + 𝜇+ 𝑘(𝑥− 𝑐), якщо 𝑓 ледь опукла, i
𝑔0(𝑥) = 𝑓(𝑐) − 𝜇+ 𝑘(𝑥− 𝑐), якщо 𝑓 ледь вгнута.

Ïðèêëàä ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 íà âiäðiçêó [−1, 1] ïîêàçó¹, ùî óìîâà ëåäü
îïóêëîñòi ÷è âãíóòîñòi â òåîðåìi 1 iñòîòíà.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì 𝐶𝑎 âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi i ëåäü îïóêëîñòi ÷è
âãíóòîñòi. Äëÿ ïðÿìîêóòíèêà 𝑃 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ñèìâîëîì 𝐶𝐶𝑎(𝑃 ) ìè ïî-
çíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié 𝑓 : 𝑃 → R, òàêèõ,
ùî äëÿ êîæíîãî 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ôóíêöiÿ 𝑓𝑥 : [𝑐, 𝑑] → R áóäå ëåäü îïóêëîþ ÷è
âãíóòîþ. Ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [5] âèïëèâà¹

Теорема 2. Нехай 𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝑎(𝑃 ). Тодi функцiя 𝛼1(𝑥) = 𝐸1(𝑓𝑥) напiвнепе-
рервна знизу на [𝑎, 𝑏].

Âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ ïðàöi [5], ìîæíà âñòàíîâèòè i îáåðíåíèé ðåçóëüòàò.

Теорема 3. Нехай 𝛼 : [𝑎, 𝑏] → R — невiд’ємна напiвнеперервна знизу
функцiя. Тодi iснує така функцiя 𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝑎(𝑃 ), що 𝐸1(𝑓𝑥) = 𝛼(𝑥) на [𝑎, 𝑏].

[1] Bernstein S.N. Sur le proble me inverse de la theorie de la meilleure approximati-
onn des fonctions continues // Comp. Rend. — 1938. — 206. — P.1520-1523.

[2] Волошин Г., Маслюченко В. Узагальнення однiєї теореми Бернштейна //
Мат. вiсн. НТШ. — 2009. — 6. — С. 62-72.

[3] Власюк Г.А., Маслюченко В.К. Многочлени Бернштейна i нарiзно неперерв-
нi функцiї // Наук. вiсн. Чернiв. ун-ту. В.336-337. Математика. — Чернiвцi:
Рута, 2007. — C. 52-59.
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[4] Волошин Г.А., Маслюченко В.К. Функцiональне узагальнення однiєї теоре-
ми Бернштейна // Мат. студiї. — 2010. — 33, №2. — С.220-224.

[5] Волошин Г.А., Маслюченко В.К., Мельник В.С. Пари Гана i нульова обер-
нена задача // Мат. студiї. — 2017. — 48, №1. — С.74-81.

Функцiональне числення в класах полiномiальних
𝜔–ультрарозподiлiв

Лозинська B. Я.

Iнститут прикладних проблем механiки i математики
iм. Я.С. Пiдстригача НАН України, Львiв

vlozynska@yahoo.com

Ðîáîòà ñòîñó¹òüñÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó. Ñêëàäîâîþ íåñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî àíàëiçó ¹ äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïðîñòîðiâ îñíîâíèõ i óçà-
ãàëüíåíèõ ôiíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, à òàêîæ ðiçíèõ îïåðàòî-
ðiâ i îïåðàöié íà öèõ ïðîñòîðàõ. Â [1], [2] çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî äî-
ñëiäæåííÿ òàêèõ ïðîñòîðiâ. Çàñòîñîâóþ÷è äàíèé ïiäõiä ó ðîáîòi äîñëiäæó-
þòüñÿ çãîðòêîâi àëãåáðè ïîëiíîìiàëüíèõ 𝜔�óëüòðàðîçïîäiëiâ (íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çìiííèõ) òèïó Áüîðëiíãà i òèïó Ðóì'¹. Â êëàñàõ Ôóð'¹�îáðàçiâ
ïîëiíîìiàëüíèõ 𝜔�óëüòðàðîçïîäiëiâ ïîáóäîâàíî ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ
äëÿ çëi÷åíîãî íàáîðó ãåíåðàòîðiâ ñèëüíî íåïåðåðâèíèõ ãðóï îïåðàòîðiâ,
çàäàíèõ íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði 𝐻.

[1] O. Lopushansky, Polynomial ultradistributions: differentiation and Laplace
transformation, Banach Center Publications IM PAN. 88 (2010), 195–209.

[2] O. Lopushansky , S. Sharyn, Polynomial ultradistributions on R𝑑
+. Topology. 48,

(2009), 80–90.
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Побудова фундаментальної матрицi розв’язкiв задачi
Кошi для одного класу систем Колмогорова

Малицька Г. П.

ДВНЗ Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника,
Iвано-Франкiвськ, Україна

malytskagp@gmail.com

Буртняк I. В.

ДВНЗ Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника,
Iвано-Франкiвськ, Україна
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Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü [1]

𝜕𝑡𝑢𝜈(𝑡, 𝑥) −
𝑛0∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑗+1𝑢𝜈(𝑡, 𝑥) =

2∑︁
𝑘=0

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑎𝑟𝜈𝑘 (𝑡, 𝑥)𝜕𝑘𝑥𝑘1
𝑢𝑟(𝑡, 𝑥), (1)

𝜈 = 1, 𝑛, (𝑡, 𝑥) ∈ Π[0,𝑇 ].
𝑢𝜈(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝜏 = 𝑢(𝑡, 𝑥), (2)

äå Π(0,𝑇 ] = {(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑇 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛0 , 𝑛0 > 1}.

𝜕𝑡𝑤(𝑡, 𝑥) =

2∑︁
𝑘=0

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑎𝑟𝜈𝑘 (𝑡, 𝑥)𝜕𝑘𝑥𝑘1
𝑤𝑟(𝑡, 𝑥), (3)

ñèñòåìà (3) ¹ ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íîþ â ñåíñi I.Ã. Ïåòðîâñüêîãî â Π[0,𝑇 ] ,
𝑥* = 𝑥2, ..., 𝑥𝑛0

- ïàðàìåòðè.

Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ íà êîåôiöi¹íòè

(𝐴1) 𝑎𝑟𝜈𝑘 (𝑡, 𝑥), 𝑗 = 0, 2, 𝜈 = 1, 𝑛, 𝑟 = 1, 𝑛 íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi â Π[0,𝑇 ],
êðiì òîãî, 𝑎𝑟𝜈𝑘 , 𝑟 = 2 íåïåðåðâíi ïî 𝑡 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî (𝑡, 𝑥) â Π[0,𝑇 ]

(𝐴2) êîåôiöi¹íòè 𝑎𝑟𝜈𝑘 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà (ç ïîêàçíèêîì
𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛0), 0 < 𝛼 ≤ 1, 0 < 𝛼𝑗 <

2𝑗−3
2𝑗−1 ), 𝑗 = 2, 𝑛0) ïî x ðiâíîìiðíî

âiäíîñíî (x,t) â îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ Π[0,𝑇 ], êðiì òîãî ñòàðøi ïîõiäíi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà (ç ïîêàçíèêîì 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛0),) ïî 𝑥
ðiâíîìiðíî âiäíîñíî (𝑡, 𝑥) â Π[0,𝑇 ]
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Теорема 1. Нехай виконуються всi вище названi умови для системи рiв-
нянь (1). Тодi iснує фундаментальний розв’язок системи (1) Γ(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝜉),
𝑡 > 𝜏, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛0 , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛0

Γ(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝜉) = Γ0(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝜉, 𝜉*) +
𝑡∫︀
𝜏

∫︀
𝑅𝑛0

Γ0(𝑡, 𝑥;𝛽, 𝛾, 𝛾*)𝑓(𝛽, 𝛾; 𝜏, 𝜉)𝑑𝛾

Γ0(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝜉, 𝜉*)–фундаментальний розв’язок системи

𝜕𝑡𝑢𝜈(𝑡, 𝑥) −
𝑛0∑︀
𝑗=1

𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑗+1
𝑢𝜈(𝑡, 𝑥) =

𝑛∑︀
𝑟=1

𝑎𝑟𝜈2 (𝑡, 𝜉*)𝜕2
𝑥2
1
𝑢𝑟(𝑡, 𝑥),

𝜉*–параметрична точка, 𝑓–шукана функцiя, що задовольняє вiдповiд-
ну систему iнтегральних рiвнянь Вольтерри.

[1] Малицька Г. П., Буртняк I.В. Про фундаментальний розв’язок задачi Кошi
для систем Колмогорова другого порядку Укр. мат. журн., 70 (8) (2018),
1650–1663.

Пiфагор i Малевич: модифiкацiї "Чорного квадрата"

Маслюченко В.К.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Юрiя Федьковича

vmaslyuchenko@ukr.net

Маслюченко Г-Ж.Я.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Юрiя Федьковича

galarta@ukr.net

Ïåðøi ìîäèôiêàöi¨ çíàìåíèòîãî "×îðíîãî êâàäðàòà"Êàçèìèðà Ìàëåâè-
÷à, öi¹¨ iêîíè ñóïðåìàòèçìó, ùî áóëà íà ïîêóòi ó âèñòàâêîâîìó çàëi ó 1915
ðîöi [1, ñ. 61] ïîðó÷ ç áàãàòüìà iíøèìè ñóïðåìàòè÷íèìè òâîðàìè, íàëåæàòü
ñàìîìó àâòîðó. Íàïðèêëàä, ó íüîãî êðiì ÷îðíîãî ¹ é ÷åðâîíèé êâàäðàò. Çà
Ìàëåâè÷åì ÷îðíèé êâàäðàò êîíöåíòðó¹ ïî÷óòòÿ, à áiëå òëî � íiùî ïîçà
íèì. Ïåâíî, òå ñàìå âèðàæà¹ i ÷åðâîíèé êâàäðàò, òiëüêè ïî÷óòòÿ âæå iíøå.
Ìîæëèâî, öå òàê ÿê ó ïiñíi: "×åðâîíå � òî ëþáîâ, à ÷îðíå � òî æóðáà."

Ó Ê. Ìàëåâè÷à, çàñíîâíèêà ñóïðåìàòèçìó, áóëî áàãàòî ïîñëiäîâíèêiâ.
Ïðî íüîãî i ïðî íèõ éøëîñÿ, çîêðåìà, ó ïîïåðåäíiõ ïðàöÿõ àâòîðiâ [2-7]. Òóò
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ìè ðîçãëÿíåìî òâîðè âiäîìîãî ÷åðíiâåöüêîãî õóäîæíèêà, ìàéñòðà åêñëiáðè-
ñó, Îðåñòà Êðèâîðó÷êà. Ó íüîãî ¹ êiëüêà ìîäèôiêàöié êàðòèíè Ìàëåâè÷à.
Ïåðøà ("Äiàëåêòèêà 2013) åêñïîíóâàëàñÿ íà Äðóãié âñåóêðà¨íñüêié òði¹-
íàëå àáñòðàêòíîãî ìèñòåöòâà [8, ñ. 29]. Âîíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ äâà êâàäðàòè ç
ïàðàëåëüíèìè ñòîðîíàìè, ìåíøèé âìiùåíèé ó áiëüøèé i ðîçäiëåíèé íàâ-
ïië íà äâà ïðÿìîêóòíèêè, áiëèé (âãîði) i ÷îðíèé (âíèçó), à îáëàñòü ìiæ
íèìè ðîçáèòà íà 20 êâàäðàòèêiâ, ÷åðâîíèõ i çåëåíèõ, ùî ÷åðãóþòüñÿ îäèí
çà îäíèì. Òëóìà÷åííÿ öi¹¨ êàðòèíè äàíî â [7]. Äðóãà i òðåòÿ åêñïîíóâàëàñÿ
íà ÷åòâåðòié òði¹íàëå àáòðàêòíîãî ìèñòåöòâà 17 æîâòíÿ - 5 ëèñòîïàäà 2019
ðîêó ïiä íàçâàìè "Ñóïðåìàòè÷íà iìïðîâiçàöiÿ"i "Ñóïðåìàòè÷íà êîìïîçè-
öiÿ". Íà äðóãié çîáðàæåíî êâàäðàò, ñòîðîíè ÿêîãî ïîñëiäîâíî ðîçáèòi íà
äâà âiäðiçêè 𝑎 i 𝑏 i òî÷êè ðîçáèòòÿ ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè òàê, ùî óòâîðþ¹òüñÿ
íîâèé êâàäðàò çi ñòîðîíîþ 𝑐, âïèñàíèé ó âåëèêèé êâàäðàò, i ÷îòèðè ïðÿ-
ìîêóòíèõ òðèêóòíèêè ç êàòåòàìè 𝑎 i 𝑏 òà ãiïîòåíóçîþ 𝑐. Ó âíóòðiøíüîìó
êâàäðàòi çäiéñíþ¹òüñÿ òàêà æ ïîáóäîâà i â íàéìåíøîìó òðåòüîìó êâàäðàòi
âèäíî ÷èñëî 100 � ði÷íèöÿ ïîÿâè "×îðíîãî êâàäðàòà".

Òîìó, õòî çíàéîìèé ç îäíèì ç ãåîìåòðè÷íèõ äîâåäåíü òåîðåìè Ïiôàãî-
ðà, çðàçó ñòà¹ ÿñíî, ùî iäåÿ öi¹¨ êàðòèíè âçÿòà çâiäòè. ßêùî ïiäðàõóâàòè
ïëîùó 𝑆 âåëèêîãî êâàäðàòà, òî ç îäíîãî áîêó, 𝑆 = (𝑎+ 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏+ 𝑏2,
à ç äðóãîãî: 𝑆 = 𝑐2 + 4 · 𝑎𝑏2 = 𝑐2 + 2𝑎𝑏. Çâiäñè íåãàéíî îòðèìó¹òüñÿ òåîðåìà
Ïiôàãîðà: 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2. Íà òðåòié, ÿê i íà ïåðøié, çîáðàæåíî äâà êâàäðà-
òè ç ïàðàëåëüíèìè ñòîðîíàìè i ñïiëüíèì öåíòðîì, îäèí âñåðåäèíi äðóãîãî,
ïðè÷îìó â ìåíøèé áiëèé êâàäðàò âïèñàíî ÷îðíèé êðóã. Îáëÿìiâêà � ÷åð-
âîíà. Íà äðóãié êàðòèíi òðèêóòíèêè ÷îðíi, íàéìåíøèé êâàäðàò ÷åðâîíèé,
âií âïèñàíèé ó áiëèé êâàäðàò. Ñêðiçü ïàíó¹ ÷åðâîíî-÷îðíà ãàìà êîëüîðiâ.

Àëå ¹ ùå îäíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïiôàãîðà, êîëè âñåðåäèíi êâàäðàòà çi
ñòîðîíîþ 𝑐 ïîìiùàþòüñÿ ÷îòèðè ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêè ç ãiïîòåíóçîþ
𝑐 i ç êàòåòàìè 𝑎 i 𝑏, äå 𝑎 ≤ 𝑏, òàê, ùî âñåðåäèíi óòâîðþ¹òüñÿ êâàäðàò çi
ñòîðîíîþ 𝑏−𝑎. Òóò òåîðåìà Ïiôàãîðà âèâîäèòüñÿ ç ðiâíîñòi 𝑐2 = (𝑏−𝑎)2 +
4 · 𝑎𝑏2 . Ðîçâèâàþ÷è i ìîäèôiêîâóþ÷è iäåþ Êðèâîðó÷êà, öþ ïîáóäîâó ìîæíà
çäiéñíèòè ç ïåðøèì âíóòðiøíiì êâàäðàòîì. Âèéäå öiêàâà êîíôiãóðàöiÿ,
ÿêà
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äà¹ îäíî÷àñíî äâà äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïiôàãîðà. Òðèêóòíèêè, ùî
ç'¹äíóþòüñÿ ïîïàðíî â ÷îòèðè ïðÿìîêóòíèêè, ìîæíà ðîçôàðáîâóâàòè â
÷îðíèé i ÷åðâîíèé êîëüîðè âiäïîâiäíî i âèéäå "Ïîâñòàíñüêèé êâàäðàò".
ßêùî æ âèêîðèñòîâóâàòè ñèíié i æîâòèé êîëüîðè, òî âèéäå "Óêðà¨íñüêèé
êâàäðàò". Ìîæíà öi êîëüîðè i çìiøàòè ÿê öå ðîáèòüñÿ íà ñó÷àñíèõ ïàòði-
îòè÷íèõ çàõîäàõ. Îòàê æèâîïèñ äîïàìàãà¹ i ìàòåìàòèöi, i ïàòð÷îòè÷íîìó
âèõîâàííþ.

[1] Скицька Уляна. # Нашi на картi свiту. — Львiв: вид-во Старого Лева,
2019. — 320 с.
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Definition. A real entire function 𝑓 is said to be in the Laguerre- Pólya
class of type I, written 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫𝐼, if it can be expressed in the following form

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥𝑛𝑒𝛽𝑥
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑥

𝑥𝑘

)︂
, (1)

where 𝑐 ∈ R, 𝛽 ≥ 0, 𝑥𝑘 > 0, 𝑛 is a nonnegative integer, and
∑︀∞
𝑘=1 𝑥

−1
𝑘 <∞.

Various properties and characterizations of the Laguerre-P�olya class of type
I can be found in [1], [3] and other works.

The following theorem is a new necessary condition for an entire function
to belong to the Laguerre-Pol�ya class of type I in terms of the closest to zero
roots.

Theorem 1. (see [6]). Let 𝑓(𝑧) =
∑︀∞
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘, 𝑎𝑘 > 0 for all 𝑘, be an enti-

re function. Suppose that the quotients 𝑞𝑛(𝑓) :=
𝑎2𝑛−1

𝑎𝑛−2𝑎𝑛
satisfy the following

condition: 𝑞2(𝑓) ≤ 𝑞3(𝑓). If the function 𝑓 belongs to the Laguerre-Pólya class,
then there exists 𝑧0 ∈ [−𝑎1

𝑎2
, 0] such that 𝑓(𝑧0) ≤ 0.

We also present a necessary condition for an entire function to belong to
the Laguerre-Pol�ya class of type I in terms of the second quotients of its Taylor
coe�cients.

We obtained a su�cient condition for the existence of such a point 𝑧0.

Theorem 2. (see [6]). Let 𝑓(𝑧) =
∑︀∞
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘, 𝑎𝑘 > 0 for all 𝑘, be an entire
function and 3 ≤ 𝑞2(𝑓) < 4, 𝑞3(𝑓) ≥ 2, and 𝑞4(𝑓) ≥ 3. If 𝑞3(𝑓) ≤ 8

𝑑(4−𝑑) , where
𝑑 = min(𝑞2(𝑓), 𝑞4(𝑓)), then there exists 𝑧0 ∈ [−𝑎1

𝑎2
, 0] such that 𝑓(𝑧0) ≤ 0.

We also present other related results.
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Let 𝑋 be a Fr�echet linear space. An operator 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 is called
hypercyclic if there is a vector 𝑥 ∈ 𝑋 whose orbit under 𝑇

Orb(𝑇, 𝑥) = {𝑥, 𝑇𝑥, 𝑇 2𝑥, . . . }

is dense in X. Every such vector 𝑥 is called hypercyclic for 𝑇.

The Dunkl operator on R has been introduced by C.F. Dunkl [1]. One
remarkable example is the Dunkl operator

Λ𝛼 : 𝐻(C) → 𝐻(C), 𝛼 > −1

2
,

Λ𝛼(𝑓(𝑧)) :=
𝑑

𝑑𝑧
𝑓(𝑧) +

2𝛼+ 1

𝑧

(︂
𝑓(𝑧) − 𝑓(−𝑧)

2

)︂
.

Let 𝐸 be a Hilbert space and ℋ𝜂(𝐸) be the Hilbert space of analytic functions.
We consider a di�erentiatial-di�erence operator Λ𝛼 : ℋ𝜂(𝐸) → ℋ𝜂(𝐸) and
investigate hypercyclic behavior of an operator 𝑒Λ𝛼 .
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[1] C. F. Dunkl, Differential-Difference Operators Associated with Reflections
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183.

Деякi властивостi систем куль, якi створюють тiнь в
точцi
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Ïî÷èíàþ÷è ç 2015 ðîêó ãðóïà â÷åíèõ ç Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè íà ÷îëi ç Þði¹ì Áîðèñîâè÷åì Çåëiíñüêèì ïðàöþâàëà íàä öèêëîì
çàäà÷ ïðî òiíü íà îñíîâi çàäà÷i, ïîñòàâëåíî¨ ó 1982 ðîöi Ã. Õóäàéáåðãàíîâèì
[9]. Ïåðåëiê ðåçóëüòàòiâ ç öüîãî öèêëó âèêëàäåíî ïåðåâàæíî â ðîáîòàõ [3],
[5], [6]. Íàâåäåìî ðÿä ðåçóëüòàòiâ, ÿêi áóëè îòðèìàíi ïiçíiøå òà íå óâiéøëè
äî âêàçàíèõ ðîáiò.

Ñêàæåìî, ùî íàáið êóëü ó ïðîñòîði R𝑛 ñòâîðþ¹ òiíü ó äåÿêié òî÷öi öüîãî
ïðîñòîðó, ÿêùî äîâiëüíà ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó, ïåðåòèíà¹
õî÷à á îäíó ç êóëü. Ïðè öüîìó, â ðîáîòi [7] ¹ ïîìèëêà ó ôîðìóëþâàííi
òåîðåìè, ÿêà âèïðàâëåíà òóò.

Теорема 1. ( [7]) Нехай 𝑆2(𝑟) сфера з центром в початку координат та
радiусом 𝑟 у просторi R3. Позначимо через 𝑛1(𝑥) найменше число вiдкри-
тих куль, що не перетинаються, з центрами на сферi 𝑆2(𝑟) i таких, що
не мiстять фiксовану точку 𝑥 ∈ R3 та створюють в цiй точцi тiнь.

Тодi 𝑛1(𝑥) = 3, для кожної точки 𝑥 ∈ R3 такої, що
7

9
𝑟 ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝑟.

Â ðîáîòi [2] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò 𝑛1(0) = 4.
Äëÿ iíøèõ òî÷îê âíóòðiøíîñòi ñôåðè öå ïèòàííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Â íàñòóïíié çàäà÷i çíiìàþòüñÿ îáìåæåííÿ íà ðîçòàøóâàííÿ öåíòðiâ
êóëü, àëå íàêëàäàþòüñÿ íà ¨õ ðàäióñè. Â ðîáîòi [2] öÿ çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà
äëÿ ïðîñòîðó R3. Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçîê äëÿ ïðîñòîðó R𝑛,
3 ≤ 𝑛 <∞.

Теорема 2. ( [8]) Нехай 𝑛2(𝑥) найменше число вiдкритих (замкнених)
та попарно неперетинних куль з однаковими радiусами i таких, що не
мiстять фiксовану точку 𝑥 ∈ R𝑛, 3 ≤ 𝑛 < ∞, та створюють в цiй
точцi тiнь. Тодi 𝑛2(𝑥) = 𝑛+ 1.
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Ïðè äîâåäåííi Òåîðåì 1, 2, ÿê i ïðè ðîçâ'ÿçàííi íèçêè iíøèõ çàäà÷ ïðî
òiíü, êëþ÷îâó ðîëü âiäiãðàëà íàñòóïíà

Теорема 3. ( [6]) Нехай задано двi вiдкритi (замкненi) кулi {𝐵𝑖 = 𝐵(𝑟𝑖)},
𝑖 = 1, 2, у просторi R𝑛, якi не перетинаються, з центрами на сферi
𝑆𝑛−1(𝑟) та радiусами 𝑟2 ≤ 𝑟1 < 𝑟. Тодi кожна куля, гомотетична кулi
𝐵2 вiдносно центра сфери, з коефiцiєнтом гомотетiї 𝑘2, не перетинає
кожну кулю, гомотетичну кулi 𝐵1 вiдносно центра сфери, з коефiцiєн-
том гомотетiї 𝑘1, якщо 𝑘2 ≥ 𝑘1.
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[5] Ю. Зелинский, Варiацiї до задачi про тiнь, Зб. праць Iн-ту математики НАН
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Про незлiченнi рiвнi функцiї першого класу Бера
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Íåõàé çàäàíà äîâiëüíà îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R. Êîæíó ìíî-
æèíó 𝑓−1(𝑦) = {𝑥 : 𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} íàçâåìî ðiâíåì ôóíêöi¨ 𝑓 , ùî
âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ 𝑦. ßê âiäîìî, áóäó÷è ðiâíåì ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó
Áåðà, ìíîæèíà 𝑓−1(𝑦) ¹ 𝐺𝛿-ìíîæèíîþ. Çîêðåìà, ðiâíi íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ 𝑓 ÿâëÿþòü ñîáîþ çàìêíåíi ìíîæèíè â [𝑎, 𝑏], ñêií÷åííi àáî íåñêií÷åííi.
Áiëüø òîãî, iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ó ÿêèõ âñi ðiâíi íå òiëüêè íåñêií-
÷åííi, àëå i íåçëi÷åííi. Çíàííÿ âëàñòèâîñòåé ñóêóïíîñòi âñiõ ðiâíiâ ôóí-
êöi¨ ÷àñòî äîçâîëÿ¹ îõàðàêòåðèçóâàòè ¨¨ ñòðóêòóðíi îñîáëèâîñòi. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ [1] ¹ äîïîâíåííÿì äî ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü ìíîæèíè ðiâíiâ
íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié [2].

Теорема 1. Нехай функцiя першого класу Бера 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] задовольняє
властивiсть Дарбу. Якщо один будь-який з рiвнiв функцiї 𝑓(𝑥) – всюди
щiльна множина на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то всi її рiвнi 𝑓−1(𝑦), 𝑦 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑓([𝑎, 𝑏]) є
незлiченними.

[1] Сафонов В.М. Про функцiї першого класу Бера з властивiстю Дарбу / В.М.
Сафонов // Збiрник праць Iнституту математики НАН України. – К.: Iнсти-
тут математики НАН України, 2017. – Т.14, №1. – С. 222-229.

[2] Сафонов В.М. Про нескiнченнi рiвнi неперервної функцiї / В.М. Сафонов //
Збiрник праць Iнституту математики НАН України. – К.: Iнститут матема-
тики НАН України, 2015. – Т.12 , №3. – С. 220–224.
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Про квазiнеперервнiсть оберненого вiдображення

Сафонова О.В.

Державний унiверситет телекомунiкацiй, Київ

olechkadeadin@ukr.net

Îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ äîñëiäæåíü àíàëîãiâ íåïåðåðâíîñòi âiäçíà÷åíi ãëè-
áîêèìè ðåçóëüòàòàìè ×åðíiâåöüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè, îòðèìàíèìè ó
ïðàöÿõ Â.Ê. Ìàñëþ÷åíêà òà éîãî ó÷íiâ, çîêðåìà, âàæëèâèìè ðåçóëüòàòà-
ìè Â.Â. Íåñòåðåíêà ïðî îñëàáëåíó íåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ [1�3]. Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè, çà ÿêèõ îáåð-
íåíå âiäîáðàæåííÿ ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì [4].

Теорема 1. Нехай 𝑋, 𝑌 – повнi метричнi простори (простiр 𝑋 сепара-
бельний i незлiченний) i 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – вiдображення, причому для довiльної
множини 𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐼𝑛𝑡𝐴 ̸= ∅ виконується 𝐼𝑛𝑡𝑓(𝐴) ̸= ∅ та iснує множина
𝑄 всюди другої категорiї в 𝑋, така, що звуження вiдображення 𝑓 |𝑄 на
множину 𝑄 є бiєктивним вiдображенням. Якщо для кожної напiввiдкри-
тої множини 𝑉 ⊆ 𝑌 її прообраз 𝑓−1(𝑉 ) є напiввiдкритою множиною в
просторi 𝑋, то обернене вiдображення 𝑓−1 – квазiнеперервна бiєкцiя.

Ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, ùî âñi óìîâè â òåîðåìi ¹ iñòîòíèìè.

[1] Маслюченко В.К. Нарiзно неперервнi вiдображення i простори Кете: дис. . . .
докт. фiз.-мат. наук: 01.01.01 / Маслюченко Володимир Кирилович. – Чер-
нiвцi, 1999. – 345с.

[2] Михайлюк В.В. Координатний метод i теорiя нарiзно неперервних вiдобра-
жень: дис. . . . докт. фiз.–мат. наук: 01.01.01 / Михайлюк Володимир Васи-
льович. — Чернiвцi, 2008. — 333 с.

[3] Нестеренко В.В. Аналоги неперервностi: зв’язки мiж нарiзними i сукупними
властивостями та теореми про декомпозицiю: дис. . . . докт. фiз.-мат. наук:
01.01.01 / Нестеренко Василь Володимирович. – Чернiвцi, 2016. – 320с.

[4] Сафонова О.В. Ослаблення неперервностi та злiченна кратнiсть вiдобра-
жень. / Сафонова О.В. // Буковинський математичний журнал. – 2018. –
6, 3-4. – С.127-133.
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Let 𝐿1 be the space of 2𝜋�periodic functions 𝑓 : R → R summable on

[0, 2𝜋), in which the norm is given by the formula ‖𝑓‖𝐿1
=

2𝜋∫︀
0

|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡; 𝐶 be

the space of continuous 2𝜋�periodic functions 𝑓 : R → R, in which the norm is
speci�ed by the equality ‖𝑓‖𝐶 = max

𝑡
|𝑓(𝑡)|.

Let 𝜓(𝑘) be an arbitrary �xed sequence of real, nonnegative numbers and
let 𝛽 be a �xed real number.

Further, let 𝐶𝜓𝛽,1 be the set of all functions 𝑓 , which are represented for all
𝑥 as convolutions of the form

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝑡)Ψ𝛽(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡, 𝑎0 ∈ R, 𝜙 ∈ 𝐵0
1 ,

where
𝐵0

1 := {𝜙 : ||𝜙||𝐿1
≤ 1, 𝜙 ⊥ 1} .

and Ψ𝛽 is a �xed kernel of the form

Ψ𝛽(𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜓(𝑘) cos
(︀
𝑘𝑡− 𝛽𝜋

2

)︀
, 𝜓(𝑘) ≥ 0,

∞∑︁
𝑘=1

𝜓(𝑘) <∞, 𝛽 ∈ R.

For the classes 𝐶𝜓𝛽,1 we consider the quantities

ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 = sup
𝑓∈𝐶𝜓𝛽,1

‖𝑓(·) − 𝑆𝑛−1(𝑓 ; ·)‖𝐶 , (1)

where 𝑆𝑛−1(𝑓 ; ·) are the partial Fourier sums of order 𝑛− 1 for a function 𝑓 .

We consider Kolmogorov�Nikolsky problem about �nding of asymptotic
equalities of the quantity (1) as 𝑛→ ∞.

The following statement holds.
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Theorem 1. Let
∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘) < ∞, 𝜓(𝑘) ≥ 0, 𝑘 = 1, 2, ... and 𝛽 ∈ R. Then as

𝑛→ ∞ the following asymptotic equality holds

ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 =
1

𝜋

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓(𝑘) +
𝒪(1)

𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘 + 𝑛), (2)

where 𝑂(1) is a quantity uniformly bounded in all parameters.

Formula (2) becomes an asymptotic equality for the sequence 𝜓(𝑘), whi-
ch decreases to zero faster than arbitrary power function. In the case, when
𝜓(𝑘) = 𝑒−𝛼𝑘

𝑟

, 𝛼 > 0, 𝑟 > 0, the equality (2) was established in [1] and [2].

[1] A.S. Serdyuk, Approximation of classes of analytic functions by Fourier sums in
uniform metric, Ukr. Math. J. 57 (8) (2005) 1275–1296.

[2] A.S. Serdyuk, T.A. Stepanyuk, Uniform approximations by Fourier sums on
classes of generalized Poisson integrals, Analysis Mathematica 45 (1) (2019),
201–236.

Апроксимацiя сумами Фур’є класiв диференцiйовних
функцiй при високих показниках гладкостi
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Соколенко I. B.
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Íåõàé 𝐶 i 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, � ïðîñòîðè 2𝜋-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ
ôóíêöié çi ñòàíäàðòíèìè íîðìàìè ‖ · ‖𝐶 i ‖ · ‖𝑝.

Íåõàé, äàëi, 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝� êëàñè 2𝜋-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié 𝑓 , ùî çîáðàæóþòüñÿ

ó âèãëÿäi çãîðòêè

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝑥− 𝑡)𝐵𝑟,𝛽(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎0 ∈ R, (1)
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ç ÿäðàìè Âåéëÿ-Íàäÿ 𝐵𝑟,𝛽(·) âèãëÿäó

𝐵𝑟,𝛽(𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑘−𝑟 cos

(︂
𝑘𝑡− 𝛽𝜋

2

)︂
, 𝑟 > 0, 𝛽 ∈ R, (2)

ôóíêöié 𝜙, òàêèõ ùî 𝜙 ∈ 𝑈0
𝑝 =

{︃
𝜙 ∈ 𝐿𝑝 : ‖𝜙‖𝑝 ≤ 1,

𝜋∫︀
−𝜋

𝜙(𝑡)𝑑𝑡 = 0

}︃
.

Êëàñè 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝 íàçèâàþòü êëàñàìè Âåéëÿ�Íàäÿ. ßêùî 𝑟 ∈ N i 𝛽 = 𝑟,

òî ôóíêöi¨ âèãëÿäó (2) ¹ âiäîìèìè ÿäðàìè Áåðíóëëi, à âiäïîâiäíi êëàñè
𝑊 𝑟
𝛽,𝑝 çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè êëàñàìè𝑊

𝑟
𝑝 , ùî ñêëàäàþòüñÿ ç 2𝜋-ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié 𝑓 , ÿêi ìàþòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî (𝑟 − 1)-ãî ïîðÿäêó
âêëþ÷íî i òàêi, ùî ‖𝑓 (𝑟)‖𝑝 ≤ 1. Ïðè öüîìó ìàéæå äëÿ âñiõ 𝑥 ∈ R 𝜙(𝑥) =
𝑓 (𝑟)(𝑥), äå 𝜙 � ôóíêöiÿ ç (1).

Äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ñèëüíî¨ àñèìïòîòèêè âåëè÷èí

ℰ𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,𝑝)𝐶 = sup

𝑓∈𝑊 𝑟
𝛽,𝑝

‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖𝐶 , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,

äå 𝑆𝑛−1(𝑓) � ÷àñòèííà ñóìà Ôóð'¹ ôóíêöi¨ 𝑓 ïîðÿäêó 𝑛 − 1, ïðè âåëèêèõ
𝑟 (𝑟 ≥

√
𝑛+ 1).

Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝛽 ∈ R, 𝑟 > 1 i 𝑛 ∈ N. Тодi за умови√
𝑛+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛+ 1 при 𝑝 = 1

ℰ𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,1)𝐶 = 𝑛−𝑟

(︁ 1

𝜋(1 − 𝑒−𝑟/𝑛)
+𝑂(1)𝑛𝑟−2

)︁
, (3)

а при 1 < 𝑝 ≤ ∞

ℰ𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,𝑝)𝐶 = 𝑛−𝑟

(︁‖ cos 𝑡‖𝑝′
𝜋

𝐹
1
𝑝′
(︁𝑝′

2
,
𝑝′

2
; 1; 𝑒−2𝑟/𝑛

)︁
+𝑂(1)𝑛𝑟−2

)︁
, (4)

де 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) — гiпергеометрична функцiя Гаусса

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = 1 +

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎)𝑘(𝑏)𝑘
(𝑐)𝑘

𝑧𝑘

𝑘!
, (𝑥)𝑘 := 𝑥(𝑥+ 1)(𝑥+ 2)...(𝑥+ 𝑘 − 1), (5)

1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, а 𝑂(1) — величини, рiвномiрно обмеженi вiдносно всiх
розглядуваних параметрiв.

Теорема 2. Нехай 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝛽 ∈ R, 𝑟 > 1 i 𝑛 ∈ N. Тодi за умови
𝑛+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛2 при 𝑝 = 1

ℰ𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,1)𝐶 = 𝑛−𝑟

(︁ 1

𝜋(1 − 𝑒−𝑟/𝑛)
+𝑂(1)𝑟𝑛−2𝑒−𝑟/𝑛

)︁
, (6)
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а при 1 < 𝑝 ≤ ∞

ℰ𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,𝑝)𝐶 = 𝑛−𝑟

(︁‖ cos 𝑡‖𝑝′
𝜋

𝐹
1
𝑝′
(︁𝑝′

2
,
𝑝′

2
; 1; 𝑒−2𝑟/𝑛

)︁
+𝑂(1)𝑟𝑛−2𝑒−𝑟/𝑛

)︁
, (7)

де 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) — гiпергеометрична функцiя Гаусса (5), 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, а
𝑂(1) — величини, рiвномiрно обмеженi вiдносно всiх розглядуваних пара-
метрiв.

Ïðè 𝑝 = ∞ òåîðåìè 1 i 2 âèïëèâàþòü ç ðîáîòè Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà [1].

Îäåðæàíi òåîðåìè äîïîâíþþòü ðåçóëüòàòè àâòîðiâ [2], äå, çîêðåìà, äëÿ
äîâiëüíèõ 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ áóëî âñòàíîâëåíî ñèëüíó àñèìïòîòèêó âåëè÷èí
ℰ𝑛(𝑊 𝑟

𝛽,𝑝)𝐶 ó âèïàäêó 𝑟 ≥ 𝑛2.

[1] С.Б. Стечкин Оценка остатка ряда Фурье для дифференцируемых функций
// Приближение функций полиномами и сплайнами, Сборник статей, Тр.
МИАН СССР. – 1980. – 45. – C. 126–151.

[2] Serdyuk А.S., Sokolenko I.V. Approximation by Fourier sums in classes of di-
fferentiable functions with high exponents of smoothness // Methods of Functi-
onal Analysis and Topology. Vol. 25 (2019), № 4, pp. 381-387.
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In what follows, 𝑀 denotes the 𝑛-modulus of a family of paths, and the
element 𝑑𝑚(𝑥) corresponds to a Lebesgue measure in R𝑛, 𝑛 > 2. For given sets
𝐸 and 𝐹 and a given domain 𝐷 in R𝑛 = R𝑛 ∪ {∞}, we denote by Γ(𝐸,𝐹,𝐷)
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the family of all paths 𝛾 : [0, 1] → R𝑛 joining 𝐸 and 𝐹 in 𝐷, that is, 𝛾(0) ∈ 𝐸,
𝛾(1) ∈ 𝐹 and 𝛾(𝑡) ∈ 𝐷 for all 𝑡 ∈ [0, 1]. Let 𝑥0 ∈ 𝐷, 𝑥0 ̸= ∞,

𝑆(𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑥0| = 𝑟} , 𝑆𝑖 = 𝑆(𝑥0, 𝑟𝑖) , 𝑖 = 1, 2 ,

𝐴 = 𝐴(𝑥0, 𝑟1, 𝑟2) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑟1 < |𝑥− 𝑥0| < 𝑟2} .

Let 𝑄 : R𝑛 → R𝑛 be a Lebesgue measurable function satisfying the condition
𝑄(𝑥) ≡ 0 for 𝑥 ∈ R𝑛 ∖𝐷. The mapping 𝑓 : 𝐷 → R𝑛 is called a ring 𝑄-mapping
at the point 𝑥0 ∈ 𝐷 ∖ {∞}, if the condition

𝑀(𝑓(Γ(𝑆1, 𝑆2, 𝐷))) 6
∫︁

𝐴∩𝐷

𝑄(𝑥) · 𝜂𝑛(|𝑥− 𝑥0|) 𝑑𝑚(𝑥) (1)

holds for all 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑑0 := sup
𝑥∈𝐷

|𝑥 − 𝑥0| and all Lebesgue measurable

functions 𝜂 : (𝑟1, 𝑟2) → [0,∞] such that
𝑟2∫︀
𝑟1

𝜂(𝑟) 𝑑𝑟 > 1 .

Theorem 1. Let 𝐷 and 𝐷 ′ be domains in R𝑛, 𝑛 > 2, and let 𝑔 be a
homeomorphism of a domain 𝐷 ′ onto a domain 𝐷, the inverse 𝑓 = 𝑔−1 of
which satisfies the condition (1) at every point 𝑥0 ∈ 𝜕𝐷. If 𝑄 ∈ 𝐿1(𝐷) and 𝑦0
is an isolated point of the boundary of the domain 𝐷 ′, then the mapping 𝑔 has
a continuous extension 𝑔 : 𝐷 ′ ∪ {𝑦0} → R𝑛 to 𝑦0.
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In what follows, (𝑋, 𝑑, 𝜇) and (𝑋 ′, 𝑑 ′, 𝜇 ′) are metric spaces with metrics 𝑑
and 𝑑 ′ and locally �nite Borel measures 𝜇 and 𝜇 ′, correspondingly;𝑀𝑝 denotes
the 𝑝-modulus of a family of paths. Given 2 6 𝛼 < ∞ and 1 6 𝑞 6 𝛼,
the space 𝑋 = (𝑋, 𝑑, 𝜇) is called (𝛼, 𝑞)-admissible source, if (𝑋, 𝑑, 𝜇) be
locally compact and locally path connected upper Ahlfors 𝛼-regular metric
space, moreover, for each point 𝑥0 ∈ 𝑋 there is 𝛾 > 0 such that 𝜇(𝐵(𝑥0, 2𝑟)) 6
𝛾 · log𝛼−2 1

𝑟 · 𝜇(𝐵(𝑥0, 𝑟)) for some 𝑟0 > 0 and for all 𝑟 ∈ (0, 𝑟0). Similarly,
given 𝑝 > 2, the space 𝑋 ′ = (𝑋 ′, 𝑑 ′, 𝜇 ′) is called 𝑝-admissible target, if
(𝑋 ′, 𝑑 ′, 𝜇 ′) admits a weak sphericalization, besides that,

(︀
𝑋 ′, ℎ

)︀
be locally

connected 𝑝-uniform metric space. Let 𝑋 := 𝑋 ∪ {∞}, and let ℎ : 𝑋 ×𝑋 → R
be a metric. We say that ℎ satis�es the weak sphericalization condition, if
(𝑋,ℎ) is a compact metric space while ℎ and 𝑑 generate the same topology on
𝑋. A metric space 𝑋 is called a space admitting a weak sphericalization,
if there exists a metric ℎ : 𝑋 × 𝑋 → R satisfying the weak sphericalization
condition. Given 𝑝 > 2, a space 𝑋 is called 𝑝-uniform if, for each 𝑟 > 0,
there is 𝛿 = 𝛿(𝑟) > 0 such that 𝑀𝑝(Γ(𝐹, 𝐹 *, 𝑋)) > 𝛿 whenever 𝐹 and 𝐹 * are
continua of 𝑋 with ℎ(𝐹 ) > 𝑟 and ℎ(𝐹 *) > 𝑟.

Theorem 1. Fix 2 6 𝛼 < ∞, 2 6 𝑝 < ∞ and 1 6 𝑞 6 𝛼. Let 𝐷 be a
domain in 𝑋, let (𝑋, 𝑑, 𝜇) be an (𝛼, 𝑞)-admissible source and let (𝑋 ′, 𝑑 ′, 𝜇 ′) be
an 𝑝-admissible target. Suppose that 𝐺 := 𝐷 ∖ {𝜁0} is a domain in 𝑋, which is
locally path connected at 𝜁0 ∈ 𝐷, 𝑄 ∈ 𝐹𝑀𝑂(𝜁0) and that balls 𝐵ℎ(𝐴, 𝑟) = {𝑦 ∈
𝑋 ′ : ℎ(𝑦,𝐴) < 𝑟} do not degenerate into points for each 𝐴 ∈ 𝑋 ′ and every
𝑟 > 0. If 𝑓 : 𝐷 ∖ {𝜁0} → 𝑋 ′ is an open discrete ring 𝑄-mapping with respect to
(𝑝, 𝑞)-moduli at 𝜁0, and 𝜁0 is an essential singularity of 𝑓, then 𝑓(𝑈 ∖ {𝜁0}) is
dense in 𝑋 ′ for an arbitrary neighborhood 𝑈 of 𝜁0.
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In the strip Ω(𝑇 ) : {(𝑡, 𝑥) ∈ R2 : 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ R} we consider nonlocal
problem with integral conditions

𝐿

(︂
𝜕

𝜕𝑡
,
𝜕

𝜕𝑥

)︂
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥) =

𝜕2
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+𝐴1

𝜕2
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥
+𝐴2

𝜕2
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
=

−→
0 , (1)

−→𝑝
(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥)

⎮⎮⎮⎮
𝑡=𝑇

+

𝑇∫︁
0

−→
𝑈 (𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = −→𝜙 1(𝑥), (2)

−→𝑞
(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕
−→
𝑈

𝜕𝑡

⎮⎮⎮⎮
𝑡=𝑇

+

𝑇∫︁
0

𝑡
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = −→𝜙 2(𝑥), (3)

where
−→
𝑈 (𝑡, 𝑥) = 𝑐𝑜𝑙

(︀
𝑈1(𝑡, 𝑥), ..., 𝑈𝑚(𝑡, 𝑥)

)︀
, −→𝜙 𝑖(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙

(︀
𝜙1
𝑖 , ..., 𝜙

𝑚
𝑖

)︀
, 𝑖 =

1, 2, 𝐴1, 𝐴2 are squert matrix 𝑚 × 𝑚, −→𝑝
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
= 𝑐𝑜𝑙

(︀
𝑝1
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
, ..., 𝑝𝑚

(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀)︀
,

𝑞
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
= 𝑐𝑜𝑙

(︀
𝑞1
(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
, ..., 𝑞𝑚

(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀)︀
,

Assuming that the real parts of roots the polynomial 𝐿(𝜆, 𝑖).

𝑅𝑒𝜆1 <, ..., < 𝑅𝑒𝜆2𝑚, 𝑅𝑒𝜆𝑗 ̸=, 𝑗 = 1, 2, ..., 2𝑚. (4)
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Main determinand of the system (1) in the form

∆(𝜉) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

ℎ11
∫︀ 𝑇
0
𝑒𝜆1𝜉𝑡𝑑𝑡 . . . ℎ1𝑚𝑛

∫︀ 𝑇
0
𝑒𝜆𝑚𝑛𝜉𝑡𝑑𝑡

. . . . . . . . .

ℎ𝑚1
∫︀ 𝑇
0
𝑒𝜆1𝜉𝑡𝑑𝑡 . . . ℎ𝑚𝑚𝑛

∫︀ 𝑇
0
𝑒𝜆𝑚𝑛𝜉𝑡𝑑𝑡

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

ℎ11
∫︀ 𝑇
0
𝑡𝑛−1𝑒𝜆1𝜉𝑡𝑑𝑡 . . . ℎ1𝑚𝑛

∫︀ 𝑇
0
𝑡𝑛−1𝑒𝜆𝑚𝑛𝜉𝑡𝑑𝑡

. . . . . . . . .

ℎ1𝑚
∫︀ 𝑇
0
𝑡𝑛−1𝑒𝜆1𝜉𝑡𝑑𝑡 . . . ℎ𝑚𝑚𝑛

∫︀ 𝑇
0
𝑡𝑛−1𝑒𝜆𝑚𝑛𝜉𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

Let 𝐻𝛼, 𝛼 > 0 be a Sobolew space with norm

‖𝜙(𝑥);𝐻𝛼‖ =

√︃
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
(1 + |𝜉|)2𝛼 |̃︀𝜙(𝜉)|2𝑑𝜉 <∞

where ̃︀𝜙(𝜉) is a Fourier transformation of the funktion 𝜙(𝑥). 𝐻𝛼 is a vector
space of the funktion 𝜙(𝑥), with norm

‖𝜙(𝑥), 𝐻𝛼‖ = max ‖𝜙𝑗(𝑥);𝐻𝛼‖

Theorem. Let conditions occur (4), let ∆(𝜉) ̸= 0 for everyone 𝜉 ∈ R ∖ {0}.
If −→𝜙 𝑗 ∈ 𝐻

𝑚

𝛼1
, 𝛼1 > 𝛼2 + 𝑚

(︀
𝐶2
𝑛 + 1

)︀
, 𝛼2 > 1, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, then the space

𝐶𝑛([0, 𝑇 ], 𝐻
𝑚

𝛼 ) exists and unique solution −→𝑢 (𝑡, 𝑥) of the problem (1), (2), (3)
which still is depending on vector-function −→𝜙 𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑛. Solution is the
represented in the form

−→𝑢 (𝑡, 𝑥) =
1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑥𝜉
𝑚𝑛∑︁
𝑗,𝑞=1

∆𝑗,𝑞(𝜉)

∆(𝜉)
𝑒𝜆𝑞𝜉

−→
ℎ 𝑞𝜓𝑗(𝜉)𝑑𝜉, (5)

where ∆𝑗,𝑞(𝜉), 𝑗, 𝑞 = 1, . . . ,𝑚𝑛, 𝜉 ̸= 0, � algebraic complement the standing
element 𝑗 this poem and 𝑞 for this column of indicator ∆(𝜉),

col(𝜓1(𝜉), . . . , 𝜓𝑚𝑛(𝜉)) = col(𝜙1
1(𝜉), . . . , 𝜙𝑚1 (𝜉); . . . ;𝜙1

𝑛(𝜉), . . . , 𝜙𝑚𝑛 (𝜉)),

i 𝜙𝑞𝑗(𝜉) is a Fourier transformation of the funktion 𝜙𝑞𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, ..., 𝑛, 𝑞 =
1, ...,𝑚.
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Íåõàé 𝐺 � îáëàñòü ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi C, òîáòî çâ'ÿçíà òà âiäêðèòà
ïiäìíîæèíà C, i íåõàé 𝜇 : 𝐺 → C � âèìiðíà ôóíêöiÿ ç |𝜇(𝑧)| < 1 ì.ñ.
(ìàéæå ñêðiçü) â 𝐺. Рiвнянням Бельтрамi íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèäó

𝑓𝑧 = 𝜇(𝑧)𝑓𝑧 , (1)

äå 𝑓𝑧 = 1
2 (𝑓𝑥 + 𝑖𝑓𝑦), 𝑓𝑧 = 1

2 (𝑓𝑥 − 𝑖𝑓𝑦), 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑓𝑥 i 𝑓𝑦 � ÷àñòèííi ïîõiäíi
âiäîáðàæåííÿ 𝑓 ïî 𝑥 òà 𝑦, âiäïîâiäíî.

Íåõàé 𝜎 : 𝐷 → C � âèìiðíà ôóíêöiÿ i 𝑚 > 0. Ðîçãëÿíåìî ó ïîëÿðíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò (𝑟, 𝜃) íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

𝑓𝑟 = 𝜎(𝑟𝑒𝑖𝜃) |𝑓𝜃|𝑚 𝑓𝜃, (2)

äå 𝑓𝑟 i 𝑓𝜃 � ÷àñòèííi ïîõiäíi âiäîáðàæåííÿ 𝑓 ïî 𝑟 i 𝜃, âiäïîâiäíî. Âðàõîâó-
þ÷è ôîðìóëè

𝑟𝑓𝑟 = 𝑧𝑓𝑧 + 𝑧𝑓𝑧 , 𝑓𝜃 = 𝑖(𝑧𝑓𝑧 − 𝑧𝑓𝑧) ,

ðiâíÿííÿ (2) ìîæíà çàïèñàòè ó êîìïëåêñíié ôîðìi:

𝑓𝑧 =
𝑧

𝑧

𝜎(𝑧) |𝑧| 𝑖|𝑧𝑓𝑧 − 𝑧𝑓𝑧|𝑚 − 1

𝜎(𝑧) |𝑧| 𝑖|𝑧𝑓𝑧 − 𝑧𝑓𝑧|𝑚 + 1
𝑓𝑧. (3)
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Âiäìiòèìî, ùî ïðè 𝑚 = 0 ðiâíÿííÿ (3) çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî ðiâíÿ-
ííÿ Áåëüòðàìi (1) ç êîìïëåêñíèì êîåôiöi¹íòîì

𝜇(𝑧) =
𝑧

𝑧

𝜎(𝑧) |𝑧| 𝑖− 1

𝜎(𝑧) |𝑧| 𝑖+ 1
.

ßêùî â (3) ïîêëàñòè 𝑚 = 0 i 𝜎 = −𝑖/|𝑧| , òî ìè ïðèõîäèìî äî âiäîìî¨
ñèñòåìè Êîøi-Ðiìàíà. Âñþäè äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî 𝑚 > 0.

Регулярним гомеоморфним розв’язком ðiâíÿííÿ (3) áóäåìî íàçèâàòè
ðåãóëÿðíèé ãîìåîìîðôiçì 𝑓 : 𝐺 → C, ÿêèé ì.ñ. â 𝐺 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(3).

Теорема 1. Нехай 𝑓 : B → B — регулярний гомеоморфний розв’язок рiв-
няння (3) класу Соболєва 𝑊 1,2

loc з нормуванням 𝑓(0) = 0. Якщо для деяких
чисел 𝜆 > 1, 𝜏 > 0 та 𝐶0 > 0 виконана умова

𝜀𝜏
𝜆𝜀∫︁
𝜀

𝑑𝑟(︃
1

2𝜋𝑟

∫︀
𝛾𝑟

(Im𝜎(𝑧))
− 1
𝑚+1 𝑑𝑠

)︃𝑚+1 > 𝐶0

для довiльного 𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 𝜀0 ∈
(︀
0, 1

𝜆

)︀
, то

lim inf
𝑧→0

|𝑓(𝑧)|
|𝑧| 𝜏𝑚

6 𝐶
− 1
𝑚

0 𝑚− 1
𝑚 .

Наслiдок 2. Нехай 𝑓 : B → B — регулярний гомеоморфний розв’язок рiв-
няння (3) класу Соболєва 𝑊 1,2

loc з нормуванням 𝑓(0) = 0. Якщо для деяких
чисел 𝐴 > 1 та 𝑐0 > 0 виконана умова⎛⎝ 1

2𝜋𝑟

∫︁
𝛾𝑟

(Im𝜎(𝑧))
− 1
𝑚+1 𝑑𝑠

⎞⎠𝑚+1

6 𝑐0 𝑟
𝐴

для м.в. 𝑟 ∈ (0, 𝜀0), 𝜀0 ∈
(︀
0, 12

)︀
, то

lim inf
𝑧→0

|𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝐴−1

𝑚

6 𝜈0 ,

де 𝜈0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд 𝑚, 𝑐0 та 𝐴.

Наслiдок 3. Нехай 𝑓 : B → B — регулярний гомеоморфний розв’язок рiв-
няння (3) класу Соболєва 𝑊 1,2

loc з нормуванням 𝑓(0) = 0, 𝛼 > 2
𝑚 . Якщо

𝐽 =

∫︁
𝐵𝑟0

𝑑𝑥𝑑𝑦

|𝑧|𝛼(𝑚+1) (Im𝜎)
𝛼 <∞
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для деякого 𝑟0 ∈
(︀
0, 12

)︀
, то

lim inf
𝑧→0

|𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝜅

6 𝜈0𝐽
1
𝑚 ,

де 𝜅 = 1 − 2
𝛼𝑚 и 𝜈0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд 𝑚 та 𝛼.

A mean value characterization for some classes of
functions

Trofymenko O. D.

Vasyl’ Stus Donetsk National University

odtro�menko@gmail.com, o.tro�menko@donnu.edu.ua

Kotlubovska A. V.

Vasyl’ Stus Donetsk National University

kotlubovska.a@donnu.edu.ua

The classical Gaussian theorem has received further development and
elaboration in many papers (see, for example, reviews by I.Netuka and
J.Vesely, L.Zalcman and monographs by Volchkov V.V. �Integral Geometry
and Convolution Equations� and Volchkov V.V., Volchkov Vit.V. �Harmonic
Analysis of Mean Periodic Functions on Symmetric spaces and the Heisenberg
Group�, with extensive bibliography). One of the main ways in this study is a
description for classes of functions. This classes satisfy given integral equati-
ons, that have certain geometric meaning. There are mean value theorems that
characterize harmonic polynomials (see papers by T.Ramsey and Y.Weit), bi-
analytic functions (see papers by Maxwell O. Reade), a solution of convolution
equations with �nite convolver and others. In addition, similar results are very
important in integral geometry and various applications. In present work the
mean value theorem for polyanalytic functions is studied. There are results for
special type of function in terms of mean value formula on the circle domains.
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Growth estimates for the maximal term and central
exponent of an Dirichlet series and its derivative

Fedynyak S.I.

Ukrainian Catholic University, Lviv, Ukraine

napets.fed@gmail.com

Filevych P. V.

Lviv Polytechnic National University, Lviv, Ukraine

p.v.�levych@gmail.com

Let 𝐴 ∈ (−∞,+∞] and Φ : [𝑎,𝐴) → R be a real function. We say that
Φ ∈ Ω𝐴 if Φ is continuous on [𝑎,𝐴) and 𝑥𝜎 − Φ(𝜎) → −∞ as 𝜎 ↑ 𝐴 for every
𝑥 ∈ R. If Φ ∈ Ω𝐴, then let ̃︀Φ be the Young-conjugate function of Φ, i.e.,

̃︀Φ(𝑥) = max{𝑥𝜎 − Φ(𝜎) : 𝜎 ∈ [𝑎,𝐴)}, 𝑥 ∈ R.

Note (see for instance [1]), that Φ(𝑥) = ̃︀Φ(𝑥)/𝑥 and Γ(𝑥) = (̃︀Φ(𝑥)− ln𝑥)/𝑥 are
continuous functions on (𝑥0,+∞) increasing to 𝐴.

Suppose that (𝜆𝑛) is a nonnegative sequence increasing to +∞, and denote
by 𝒟*

𝐴 the class of all Dirichlet series of the form 𝐹 (𝑠) =
∑︀
𝑎𝑛𝑒

𝑠𝜆𝑛 such that
𝐹 (𝑠) ̸≡ 0 and its maximal term 𝜇(𝜎, 𝐹 ) = max{|𝑎𝑛|𝑒𝜎𝜆𝑛 : 𝑛 ≥ 0} and central
index 𝜈(𝜎, 𝐹 ) = max{𝑛 ≥ 0 : |𝑎𝑛|𝑒𝜎𝜆𝑛 = 𝜇(𝜎, 𝐹 )} are de�ned for all 𝜎 < 𝐴.

For a Dirichlet series 𝐹 ∈ 𝒟*
𝐴 and a function Φ ∈ Ω𝐴 we put

𝑡Φ(𝐹 ) = lim
𝜎↑𝐴

ln𝜇(𝜎, 𝐹 )

Φ(𝜎)
.

The following theorems generalize some results of [2].

Theorem 1. (i) For each Dirichlet series 𝐹 ∈ 𝒟*
𝐴 with 𝑡Φ(𝐹 ) ≤ 1 we have

lim
𝜎↑𝐴

𝜇(𝜎, 𝐹 ′)

𝜇(𝜎, 𝐹 )Φ −1(𝜎)
≤ 1.

(ii) There exists a Dirichlet series 𝐹 ∈ 𝒟*
𝐴 with 𝑡Φ(𝐹 ) = 1 such that

lim
𝜎↑𝐴

𝜇(𝜎, 𝐹 ′)

𝜇(𝜎, 𝐹 )Φ −1(𝜎)
= 1.
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Theorem 2. (i) For each Dirichlet series 𝐹 ∈ 𝒟*
𝐴 with 𝑡Φ(𝐹 ) ≤ 1 we have

lim
𝜎↑𝐴

𝜆𝜈(𝜎,𝐹 ′)

Γ−1(𝜎)
≤ 1.

(ii) There exists a Dirichlet series 𝐹 ∈ 𝒟*
𝐴 with 𝑡Φ(𝐹 ) = 1 such that

lim
𝜎↑𝐴

𝜆𝜈(𝜎,𝐹 ′)

Γ−1(𝜎)
= 1.

[1] T.Ya. Hlova, P.V. Filevych, Generalized types of the growth of Dirichlet series,
Carpathian Math. Publ. 7(2) (2015), 172–187.

[2] M.N. Sheremeta, On the maximum term of the derivative of the Dirichlet series,
Russian Math. (Iz. VUZ). 42(5) (1998), 66–70.

Оцiнки апроксимативних характеристик класiв
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз заданою
мажорантою мiшаних модулiв неперервностi в

просторi 𝐿𝑞

Федуник-Яремчук О.В.
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Äîñëiäæóþòüñÿ êëàñè 𝐵Ω
𝑝,𝜃 ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ [1],

ÿêi ¹ àíàëîãàìè âiäîìèõ êëàñiâ Á¹ñîâà. Íåõàé Ω(𝑡) � ôóíêöiÿ òèïó ìiøàíîãî
ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó 𝑙 äåÿêîãî ñïåöiàëüíîãî âèäó

Ω(𝑡) = Ω(𝑡1, ..., 𝑡𝑑) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑡𝑟𝑗(︀
log 1

𝑡𝑗

)︀𝑏𝑗
+

, ÿêùî 𝑡𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑,

0, ÿêùî
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑗 = 0,

(1)

äå ðîçãëÿäàþòüñÿ ëîãàðèôìè çà îñíîâîþ 2 i
(︀

log 1
𝑡𝑗

)︀
+

= max
{︀

1, log 1
𝑡𝑗

}︀
.

Ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî 0 < 𝑟 < 𝑙, 𝑏𝑗 ∈ R+, 𝑗 = 1, 𝑑. Â öüîìó âèïàäêó äëÿ
ôóíêöi¨ âèäó (1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè Áàði-Ñò¹÷êiíà [2].
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Íåõàé 𝐿𝑞(𝜋𝑑) � ïðîñòið 2𝜋-ïåðiîäè÷íèõ ïî êîæíié çìiííié ôóíêöié
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) çi ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ, {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1 � îðòîíîðìîâàíà ñè-

ñòåìà ôóíêöié 𝑢𝑖 ∈ 𝐿∞(𝜋𝑑),
𝑀∑︀
𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖 � îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ ôóíêöi¨ 𝑓

íà ïiäïðîñòið, ïîðîäæåíèé ñèñòåìîþ ôóíêöié {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1.

Îäåðæàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè îðòîïðîåêöiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ êëà-
ñiâ 𝐵Ω

𝑝,𝜃 ó ïðîñòîði 𝐿𝑞(𝜋𝑑), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

𝑑⊥𝑀 (𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) = inf

{𝑢𝑖}𝑀𝑖=1

sup
𝑓∈𝐵Ω

𝑝,𝜃

⃦⃦⃦
𝑓(·) −

𝑀∑︁
𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖(·)
⃦⃦⃦
𝑞
. (2)

Ñôîðìóëþ¹ìî îäèí iç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝑞 < 𝜃 < ∞, а Ω(𝑡)− функцiя виду (1).
Тодi при 1

𝑝 − 1
𝑞 < 𝑟 < 𝑙, 𝑏1 ≤ . . . ≤ 𝑏𝜈 <

𝑟
𝑞
𝑝−1 < 𝑏𝜈+1 ≤ . . . ≤ 𝑏𝑑, має мiсце

спiввiдношення

𝑑⊥𝑀 (𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) ≍𝑀−𝑟+ 1

𝑝−
1
𝑞
(︀

log𝑀
)︀−𝑏1−...−𝑏𝜈+(𝜈−1)(𝑟− 1

𝑝+
2
𝑞−

1
𝜃 )
.

Öåé ðåçóëüòàò äëÿ êëàñiâ 𝐻Ω
𝑝 ≡ 𝐵Ω

𝑝,∞ îäåðæàíèé Ì.Ì. Ïóñòîâîéòîâèì
[3].

Çíàéäåíî òàêîæ òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè âåëè÷èí (2) ïðè äåÿêèõ iíøèõ
ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ ïàðàìåòðàìè 𝑝, 𝑞, 𝜃, 𝑟, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑 [4].

[1] S.Yongsheng, W.Heping, Representation and approximation of multivariate peri-
odic functions with bounded mixed moduli of smoothness, Тр. мат. ин-та
им. В.А. Стеклова, 219 (1997), 356–377.

[2] Н.К.Бари, С.Б.Стечкин, Наилучшие приближения и дифференциальные
свойства двух сопряженных функций, Тр. Моск. мат. о-ва, 5 (1956), 483–522.

[3] Н.Н.Пустовойтов, Ортопоперечники классов многомерных периодических
функций, мажоранта смешанных модулей непрерывности которых содер-
жит как степенные, так и логарифмические множители, Anal. Math., 34
(2008), 187–224.

[4] O.Fedunyk-Yaremchuk, S.Hembars’ka, Estimates of approximative characteristi-
cs of the classes 𝐵Ω

𝑝,𝜃 of periodic functions of several variables with given majorant
of mixed moduli of continuity in the space 𝐿𝑞, Carpathian Math. Publ., 11 (2)
(2019), 281–295.
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Some relationship between Chebyshev and Fibonacci
polynomials

Frontczak R.

Landesbank Baden-Württemberg (LBBW), Stuttgart, Germany

robert.frontczak@lbbw.de

Goy T.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, Ukraine

taras.goy@pnu.edu.ua

The Chebyshev polynomials 𝑇𝑛(𝑥) of the �rst kind, the Chebyshev
polynomials 𝑈𝑛(𝑥) of the second kind, and the Fibonacci polynomials 𝐹𝑛(𝑥)
are respectively de�ned by the recurrence relations as follows [3, 4]: for 𝑛 ≥ 2,

𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇1(𝑥) = 𝑥, 𝑇𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛−1(𝑥) − 𝑇𝑛−2(𝑥),

𝑈0(𝑥) = 1, 𝑈1(𝑥) = 2𝑥, 𝑈𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑈𝑛−1(𝑥) − 𝑈𝑛−2(𝑥),

𝐹0(𝑥) = 0, 𝐹1(𝑥) = 1, 𝐹𝑛(𝑥) = 𝑥𝐹𝑛−1(𝑥) + 𝐹𝑛−2(𝑥).

We establish new connection formulas between Fibonacci polynomials and
Chebyshev polynomials of the �rst and second kinds (see Theorems 1 and 2,
respectively). This is achieved by relating the respective generating functions
to each other; see [1] and [2] for more details of this method.

Theorem 1. For 𝑛 ≥ 1, the following identities hold:

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑇𝑛−1(𝑥) −
𝑛−2∑︀
𝑘=1

(︀
𝑥𝑇𝑛−𝑘−1(𝑥) − 2𝑇𝑛−𝑘−2(𝑥)

)︀
𝐹𝑘(𝑥);

𝑥2𝐹2𝑛(𝑥) = 𝑇2𝑛+1(𝑥) − 𝑇2𝑛−1(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝐹2𝑘+1(𝑥)𝑇2(𝑛−𝑘)−1(𝑥);

𝐹2𝑛(𝑥) − (2𝑥2 − 1)𝐹2𝑛−2(𝑥) = 𝑥𝑇2𝑛−2(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝐹2𝑘(𝑥)𝑇2(𝑛−𝑘−1)(𝑥);

𝑥𝐹𝑛(𝑥) + (4𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥)𝐹𝑛−1(𝑥)

= 𝑇2𝑛−1(𝑥) −
𝑛−2∑︀
𝑘=1

(︀
(4𝑥2 − 𝑥− 2)𝑇2(𝑛−𝑘)−1(𝑥) − 2𝑇2(𝑛−𝑘)−3(𝑥)

)︀
𝐹𝑘(𝑥);

𝐹𝑛(𝑥) + (2𝑥2 − 𝑥− 1)𝐹𝑛−1(𝑥)

= 𝑇2𝑛−2(𝑥) −
𝑛−2∑︀
𝑘=1

(︀
(4𝑥2 − 𝑥− 2)𝑇2(𝑛−𝑘−1)(𝑥) − 2𝑇2(𝑛−𝑘−2)(𝑥)

)︀
𝐹𝑘(𝑥);
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𝐹2𝑛+1(𝑥) − (2𝑥2 − 1)𝐹2𝑛−1(𝑥)

= 𝑇2𝑛(𝑥) − 𝑇2𝑛−2(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑇2(𝑛−𝑘−1)(𝑥)𝐹2𝑘+1(𝑥);

𝑥2𝐹2𝑛−1(𝑥) = 𝑥𝑇2𝑛−1(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝑇2(𝑛−𝑘)−1(𝑥)𝐹2𝑘(𝑥).

Theorem 2. For 𝑛 ≥ 1, the following identities hold:

𝐹𝑛(𝑥) + 𝑥𝐹𝑛−1(𝑥) = 𝑈𝑛−1(𝑥) −
𝑛−2∑︀
𝑘=1

(︀
𝑥𝑈𝑛−𝑘−1(𝑥) − 2𝑈𝑛−𝑘−2(𝑥)

)︀
𝐹𝑘(𝑥);

2𝑥𝐹2𝑛+1(𝑥) = 𝑈2𝑛+1(𝑥) − 𝑈2𝑛−1(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝐹2𝑘+1(𝑥)𝑈2(𝑛−𝑘)−1(𝑥);

𝐹2𝑛(𝑥) + 𝐹2𝑛−2(𝑥) = 𝑥𝑈2𝑛−2(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝐹2𝑘(𝑥)𝑈2(𝑛−𝑘−1)(𝑥);

2𝑥𝐹𝑛(𝑥) + (8𝑥3 − 2𝑥2 − 4𝑥)𝐹𝑛−1(𝑥)

= 𝑈2𝑛−1(𝑥) −
𝑛−2∑︀
𝑘=1

(︀
(4𝑥2 − 𝑥− 2)𝑈2(𝑛−𝑘)−1(𝑥) − 2𝑈2(𝑛−𝑘)−3(𝑥)

)︀
𝐹𝑘(𝑥);

𝐹𝑛(𝑥) + (4𝑥2 − 𝑥− 1)𝐹𝑛−1(𝑥)

= 𝑈2𝑛−2(𝑥) −
𝑛−2∑︀
𝑘=1

(︀
(4𝑥2 − 𝑥− 2)𝑈2(𝑛−𝑘−1)(𝑥) − 2𝑈2(𝑛−𝑘−2)(𝑥)

)︀
𝐹𝑘(𝑥);

𝐹2𝑛+1(𝑥) + 𝐹2𝑛−1(𝑥)

= 𝑈2𝑛(𝑥) − 𝑈2𝑛−2(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑈2(𝑛−𝑘−1)(𝑥)𝐹2𝑘+1(𝑥);

2𝑥𝐹2𝑛(𝑥) = 𝑥𝑈2𝑛−1(𝑥) − (3𝑥2 − 4)
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝑈2(𝑛−𝑘)−1(𝑥)𝐹2𝑘(𝑥).

[1] R. Frontczak, Some Fibonacci-Lucas-Tribonacci-Lucas identities, Fibonacci
Quart., 56 (3) (2018), 263–274.

[2] R. Frontczak, Relations for generalized Fibonacci and Tribonacci sequences,
Notes Number Theory Discrete Math., 25 (1) (2019), 178–192.

[3] T. Koshy, Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, 2 ed., Wiley, New
York, 2017.

[4] J.C. Mason, D.C. Handscomb, Chebyshev Polynomials, Chapman and Hall/CRC,
Boca Raton, 2002.
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Algebras of analytic functions generated by sequences of
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Let 𝑋 be a complex Banach space and 𝑃 = {𝑃𝑛}∞𝑛=0 be a sequence
of complex-valued 𝑛-homogeneous polynomials such that ‖𝑃‖ = 1 and
{𝑃1, . . . , 𝑃𝑛} are algebraically independent for every positive integer 𝑛. Also
we set 𝑃0 ≡ 1. Let us denote by ℋ the closed in ℋ𝑏(𝑋) linear span of
{𝑃𝑛}, that is ℋ = {

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑃𝑛 :

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑃𝑛 ∈ ℋ𝑏(𝑋)}, where ℋ𝑏(𝑋)

is the algebra of all entire analytic functions of bounded type on 𝑋. So
ℋ is a Frechet subspace of ℋ𝑏(𝑋). Let us denote by ℰ = {

∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛𝑃𝑛 :∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑡
𝑛 is a function of exponential type, 𝑡 ∈ C} and by ℋ𝑏(ℰ) the algebra

of entire analytic functions of bounded type on ℰ . Also, we denote by ℋ𝑏(P) the
closed subalgebra of ℋ𝑏(𝑋) generated by polynomials in P. The main questions
which we consider are: under which conditions ℋ𝑏(ℰ) is isomorphic to ℋ𝑏(P)
and what is the spectrum of ℋ𝑏(P)?

Задача Кошi для нескiнченновимiрного рiвняння
теплопровiдностi в просторi полiномiальних

𝜔-ультрадиференцiйовних функцiй

Шарин С. В.

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника

serhii.sharyn@pnu.edu.ua

Лозинська В. Я.

Iнститут прикладних проблем механiки i математики iменi Я.С.
Пiдстригача НАН України

vlozynska@yahoo.com

Ó ðîáîòi [1] áóëî ââåäåíî ïðîñòîðè ℰ(𝜔) òà ℰ ′
(𝜔) 𝜔-óëüòðàäèôåðåíöi-

éîâíèõ ôóíêöié òà 𝜔-óëüòðàðîçïîäiëiâ òèïó Áåðëiíãà ç êîìïàêòíèìè íî-
ñiÿìè âiäïîâiäíî. Âiäîìî, ùî ℰ ′

(𝜔) ¹ ÿäåðíèì ïðîñòîðîì Ôðåøå. Òîìó ç
ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi [2] âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ïîáóäóâàòè ìóëüòèïëiêàòèâíó
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àëãåáðó 𝒫(ℰ ′
(𝜔)) íåïåðåðâíèõ ñêàëÿðíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði ℰ ′

(𝜔), à òà-
êîæ ñèëüíî ñïðÿæåíó äî íå¨ çãîðòêîâó àëãåáðó 𝒫 ′(ℰ ′

(𝜔)) ïîëiíîìiàëüíèõ
𝜔-óëüòðàðîçïîäiëiâ.

Îïåðàòîð ñëiäó 𝜏 âèçíà÷èìî çà ôîðìóëîþ⟨︀
𝜏, 𝜙̂︀⊗𝜓⟩︀ :=

∫︁
R𝑑+
𝜙(𝑡)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜙, 𝜓 ∈ ℰ(𝜔).

Çðîçóìiëî, ùî 𝜏 ∈ (ℰ ̂︀⊗2
(𝜔))

′ ≃ ℰ ′̂︀⊗2
(𝜔) .

Ëàïëàñiàí �ðîññà ∆𝐺 çà îçíà÷åííÿì (äèâ., íàïð., [3]) ¹ íàñòóïíèì îïå-
ðàòîðîì

∆𝐺 : 𝑃 =

𝑚∑︁
𝑛=0

⟨ ·⊗𝑛, 𝜙⊗𝑛⟩ ↦−→ ∆𝐺𝑃 :=

𝑚−2∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 2)(𝑛+ 1)
⟨︀
𝜏, 𝜙⊗2

⟩︀⟨︀
· ⊗𝑛, 𝜙⊗𝑛⟩︀,

äå 𝜙 ∈ ℰ(𝜔).
Äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìiàëüíîãî 𝜔-óëüòðàðîçïîäiëó 𝑈 ∈ 𝒫 ′(ℰ ′

(𝜔)) âèçíà-
÷èìî ôîðìàëüíèé ðÿä

𝑒*𝑈 :=
∑︁
𝑛∈Z+

1

𝑛!
𝑈*𝑛, äå 𝑈*𝑛 := 𝑈 * · · · * 𝑈⏟  ⏞  

𝑛

.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ÷àñòèííà ñóìà öüîãî ðÿäó íàëåæèòü ïðîñòîðó
𝒫 ′(ℰ ′

(𝜔)).

Теорема 1. Задача Кошi

𝜕

𝜕𝑡
𝑋𝑡 =

1

2
∆𝐺𝑋𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝛼], 𝛼 ∈ R+,

𝑋0 = 𝑃, 𝑃 ∈ 𝒫(ℰ ′
(𝜔)),

для рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном Ґросса, має
єдиний розв’язок в 𝒫(ℰ ′

(𝜔)), який задається наступним чином

𝑋𝑡 = 𝑒*𝑡𝑈𝜏 * 𝑃,

де полiномiальний 𝜔-ультрарозподiл 𝑈𝜏 ∈ 𝒫 ′(ℰ ′
(𝜔)) може бути записаний

у формi 𝑈𝜏 =
(︀
0, 0, ⟨𝜏, ·⊗2⟩, 0, . . .

)︀
.

[1] Braun R.W., Meise R., Taylor B.A. Ultradifferentiable functions and Fourier
analysis, Results Math., 17 (1990), 206–237.
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[2] Lopushansky O., Sharyn S. Polynomial ultradistributions on R𝑑
+, Topology, 48

(2009), 80–90.

[3] Kuo H. White Noise Distribution Theory. CRC Press, Boca Ration, FL, 1996.
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Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ òàêîãî âèãëÿäó 𝐹𝑛 =
∑︀
𝑘

𝑥𝑘
𝑛, 𝐺𝑛 =∑︀

𝑘1<𝑘2<...<𝑘𝑛

𝑥𝑘1 ·𝑥𝑘1 ·...·𝑥𝑘𝑛 , äå | 𝑥 |≤ 1, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑋− ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Âñòà-

íîâëåíî ëiïøèöi¹âiñòü âiäîáðàæåííÿ 𝐹𝑛 òà çíàéäåíî ëiïøèöåâó êîíñòàíòó
𝐿𝐹𝑛 = 𝑛 äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó 𝑋, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî 𝐺2 ¹
ëiïøèöåâèì iç êîíñòàíòîþ 𝐿𝐺2 = 𝑝−1, äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó𝑋
âèìiðíiñòþ 𝑝. Ó äîïîâiäi áóäóòü ïðåäñòàâëåíi âëàñòèâîñòi òà âçà¹ìîçâ'ÿçêè
ìiæ ëiïøèöåâèìè ñèìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè òà ¨õ ñòåïåíÿìè.

Hermite-Poulain theorems for linear finite difference
operators

Anna Vishnyakova

Kharkov National V.N.Karazin University

anna.m.vishnyakova@univer.kharkov.ua

We present some results obtained in the joint with Olga Katkova and Mi-
khail Tyaglov works [2] and [3].

We establish analogues of the Hermite-Poulain theorem for linear �nite
di�erence operators with constant coe�cients de�ned on sets of polynomials
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with roots on a straight line, in a strip, or in a half-plane. We also consider the
central �nite di�erence operator of the form ∆𝜃,ℎ(𝑓)(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃𝑓(𝑧+ℎ)−𝑒−𝑖𝜃𝑓(𝑧−
ℎ), 𝜃 ∈ [0, 𝜋), ℎ ∈ C ∖ {0}, where 𝑓 is a polynomial or an entire function
of a certain kind, and prove that the roots of ∆𝜃,ℎ(𝑓) are simple under some
conditions. Moreover, we prove that the operator ∆𝜃,ℎ does not decrease the
mesh (i.e. the minimal distance between the roots of a polynomial) on the set of
polynomials with roots on a line and �nd the minimal mesh. The asymptotics
of the roots of ∆𝜃,ℎ(𝑝) as |ℎ| → ∞ is found for any complex polynomial 𝑝.

For example, we obtain the following result.

Theorem 1. Let 𝐿𝜙1,𝑐1 = {𝑎𝑒𝑖𝜙1 + 𝑐1, 𝑎 ∈ R} and 𝐿𝜙2,𝑐2 = {𝑎𝑒𝑖𝜙2 + 𝑐2, 𝑎 ∈
R}, 𝑐1, 𝑐2 ∈ C, 𝜙1, 𝜙2 ∈ [0, 𝜋), be two lines on the complex plane. The formula

𝑇 (𝑝)(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=𝑙

𝑎𝑘𝑝(𝑥− 𝑘ℎ), 𝑎𝑚𝑎𝑙 ̸= 0,

defines operator 𝑇 : C[𝑥] → C[𝑥]. This operator sends any polynomial with
zeros on the line 𝐿𝜙1,𝑐1 to a polynomial with zeros on the line 𝐿𝜙2,𝑐2 if and
only if the following conditions hold:

1) 𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙 for some 𝜙 ∈ [0, 𝜋);

2) (𝑙 +𝑚)ℎ = 2Im
(︀
𝑒−𝑖𝜙(𝑐2 − 𝑐1)

)︀
· 𝑒𝑖(±

𝜋
2 +𝜙);

3) All the zeros of the generating function 𝑄(𝑡) =
∑︀𝑚
𝑘=𝑙 𝑎𝑘𝑡

𝑘 lie on the unit
circle T := {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1};

Some other interesting roots preserving properties of the operator ∆𝜃,ℎ are
also studied, and a few examples are presented.

[1] P. Brändén, I. Krasikov, and B. Shapiro, Elements of Pólya-Schur theory in finite
difference settings, Proc. Amer. Math. Soc., 144, (11) (2016), 4831–4843.

[2] O.Katkova, M.Tyaglov and A.Vishnyakova, Linear finite difference operators
preserving Laguerre-Pólya class, Complex Variables and Elliptic Equations, 63,
(11) (2017), 1604–1619.

[3] O.Katkova, M.Tyaglov and A.Vishnyakova, Hermite-Poulain theorems for li-
near finite difference operators, arXiv:1901.06398.
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Ó äîïîâiäi éäåòüñÿ ïðî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ
êëàñiâ 𝐵Ω

𝑝,𝜃 [1,2] ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié 𝑑 çìiííèõ (𝑑 ≥ 2) ó ïðîñòîðàõ Ëåáåãà
𝐿𝑞 çà ïåâíèõ îáìåæåíü ùîäî ïàðàìåòðiâ 𝑝, 𝑞 i 𝜃, à òàêîæ, ó âèïàäêó 𝑑 = 1
� ïðî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè êîëìîãîðîâñüêèõ i ëiíiéíèõ ïîïåðå÷íèêiâ
êëàñiâ 𝐵𝜔∞,𝜃 ó ïðîñòîði 𝐿𝑞, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞.

Äîñëiäæåííÿ ñòîñóþòüñÿ êëàñiâ 𝐵Ω
𝑝,𝜃, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

ñïåöèôi÷íî¨ ôóíêöi¨ Ω òèïó ìiøàíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó 𝑙, à

ñàìå Ω(𝑡) = 𝜔

(︂
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑗

)︂
, äå 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ R𝑑+, à 𝜔(·) � ôóíêöiÿ îäíi¹¨

çìiííî¨ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó 𝑙, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (𝑆𝛼)
i (𝑆𝑙) [3, 4] (òîäi ïèøåìî 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙).

Íåõàé 𝑋 � íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ ‖ · ‖𝑋 , ℒ𝑀 (𝑋) � ñóêóïíiñòü
ïiäïðîñòîðiâ â 𝑋, ðîçìiðíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 𝑀 , 𝐿(𝑋,𝐿𝑀 ) � ñó-
êóïíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü 𝑋 â 𝐿𝑀 ∈ ℒ𝑀 (𝑋) i 𝑊 �
öåíòðàëüíî�ñèìåòðè÷íà ìíîæèíà â 𝑋.

Âåëè÷èíà

𝜆𝑀 (𝑊,𝑋) := inf
𝐿𝑀∈ℒ𝑀 (𝑋)

Λ∈𝐿(𝑋,𝐿𝑀 )

sup
𝑤∈𝑊

‖𝑤 − Λ𝑤‖𝑋 ,

äå íèæíþ ãðàíü âçÿòî ïî âñiõ ïiäïðîñòîðàõ 𝐿𝑀 â ℒ𝑀 (𝑋) i âñiõ ëiíiéíèõ
íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðàõ Λ, ùî äiþòü ç 𝑋 â 𝐿𝑀 , íàçèâà¹òüñÿ лiнiйним 𝑀 –
поперечником ìíîæèíè 𝑊 ó ïðîñòîði 𝑋 [5].

Ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàòè, ÿêi óêëàäàþòüñÿ ó ïåðøó iç çàçíà÷åíèõ ÷à-
ñòèí äîïîâiäi.
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Теорема 1. Нехай 𝑑 ≥ 2, 1 < 𝑝 ≤ 2, 𝑝
𝑝−1 < 𝑞 < ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔

(︁ 𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑗

)︁
, де

𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙, 𝛼 > 1− 1
𝑞 , 𝑙 ∈ N. Тодi при 𝑞 < 𝜃 ≤ ∞ справедливе спiввiдношення

𝜆𝑀 (𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) ≍ 𝜔(2−𝑚)2𝑚( 1

2−
1
𝑞 )𝑚(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃 ),

де 𝑀 ≍ 2𝑚𝑚𝑑−1.

Теорема 2. Нехай 𝑑 ≥ 2, 2 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔
(︁ 𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑗

)︁
, де

𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙, 𝛼 >
1
𝑝 −

1
𝑞 , 𝑙 ∈ N. Тодi при 𝑞 < 𝜃 ≤ ∞ справедлива оцiнка

𝜆𝑀 (𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) ≍ 𝜔(2−𝑚) 2𝑚( 1

𝑝−
1
𝑞 )𝑚(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃 ).

де 𝑀 ≍ 2𝑚𝑚𝑑−1.
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