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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçðîáëåíî òåîðiþ ïîòåíöià-
ëiâ ïðîñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó
àñîöiéîâàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè. Ñèìåòðè÷íi
ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè â òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi-
÷íîãî òèïó âiäiãðàþòü òó æ ðîëü, ùî âiíåðiâ ïðîöåñ ÷è ïðîöåñ áðîóíiâñüêîãî
ðóõó â êëàñè÷íié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
ïàðàáîëi÷íîãî òèïó òà òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü. Ó çâ'ÿçêó ç öèì
âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ äîñèòü âàæëèâîþ çà-
äà÷åþ.

Â òåîði¨ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ïåðåòâîðåííÿ âiíåðîâîãî ïðîöåñó (÷è áiëüø
çàãàëüíîãî ïðîöåñó) ç äîïîìîãîþ, â ïåðøó ÷åðãó, çáóðåíü éîãî îïåðàòîðîì
ãðàäi¹íòà äîìíîæåíîãî íà äåÿêå âåêòîðíå ïîëå äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ìîäåëi ïðî-
öåñiâ, ùî ïåðåáóâàþòü ïiä âïëèâîì òàêèõ ïîëiâ. Òîìó çáóðåííÿ ñèìåòðè÷íîãî
ñòiéêîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì, ÿêèé âiäiãðà¹ ðîëü ãðàäi¹íòà â êëàñè÷íié òåî-
ði¨, âiäêðèâà¹ íîâi ìîæëèâîñòi äëÿ çàñòîñóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äî
ïîáóäîâè ðîç'ÿçêiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Äî-
ñëiäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ òàêèõ çáóðåíü ç îãëÿäó íà ¨õ âiäìiííiñòü âiä êëàñè÷íèõ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ àêòóàëüíèì çàâäàííÿì.

Íå äèâëÿ÷èñü íà äîñèòü äîâãó iñòîðiþ äîñëiäæåíü ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ çàëèøà¹òüñÿ ùå áàãàòî ïèòàíü ñòîñîâíî ¨õ âëàñòèâîñòåé, îñîáëèâî,
¨õ âiäìiííiñòü âiä âiíåðîâîãî ïðîöåñó, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì ñòiéêèì ïðîöåñîì ç
ãðàíè÷íî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà òàêîãî ïðîöåñó.

Âñi öi ïèòàííÿ òi¹þ ÷è iíøîþ ìiðîþ ðîçãëÿíóòi â äèñåðòàöi¨.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äîñëi-
äæåííÿ, ùî ñêëàäàþòü îñíîâó äèñåðòàöi¨, ïðîâîäèëèñü íà êàôåäðàõ ñòàòèñòè-
êè i âèùî¨ ìàòåìàòèêè òà ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄÂÍÇ
�Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà� â ðàì-
êàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì �Éìîâiðíiñíi òà ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåíü�
(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0109U008940), �Àíàëiòè÷íi òà ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè
â ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ i ñèñòåì� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U007236).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëi-
äæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ¨õ çâ'ÿçêó ç ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó òà âëàñòèâîñòåé ïåðåòâîðåíü
òàêèõ ïðîöåñiâ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íi ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè òà ïñåâäî-
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ òà ¨õ ïåðåòâîðåíü, ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
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ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàþòü ó ðîçâèíåííi òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ äëÿ ïñåâ-
äîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, àñîöiéîâàíèõ iç ñèìåòðè÷íè-
ìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè, ïîáóäîâi ïåðåòâîðåíü ñèìåòðè÷íèõ ñòié-
êèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïîâ'ÿçàíèõ iç çáóðåííÿì ¨õ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ, âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ â äèñåðòàöi¨
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ,
òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó,
òåîði¨ ìiðè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨,
ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi âïåðøå îòðèìàíî íàñòóïíi ðå-
çóëüòàòè:

� ïîáóäîâàíî òåîðiþ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè α-ñòiéêèìè
(1 < α < 2) âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè, çîêðåìà, äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi
ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, öåíòðàëüíîþ ç ÿêèõ ¹ òåîðåìà ïðî ñòðèáîê
éîãî êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó α − 1 çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ â
òî÷êàõ ïîâåðõíi-íîñiÿ ïîòåíöiàëó;

� ïîáóäîâàíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àòêîâî-êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó,
ïîâ'ÿçàíîãî iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì;

� ïîáóäîâàíî àäèòèâíi çáóðåííÿ ãåíåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðî-
öåñó ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ãðàäi¹íòà ïîðÿäêó α− 1 ç ìíîæíèêîì, ùî
¹ âåêòîðíèì ïîëåì, ÿêå çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ÷è îáìåæåíîþ, ÷è iíòå-
ãðîâíîþ â äåÿêîìó ñòåïåíi, ÷è óçàãàëüíåíîþ òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨, òà
äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ íàïiâãðóï ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïå-
ðàòîðiâ íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié;

� äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò îäíîâèìiðíèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì òà âèõîäó çi ñòàð-
òîâî¨ ïiâîñi, à òàêîæ äîñëiäæåíî ïðîöåñ, ÿêèé ïðè α = 2 çáiãà¹òüñÿ iç
ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ïðîöåñîì, îáiðâàíèì ó öi ìîìåíòè ÷àñó;

� äîâåäåíî ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ðîçïîäiëiâ ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi òà
êiëüêîñòi ïåðåòèíiâ äîâiëüíîãî ðiâíÿ äåÿêîþ ñëàáêî çáiæíîþ ïîñëiäîâ-
íîñòþ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ;

� ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ëîêàëüíîãî ÷àñó â íóëi òà ìiíiìiçàöi¨ ÷àñó
ïîòðàïëÿííÿ â íóëü âiíåðîâîãî ïðîöåñó ç ïåðåíîñîì.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöié-
íî¨ ðîáîòè ìàþòü çäåáiëüøîãî òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìîæóòü áóòè âè-
êîðèñòàíi ó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü, â äîñëiäæåííÿõ ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíî-åêî-
íîìi÷íèõ ÿâèù, à òàêîæ â ïåäàãîãi÷íié ïðàêòèöi ïðè ïiäãîòîâöi ôàõiâöiâ çà
ñïåöiàëüíîñòÿìè ãàëóçi çíàíü ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ
íà çàõèñò, îäåðæàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò, ùî âèêîíàíi ó
ñïiâàâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, ùî îäåðæàíi àâòîðîì
äèñåðòàöi¨.

Â ðîáîòàõ [1,5,6,8,11,12,15�17] Ì.I. Ïîðòåíêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà äåÿêèõ
ïðîáëåì òà ÷àñòêîâèé àíàëiç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â ðîáîòi [2] Ì.I. Ïîð-
òåíêó íàëåæèòü iäåÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà. Â ðîáîòi [10]
Ã.Ñ. Áiãóí ïîáóäóâàëà ãðàôiêè ùiëüíîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ çáóðåíié íàïiâãðóïi
îïåðàòîðiâ. Âêëàä ñïiâàâòîðiâ â ðåøòè ñïiëüíèõ ç àâòîðîì äèñåðòàöi¨ ðîáî-
òàõ ïðèáëèçíî ðiâíîçíà÷íèé. Ðåçóëüòàòè òà îñíîâíi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè â îïóáëiêîâàíèõ ðîáîòàõ âèêëàäåíi â ïîâíîìó îáñÿçi.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü
òà îáãîâîðþâàëèñü íà:

� íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ:
Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíî-
ñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 2010 � 2018); Çàñiäàííÿ âiä-
äiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2011); Âñåóêðà-
¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìàòåìàòèêè�(ßðåì÷å,
2011); Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç,
ñòîõàñòèêà�(Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2012); Íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà
100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ê. Ì. Ôiøìàíà òà Ì. Ê. Ôàãå (×åðíiâ-
öi, 2015); Stochastic Processes in Abstract Spaces International Conference
(Kyiv, 2015); International V. Skorobohatko mathematical conference (Dro-
gobych, 2015); International Conference on Di�erential Equations, Mathe-
matical Physics and Applications (Cherkasy, 2017); Modern Stochastics:
Theory and Applications. IV (Kyiv, 2018); International Conference ¾Sto-
chastic Equations, Limit Theorems and Statistics of Stochastic Processes¿,
dedicated to the 100th anniversary of I.I.Gikhman (Kyiv, 2018); VI Âñå-
óêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi Á.Â. Âàñèëèøèíà �Íåëiíiéíi ïðî-
áëåìè àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê � Ìèêóëè÷èí, 2018); Ñó÷àñíi ïðî-
áëåìè ìàòåìàòèêè òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîð-
ìàöiéíèõ òåõíîëîãiÿõ: Ìàòåìàòè÷íà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ,
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ïðèñâÿ÷åíà 50-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ×åðíiâå-
öüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (×åðíiâöi,
2018); çâiòíi êîíôåðåíöi¨ Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
(2006 � 2018);

� íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ:
�×èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà� (Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, âiääië òåî-
ði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, êåðiâíèê Äîðîãîâöåâ À.À.) 5 ÷åðâíÿ 2018, 4 âå-
ðåñíÿ 2018; �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà� (Êè¨â-
ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, êàôåäðà òåî-
ði¨ éìîâiðíîñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè, êåðiâíèê Ìiøó-
ðà Þ.Ñ.) 24 âåðåñíÿ 2018; ìiæêàôåäðàëüíîìó ñåìiíàði ôàêóëüòåòó ìà-
òåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè (Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò
iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, êåðiâíèê Çàãîðîäíþê À.Â.) 23 òðàâíÿ 2018.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèñâiòëåíi â 21 ñòàòòi, îïóáëiêîâàíèõ â
íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, ç ÿêèõ :

� çàðóáiæíi (ìiæíàðîäíi) âèäàííÿ, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus
i Web of Science � 2 ñòàòòi [1, 2];

� çàðóáiæíi (ìiæíàðîäíi) âèäàííÿ, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus
� 2 ñòàòòi [6, 15];

� âèäàííÿ Óêðà¨íè, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus i Web of Science
� 4 ñòàòòi [5, 8, 18,20];

� âèäàííÿ Óêðà¨íè, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus � 3 ñòàòòi
[7, 11,12];

� âèäàííÿ Óêðà¨íè, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Web of Science � 1
ñòàòòÿ [3];

� iíøi ôàõîâi âèäàííÿ Óêðà¨íè � 9 ñòàòåé [4, 9, 10,13,14,16,17,19,21];

à òàêîæ â 21 òåçàõ äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ [22�42].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, âñòó-
ïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, ïóíêòè òà ïiäïóíêòè, âèñíîâêiâ,
ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 107 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã
ðîáîòè � 329 ñòîðiíîê, â òîìó ÷èñëi 286 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.
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ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi âèñâiòëåíî àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ, çâ'ÿçîê äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ,
âiäçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ó äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ, âèîêðåìëåíî
îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà âêàçàíî óñòàíîâè é îðãàíiçàöi¨, äå äîïîâiäà-
ëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîäàíî êîðîòêèé îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòà-
òiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìàòèêè ðîáîòè. Âií äîçâîëèòü äàòè óÿâëåííÿ ïðî ñó÷à-
ñíèé ñòàí äîñëiäæåíü ç äàíî¨ òåìàòèêè òà ïðî ìiñöå ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè ó ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíî¨ ïðîáëåìè. Êðiì òîãî, òóò ââåäåíî íåîáõiäíi
òåðìiíè, ñôîðìóëüîâàíî ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà ðåçóëüòàòè, äîâåäåíî äåÿêi
äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ ðîçóìiííÿ ðîáîòè, çðîáëåíî êîðî-
òêèé îãëÿä äèñåðòàöi¨.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðî-
ñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîâ'ÿçà-
íèõ iç ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè â Rd, d ≥ 1. ßê i â
êëàñè÷íié òåîði¨ ïîòåíöiàëó äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, çãà-
äàíi ïîòåíöiàëè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äðó-
ãî¨ (òèïó Íåéìàíà) òà òðåòüî¨ (çìiøàíî¨) ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, à òàêîæ
äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ iíøèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó äëÿ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó âèäó

∂

∂t
u(t, x) = Au(t, ·)(x), (1)

äå A � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ñèìâîë ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ
(−c|ξ|α)ξ∈Rd ç äåÿêèìè ñòàëèìè c > 0 òà α ∈ (1, 2). Öåé îïåðàòîð ¹ iíôiíiòå-
çèìàëüíèì îïåðàòîðîì ñòàíäàðòíîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà (x(t),Mt,Px), t ≥ 0,
x ∈ Rd, ùî çâåòüñÿ ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì.

Íåõàé S � äåÿêà äâîñòîðîííÿ âèìiðíà ïîâåðõíÿ. Ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî
øàðó ç ãóñòèíîþ (ψ(t, x))t>0,x∈S íà ïîâåðõíi S íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ Rd,

äå ôóíêöiÿ (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,x∈Rd � ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó
(x(t))t≥0, à âíóòðiøíié iíòåãðàë ¹ ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì ïåðøîãî ðîäó.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ äâi îñíîâíi ñèòóàöi¨: ïåðøà, êîëè
d ≥ 2 i ïîâåðõíÿ S ¹ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ ç äåÿêèì
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γ ∈ (0, 1); äðóãà, êîëè íîñié ïîòåíöiàëó � ãiïåðïëîùèíà (âêëþ÷íî ç òî÷êîþ
ó âèïàäêó d = 1).

Iñíóâàííÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ ùîäî éîãî ãó-
ñòèíè óìîâè |ψ(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1.

Äîâåäåíi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi òàêîãî ïîòåíöiàëó. Ôóíêöiÿ v ¹ íåïåðåðâ-
íîþ íà (t, x) ∈ (0,∞) × Rd; â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞) × (Rd \ S) öÿ ôóíêöiÿ
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1). Öåíòðàëüíèì ìiñöåì â òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî
øàðó ¹, òàê çâàíà, òåîðåìà ïðî ñòðèáîê éîãî êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ (â íàøîìó
âèïàäêó ïîðÿäêó α− 1) â òî÷êàõ ïîâåðõíi S.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (gν(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðåçóëüòàò äi¨ íà ôóíêöiþ g(t, x, y)
çà àðãóìåíòîì x îïåðàòîðà Bν, ùî çàäà¹òüñÿ ñèìâîëîì (i|ξ|α−2(ξ, 2cν))ξ∈Rd.
Öåé îïåðàòîð ¹ àíàëîãîì êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ â êëàñè÷íié òåîði¨ (ïðè α =
2). Òàê ìè éîãî i áóäåìî íàçèâàòè.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî S � çàìêíåíà îáìåæåíà ïîâåðõíÿ â Rd êëàñó H1+γ,
ùî ðîçäiëÿ¹ ìíîæèíó Rd \ S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè D i Rd \ D̄, à
(ψ(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó |ψ(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1, òî ïðè
ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x0 ∈ S ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→x0±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy =

=∓ ψ(t, x0) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy,

(2)

äå ν(x0) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi S â òî÷öi x0,
à x → x0+ (âiäïîâiäíî x0−) îçíà÷à¹, ùî x íàáëèæà¹òüñÿ äî x0 âçäîâæ
äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi
K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x0, òàêîìó, ùî K ⊂ (Rd \ D̄)∪ {x0} (âiäïîâiäíî
K ⊂ D ∪ {x0}).

Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (2) çâåòüñÿ ïðÿìèì çíà÷åííÿì ðåçóëü-
òàòó äi¨ îïåðàòîðà Bν(x0) íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â òî÷öi x0 ∈ S. Àíàëîã
öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ãiïåðïëîùèíè ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} ç äåÿêèì îäèíè÷íèì âåêòî-
ðîì ν ∈ Rd, à (ψ(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |ψ(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
z→x±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, z, y)ψ(τ, y) dσy = ∓ψ(t, x) (3)
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äëÿ âñiõ t > 0 òà x ∈ S, äå z → x+ (âiäïîâiäíî, z → x−) îçíà÷à¹, ùî
z íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ùî ëåæèòü â ñêií÷åííîìó
çàìêíåíîìó êîíóñi K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x òàêîìó, ùî K ⊂ {z ∈ Rd :
(z, ν) > 0} ∪ {x} (âiäïîâiäíî, K ⊂ {z ∈ Rd : (z, ν) < 0} ∪ {x}).

Âiäñóòíiñòü â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3) ïðÿìîãî çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòó äi¨
îïåðàòîðà Bν íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â òî÷öi x ∈ S ¹ íàñëiäêîì ðiâíîñòi

gν(t, x, y) =
2

α

(y − x, ν)

t
g(t, x, y),

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.
Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) òà éìîâiðíiñíi ïðåäñòàâëåííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ.
Íåõàé S � äåÿêà ãëàäêà ïîâåðõíÿ â Rd, ÿêà äiëèòü ìíîæèíó Rd íà äâi

÷àñòèíè D+ òà D− òàê, ùî Rd = D+ ∪ S ∪ D−, à ν(x) � îðò íîðìàëi äî S
â òî÷öi x ∈ S íàïðàâëåíî¨ â ñòîðîíó D+. Ðîçãëÿäà¹ìî äâi ñèòóàöi¨: ïåðøà,
êîëè S ¹ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1), à
äðóãà, êîëè S � ãiïåðïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò (ùî
íåñóòò¹âî) îðòîãîíàëüíî äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà ν (òîäi
ν(x) = ν ïðè âñiõ x ∈ S).

Çàäàâøè íà S äåÿêi íåïåðåðâíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (q(x))x∈S òà (r(x))x∈S
(r(x) ≥ 0, x ∈ S), à òàêîæ, çàôiêñóâàâøè äåÿêó ôóíêöiþ ϕ ∈ Cb(Rd) (òàê
ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà Rd),
ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, ÿêà çà-
äîâîëüíÿ¹:

(i) ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

∂u(t, x, ϕ)

∂t
= Au(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd \ S;

(ii) ïî÷àòêîâó óìîâó: u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd;

(iii) ãðàíè÷íó óìîâó: ïðè t > 0, x ∈ S

1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ).

ßê i âèùå, â óìîâi (iii) ïiä çàïèñîì f(x+) (âiäïîâiäíî f(x−)) ðîçóìi¹ìî ãðà-
íèöþ ôóíêöi¨ (f(y))y∈Rd â òî÷öi x ∈ S, ÿêùî y íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ
äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi K â
Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x òàêîìó, ùî K ⊂ D+∪{x} (âiäïîâiäíî K ⊂ D−∪{x}).
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Òàêó çàäà÷ó ìè íàçèâà¹ìî òðåòüîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ïñåâäî-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1). Ïðè r(x) ≡ 0 âîíà ñòà¹ äðóãîþ ïî÷àòêîâî-
êðàéîâîþ çàäà÷åþ.

Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçó¹ìî ç âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî
øàðó òà òåîðåìè ïðî ñòðèáîê êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó α− 1 îñòàííüî-
ãî. Ïðè öüîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ îêðåìî âèïàäîê q(x) ≡ 0, öå � òàê çâàíà ñèìå-
òðè÷íà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à, òà âèïàäîê r(x) ≡ 0 � äðóãà ïî÷àòêîâî-
êðàéîâà çàäà÷à. Êîæíîãî ðàçó íàñ öiêàâèòèìå ïèòàííÿ ïðî éìîâiðíiñíi ñåíñ
òà ïðåäñòàâëåííÿ âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Â ïåðøîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ äðóãà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà
çàäà÷à. Ãðàíè÷íà óìîâà â íié âèãëÿäà¹ òàê

(iv) (1 + q(x))Bν(x)u(t, ·)(x+)− (1− q(x))Bν(x)u(t, ·)(x−) = 0
ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

ũ(t, x) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy, (4)

äå ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t>0,x∈Rd ïîòðåáó¹ âèçíà÷åííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâî-
ñòi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó (â òîìó ÷èñëi i òåîðåìó ïðî ñòðèáîê), ïðèõîäèìî
äî âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t>0,x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ψ(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ S,

ÿêå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Íåõàé

ψ0(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S, (5)

à äëÿ n ≥ 1

ψn(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψn−1(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ S. (6)
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Òåîðåìà 2.6. ßêùî S � ïîâåðõíÿ â Rd, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.2,
(q(x))x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, à ϕ ∈ Cb(Rd), òî
ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à (i), (ii), (iv) ìà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çîáðàæà-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4) ç ôóíêöi¹þ ψ, âèçíà÷åíîþ ç äîïîìîãîþ ðÿäó ψ(t, x) =
∞∑
n=0

ψn(t, x), ÷ëåíè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (5), (6).

Àíàëîãi÷íî, â äðóãîìó ïóíêòi ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (i), (ii), (iv).

Òåîðåìà 2.7. Ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, çàäàíà ðiâíiñòþ

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

äå (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd)

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i), (ii), (iv).

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g̃ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà

g̃(s+ t, x, y) =

∫
Rd

g̃(s, x, z)g̃(t, z, y) dz

äëÿ âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd, i, êðiì òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ òîòî-

æíiñòü
∫
Rd

g̃(t, x, y) dy ≡ 1. Àëå êðiì äîäàòíiõ çíà÷åíü âîíà ìîæå ïðèéìàòè i

âiä'¹ìíi. Òàêèì ÷èíîì, ñòâåðäæóâàòè ïðî iñíóâàííÿ òàêîãî ïðîöåñó Ìàðêî-
âà, äëÿ ÿêîãî ïîáóäîâàíèé â Òåîðåìi 2.7 ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóâ áè
ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó, ìè íå ìîæåìî. Òóò ìîæíà ãîâîðèòè òiëüêè
ïðî �ïñåâäîïðîöåñ�.

Äëÿ äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó ãðàíè÷íî¨ óìîâè íà ãi-
ïåðïëîùèíi ìà¹ìî òàêi æ ðåçóëüòàòè.

Â òðåòüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà
çàäà÷à ç îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ, γ ∈ (0, 1) â ÿêîñòi
ãðàíèöi. Ãðàíè÷íà óìîâà â öié çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

(v)
1

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)− 1

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ),

ïðè t > 0, x ∈ S.
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Çáóðþþ÷è iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêî-

âîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ r(·)δS, â ÿêié δS ¹ óçàãàëüíå-
íîþ ôóíêöiþ � äåëüòà-ôóíêöi¹þ íà ïîâåðõíi S, îäåðæó¹ìî ïðîöåñ Ìàðêîâà
(x̂(t))t≥0, óòâîðåíèé ç (x(t))t≥0 óáèâàííÿì ç iíòåíñèâíiñòþ (r(x))x∈S îñòàí-
íüîãî íà ïîâåðõíi S. Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd

òàêîãî ïðîöåñó çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)ĝ(τ, z, y)r(z) dσz. (7)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7) áóäó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Êðiì òîãî,
äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy = Exϕ(x(t))e−ηt(r), (8)

äå (ηt(r))t≥0 � W-ôóíêöiîíàë ç õàðàêòåðèñòèêîþ

ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy.

Öå íàñëiäîê ôîðìóëè Ôåéíìàíà-Êàöà òà äîâåäåíî¨ íàñòóïíî¨ àïðîêñèìàöié-
íî¨ ëåìè. Äëÿ âèìiðíî¨ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd òàêî¨, ùî
ïðè êîæíîìó T > 0 âèêîíó¹òüñÿ sup

0≤t≤T,x∈Rd
|ψ(t, x)| < ∞, ðîçãëÿíåìî ¨¨ ïåðå-

òâîðåííÿ

ψh(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y)vh(y) dy, t > 0, x ∈ Rd, h > 0, (9)

â ÿêîìó vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)r(y) dσy.

Ëåìà 2.8. Äëÿ äàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0 òà T > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî
δ > 0, ùî íåðiâíiñòü |ψh(t′, x′) − ψh(t, x)| < ε âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0,
t′ ∈ (0, T ], t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd, x ∈ Rd i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd ç
âëàñòèâiñòþ sup

0≤t≤T,x∈Rd
|ψ(t, x)| < L, ÿêùî òiëüêè |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Òåîðåìà 2.9. Ïîáóäîâàíà âèùå ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ôóíäàìåí-
òàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i), (ii), (v).
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Ñèìåòðè÷íà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ íà ãi-

ïåðïëîùèíi ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ÷åòâåðòîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó. �äèíà âiä-
ìiííiñòü öi¹¨ ñèòóàöi¨ âiä ïîïåðåäíüî¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäïîâiäíà àïðîêñè-
ìàöiéíà ëåìà ó âèïàäêó d ≥ 2 ñòâåðäæó¹ òiëüêè ëîêàëüíó ïî ïðîñòîðîâié
çìiííié êîìïàêòíiñòü ïåðåòâîðåííÿ òèïó (9).

Ïîçíà÷èìî BR = {y ∈ Rd : |y| ≤ R} äëÿ R > 0 òà BC
R = Rd \BR.

Ëåìà 2.11. ßêùî d ≥ 2, òî äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0, T > 0 òà
R > 0 iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî íåðiâíiñòü |ψh(t′, x′)− ψh(t, x)| < ε ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0, t ∈ [0, T ], t′ ∈ [0, T ], x ∈ BR, x

′ ∈ BR òà âñiõ
âèìiðíèõ ôóíêöiÿõ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd, ùî âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|ψ(t, x)| ≤ L,

ÿêùî òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Ï'ÿòèé ïóíêò ïðèñâÿ÷åíèé çàãàëüíié òðåòié ïî÷àòêîâî-êðàéîâié çàäà÷i
(i) � (iii) ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ íà îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi êëàñó H1+γ,
γ ∈ (0, 1).

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i áóäó¹òüñÿ ÿê ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ïàðè ðiâíÿíü (t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗(τ, z, y)r(z) dσz, (10)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g∗(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz, (11)

â ÿêèõ ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd � òà æ, ùî ¨¨ âèçíà÷åíî âèùå (ôóíäà-
ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i).

Ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (10), (11) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó

g∗(t, x, y) =
∞∑
k=0

(−1)kg∗k(t, x, y), (12)

äå g∗0(t, x, y) = g̃(t, x, y), à ïðè k ≥ 1

g∗k(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗k−1(τ, z, y)r(z) dσz =

=

t∫
0

dτ

∫
S

g∗k−1(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz.
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Òåîðåìà 2.15. Ôóíêöiÿ (g∗(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, çàäàíà ðiâíiñòþ (12), ¹ ôóí-
äàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i) � (iii).

ßê óæå çàçíà÷àëîñü, ôóíêöiÿ g̃ íå ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïå-
ðåõîäó æîäíîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà. Àëå ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîþ äëÿ ïñåâ-
äîïðîöåñó (y(t))t≥0 i, òîìó, ôóíêöiÿ g∗ ïîâèííà áóòè ïîâ'ÿçàíà ç öèì ïñåâäî-
ïðîöåñîì çà àíàëîãi¹þ ç (8) òàê, ùî∫

Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy = E∗xϕ(y(t))e−η
∗
t (r), t > 0, x ∈ Rd,

äå E∗x ïîçíà÷à¹ �ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ� âiäíîñíî ïñåâäîïðîöåñó (y(t))t≥0 à
(η∗t (r))t≥0 � äåÿêèé �àäèòèâíèé ôóíêöiîíàë âiä íüîãî�.

Ñèòóàöiÿ ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä öi¹¨, ÿê âèäíî
ç øîñòîãî ïóíêòó.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïîáóäîâè ëèïó÷î¨ ìåìáðà-
íè äëÿ ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (x(t),Mt,Px), t ≥ 0,
x ∈ Rd, ÿê íà ãiïåðïëîùèíi, òàê i íà êðèâié ïîâåðõíi. Òóò ç äîïîìîãîþ âè-
ïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó ïîáóäîâàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ (x̂(t),M̂t,Px), t ≥ 0,
x ∈ Rd, ðåçóëüòàò äi¨ ðåçîëüâåíòíîãî îïåðàòîðà ÿêîãî Û(λ, x, ϕ) = R̂λϕ(x) =
∞∫

0

e−λtExϕ(x̂(t)) dt íà êîæíó îáìåæåíó ãåëüäåðîâó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈Rd, çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(I) λÛ(λ, x, ϕ)− ϕ(x) = AÛ(λ, ·, ϕ)(x) ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ Rd \ S;

(II) λÛ(λ, x, ϕ)− ϕ(x) =
1

2p(x)

[
Bν(x)Û(λ, ·, ϕ)(x+)−Bν(x)Û(λ, ·, ϕ)(x−)

]
ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ S,

äå (p(x))x∈S � äåÿêà äîäàòíà ôóíêöiÿ.
Öåé ôàêò ìîæíà ðîçóìiòè, ÿê òå, ùî ïðîöåñ (x̂(t))t≥0 ïðîâîäèòü íà ïî-

âåðõíi S íåíóëüîâèé ÷àñ.
Â ïåðøîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

V (λ, x, ψ) =

∞∫
0

e−λtv(t, x, ψ) dt =

∫
S

G(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy,

äå G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, t) dt, Ψ(λ, x) =

∞∫
0

e−λtψ(t, x) dt, òà éîãî âëàñòèâî-

ñòi. Çîêðåìà, ôóíêöiÿ (V (λ, x, ψ))λ>0,x∈Rd íåïåðåðâíà òà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-
ííÿ AV (λ, ·, ψ)(x) = λV (λ, x, ψ), λ > 0, x ∈ Rd \ S. Âiäïîâiäíèê òåîðåìè
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ïðî ñòðèáîê äëÿ îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi êëàñóH1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1)
ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 2.17. Íåõàé îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ S íàëåæèòü äî êëàñó
H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S � îáìåæåíà i íåïåðåðâ-
íà íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ S ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

Bν(x)V (λ, ·, ψ)(x±) =

∫
S

Gν(x)(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy ∓Ψ(λ, x),

ïðè âñiõ λ > 0.

ßêùî S � ãiïåðïëîùèíà, òî ïðè d ≥ 2 ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 2.18. ßêùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S � îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà
âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ S ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ BνV (λ, ·, ψ)(x±) = ∓Ψ(λ, x), ïðè âñiõ λ > 0.

Ïî ñóòi òå æ ñàìå òâåðäæåííÿ ìà¹ìî i äëÿ d = 1. Â öüîìó âèïàäêó S = {0}
i ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

v(t, x, ψ) =

t∫
0

g(t− τ, x, 0)ψ(τ) dτ, t > 0, x ∈ R,

â ÿêié (ψ(t))t>0 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |ψ(t)| ≤
Ct−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0, β < 1.

Òåîðåìà 2.19. ßêùî ôóíêöiÿ (ψ(t))t≥0 îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà [0,∞), òî
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→0±

2c

∞∫
0

e−λtBv(t, ·, ψ)(x) dt = ∓
∞∫

0

e−λtψ(t) dt.

ïðè êîæíîìó λ > 0.

Îñòàííi äâà ïóíêòè öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíi âèâ÷åííþ W-ôóíêöiîíà-

ëó (ηt(p))t≥0 ç õàðàêòåðèñòèêîþ ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)p(y) dσy, t ≥ 0, x ∈

Rd, äå (p(x))x∈S � äåÿêà äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ (äîäàòêîâî îáìåæåíà
ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè), òà ïîáóäîâi ïðîöåñó (x̂(t),M̂t,Px), äå x̂(t) = x(ζt),
M̂t =Mζt, à ζt = inf{s ≥ 0 : s+ ηs(p) ≥ t}.
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Òåîðåìà 2.21. Ó âèïàäêó d ≥ 2 äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ãåëüäåðîâî¨ ôóí-

êöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ôóíêöiÿ Û(λ, x, ϕ) =

∞∫
0

e−λtExϕ(x̂(t)) dt, λ > 0, x ∈ Rd, ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (I), (II).

ßêùî d = 1, òî ìà¹ìî S = {0}, p(x) ≡ p ∈ (0,∞) i

ft(x) = p

t∫
0

g(τ, x, 0) dτ, t > 0, x ∈ R.

Òîäi ôóíêöiîíàë (ηt(p))t≥0 ¹ äîìíîæåíèì íà p ëîêàëüíèì ÷àñîì ïðîöåñó
(x(t))t≥0 â íóëi (ïî÷àòêó êîîðäèíàò). Òâåðäæåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè çàëè-
øà¹òüñÿ áåç çìií.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ àäèòèâíi çáóðåííÿ iíôiíiòåçèìàëü-
íîãî îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç äîïîìîãîþ
îïåðàòîðà (a(·),B), äå âåêòîðíèé îïåðàòîð B âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñèìâîëîì
(i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd òà (a(x))x∈Rd � äåÿêà Rd-çíà÷íà ôóíêöiÿ.

Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x) + (a(x),Bu(t, ·)(x)) (13)

â îáëàñòi t > 0, x ∈ Rd.
Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i øóêà¹òüñÿ ÿê ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

íàñòóïíî¨ ïàðè ðiâíÿíü (ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)(a(z),Bĝ(τ, ·, y)(z)) dz,

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

ĝ(t− τ, x, z)(a(z),Bg(τ, ·, y)(z)) dz.

(14)

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî çáóðåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì (a(x))x∈Rd �
ôóíêöi¹þ ç Lp(Rd).

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ôóíêöiÿ (a(x))x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: a ∈ Lp(Rd) ç
äåÿêèì p > d+ α (ìîæëèâî, p =∞).

Çáóðåííÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd iñíó¹ òà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
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� çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà∫

Rd

ĝ(t, x, z)ĝ(s, z, y) dz = ĝ(t+ s, x, y), t > 0, s > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd;

� ÿê ôóíêöiÿ òðåòüîãî àðãóìåíòà (ïðè ôiêñîâàíèõ ïåðøèõ äâîõ) ¹ àá-

ñîëþòíî iíòåãðîâíèì i

∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy ≡ 1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ ñêîíñòðóþâàòè óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê
çãàäàíî¨ âèùå çàäà÷i Êîøi.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé çàäàíi ôóíêöi¨ â òà ã, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Òåîðå-
ìè 3.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ĝ òà g̃ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü òèïó (14), â ÿêèõ ôóíêöiÿ
a çàìiíåíà íà â òà ã, âiäïîâiäíî. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y)| ≤ HT‖â− ã‖p
t1−

d
αp

(t
1
α + |y − x|)d+α−1

,

ÿêùî p > d+ α ñêií÷åííå, ÷è

|ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y)| ≤ HT‖â− ã‖∞
t

(t
1
α + |y − x|)d+α−1

,

ÿêùî p = ∞, íà ìíîæèíi (0, T ] × Rd × Rd äëÿ êîæíîãî T > 0, äå äîäàòíà
ñòàëà HT çàëåæèòü òiëüêè âiä c, α, ‖â‖p, ‖ã‖p, T .

Íàñëiäîê 3.3.1. Íåõàé ϕ ∈ Cb(Rd) òà ĝ, g̃ òàêi æ, ÿê â Òåîðåìi 3.1. Ïî-

êëàäåìî û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, ũ(t, x) =

∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy. Òîäi ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü (âêëþ÷íî ç p =∞)

|û(t, x)− ũ(t, x)| ≤ LT sup
y∈Rd
|ϕ(y)|‖â− ã‖p

ïðè x ∈ Rd, 0 < t ≤ T äëÿ êîæíîãî T > 0. Òóò LT � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà,
ùî ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T .

Íåõàé Rd-çíà÷íà ôóíêöiÿ (a(x))Rd çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ‖a‖p < ∞ äëÿ äå-
ÿêîãî p > d + α. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié an ∈ C∞0 (Rd) òàêà, ùî
‖an − a‖p → 0, ÿêùî n → ∞. Âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 3.3.1 ìî-
æåìî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ û(t, x) ðiâíiñòþ û(t, x) = lim

n→∞
ûn(t, x), äå ûn(t, x) ¹
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ðîçâ'ÿçêîì ññôîðìóëüîâàíî¨ âèùå çàäà÷i Êîøi ç ôóíêöi¹þ an â êîåôiöi¹íòi.
Òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 3.3 îçíà÷à¹, ùî

û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy,

äå ĝ(t, x, y) ¹ çáóðåííÿì (ç ôóíêöi¹þ a) ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñèìå-
òðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ñàìå â öüîìó ñåíñi ìè ãîâîðèìî,
ùî ôóíêöiÿ û(t, x) ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå çàäà÷i
Êîøi.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi áóäó¹òüñÿ çáóðåííÿ çi ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì a(x) ≡ a.

Òåîðåìà 3.6. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (13) çi ñòàëîþ ôóíêöi-
¹þ a(x) = a ∈ Rd çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ĝ(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp
{
i(|λ|α−2t a+ x− y, λ)− c t|λ|α

}
dλ,

ïðè t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Òðåòié ïiäðîçäië öüîãî ðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi çáóðåííÿ ç êîåôiöi-
¹íòîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi.

Íåõàé â ïðîñòîði Rd (d ≥ 2) çàäàíà äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ
S êëàñó H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν(x) îäèíè÷íèé âåêòîð
çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi S â ¨¨ òî÷öi x. Íåõàé (q(x))x∈S � äåÿêà íåïå-
ðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.

Çàäàâøè ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

äå ôóíêöiÿ (w(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

â ÿêîìó gν(x)(t, x, y) = Bν(x)g(t, ·, y)(x) =
(y − x, ν(x))

cαt
g(t, x, y), âèçíà÷èìî

ñiì'þ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0 çàäàíèõ íà îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ
ôóíêöiÿõ ϕ íà Rd ðiâíiñòþ

T̂tϕ(x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (15)
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Òåîðåìà 3.7. Äëÿ êîæíîãî t > 0, îïåðàòîð T̂t âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (15) ¹

ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì íà Cb(Rd) òà ¨õ ñóêóïíiñòü (T̂t)t>0 óòâî-
ðþ¹ íàïiâãðóïó.

Íåõàé δS � äåëüòà-ôóíêöiÿ çîñåðåäæåíà íà ïîâåðõíi S. Ïðè÷îìó ââàæà-
òèìåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ δS ñèìåòðè÷íà â òîìó ñåíñi, ùî ¨¨ äiÿ ïîøè-
ðþ¹òüñÿ íà ôóíêöiþ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ψ(x))x∈Rd, ÿêà ìà¹ ðîçðèâè òèïó
ñòðèáêiâ íà ïîâåðõíi S, çà ïðàâèëîì

〈δS, ψ〉 =
1

2

∫
S

(ψ(x+) + ψ(x−)) dσ.

Òåîðåìà 3.9. Îïåðàòîð A + q(·)δSBν(·) ¹ ñëàáêèì ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè

(T̂t)t>0.

Ñèòóàöiÿ ç ãiïåðïëîùèíîþ, ÿê íîñi¹ì äåëüòà-ôóíêöi¨, íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹-
òüñÿ âiä îïèñàíî¨, çâè÷àéíî, êðiì äåÿêèõ ìîìåíòiâ â äîâåäåííÿõ âiäïîâiäíèõ
òâåðäæåíü.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü
îäíîâèìiðíèõ ñèìåòðè÷íèõ α-ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ôîðìóþòüñÿ îñíîâíi îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ ïîâ'ÿçàíi
ç ðîçãëÿäóâàíèì ïðîöåñîì.

ßê i âèùå, ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x(t),Mt,Px) ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé âèïàä-
êîâèé ïðîöåñ ç ïîêàçíèêîì α. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ìîìåíòè çóïèíêè öüîãî
âèïàäêîâîãî ïðîöåñó:

τ 0 = inf{s ≥ 0 : x(s) = 0} � ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â 0 ,
σ = inf{s ≥ 0 : x(s) · x(0) ≤ 0} � ìîìåíò ïåðøîãî âèõîäó ç ïiâîñi .

Îäíî÷àñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g∗(t, x, y) = g(t, x, y) − g(t,−|x|, |y|), çàäàíó
ïðè t > 0, x 6= 0 òà y 6= 0. Öå ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà
(x∗(t),M∗

t , τ
∗,P∗x) ó ôàçîâîìó ïðîñòîði R0 = {x ∈ R : x 6= 0} iç σ-àëãåáðîþ

B(R0) âñiõ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí R0. Òóò τ ∗ ¹ ÷àñîì iñíóâàííÿ âèïàäêîâîãî
ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 àáî ìîìåíòîì ÷àñó, êîëè öåé ïðîöåñ çíèêà¹ ç ïðîñòîðó R0.

Äîáðå âiäîìî, ùî ó âèïàäêó α = 2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü τ 0 = σ Px-ì.í.
äëÿ êîæíîãî x ∈ R, òà ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Px ({x(t) ∈ Γ} ∩ {σ > t}) = Px
(
{x(t) ∈ Γ} ∩ {τ 0 > t}

)
=

=

∫
Γ

g∗(t, x, y) dy (16)

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0). ßêùî α < 2, òî τ 0 òà σ ñòàþòü ðiçíèìè,
à ôóíêöiÿ g∗ íå ïîâ'ÿçàíà ñïiââiäíîøåííÿìè (16) íi ç τ 0, íi ç σ.
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Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi îáãîâîðþþòüñÿ ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç ëîêàëüíèì ÷àñîì

â íóëi îäíîâèìiðíîãî ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ïîçíà-
÷èìî éîãî ÷åðåç (ηt)t≥0.

Íåõàé ôóíêöiÿ (g(µ)(t, x, y))t>0,x∈R,y∈R äëÿ êîæíîãî µ > 0 òàêà, ùî äëÿ
êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈R âèêîíó¹òüñÿ∫

R

g(µ)(t, x, y)ϕ(y) dy = Exϕ(x(t))e−µηt, t > 0, x ∈ R.

Ïîêëàäåìî ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ R òà y ∈ R

G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, y) dt, G(µ)(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(µ)(t, x, y) dt.

Âñòàíîâëåíà íàñòóïíà ðiâíiñòü,

G(µ)(λ, x, y) = G(λ, x, y)− µ

1 + µG(λ, 0, 0)
G(λ, x, 0)G(λ, 0, y),

ÿêà âèÿâèëàñü êîðèñíîþ â äîâåäåííi áàãàòüîõ òâåðäæåíü öüîãî ðîçäiëó.
Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íîãî α-

ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, çîêðåìà, àñèìïòîòè-
÷íà ôîðìóëà äëÿ ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó öüîãî ïðîöåñó òà ôîðìóëà
Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà.

×åòâåðòèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿ-
ííÿ ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 4.1. Ïðè âñiõ λ > 0 òà x ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Exe−λτ
0

= κλ1−1/αG(λ, x, 0),

â ÿêié κ = c1/αα sin
π

α
.

Íàñëiäîê 4.1.1. Äëÿ êîæíîãî x ∈ R0 ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ 0 ìà¹

ùiëüíiñòü âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà f 0(t, x) = κD1−1/α
t g(t, x, 0).

Ïîçíà÷èìî éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó ïðîöåñó (x0(t))t≥0 ÷åðåç P 0(t, x,Γ) äëÿ
t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0).

Òåîðåìà 4.2. Ðiâíiñòü P 0(t, x,Γ) =

∫
Γ

g0(t, x, y) dy ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ t >
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0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0), äå g0 çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

g0(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

f 0(s, x)g(t− s, 0, y) ds =

= g(t, x, y)−
t∫

0

g(s, x, 0)f 0(t− s, y) ds

äëÿ t > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Òåîðåìà 4.3. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà äëÿ ÿäðà ïîòåíöiàëó ïðî-
öåñó (x0(t))t≥0

∞∫
0

g0(t, x, y) dt =
Γ(2− α)

πc(α− 1)
sin

πα

2

(
|x|α−1 + |y|α−1 − |y − x|α−1

)
ïðè x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Ïîêëàäåìî βt = max{s ≥ 0 : ηs = t}, t ≥ 0.

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ λ > 0, t > 0 òà x ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Exe−λβt = κλ1−1/αG(λ, x, 0) exp
{
−κλ1−1/αt

}
.

Çîêðåìà, E0e
−λβt = exp

{
−κλ1−1/αt

}
, λ > 0, t > 0. Iíøèìè ñëîâàìè, (βt)t≥0 ¹

îäíîâèìiðíèì ñòiéêèì ïðîöåñîì ç ïîêàçíèêîì 1− 1

α
çà óìîâè, ùî x(0) = 0.

Â ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäêîâèé ïðîöåñ (x∗(t))t≥0. Ðîçïî-
äië ÷àñó iñíóâàííÿ öüîãî ïðîöåñó çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ç íàñòóïíîãî òâåðäæåí-
íÿ.

Òåîðåìà 4.5. Äëÿ t > 0 òà x ∈ R0 ìà¹ìî P∗x(τ ∗ ≤ t) =

t∫
0

2|x|
αs

g(s, x, 0) ds.

Äàëi îá ðóíòîâó¹òüñÿ âiäìiííiñòü ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí σ òà τ ∗

ó âèïàäêó 1 < α < 2.

Òåîðåìà 4.6. Ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí σ òà τ ∗ ðiçíi, ÿêùî
1 < α < 2.
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Íåõàé (f ∗(t, x))t>0 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R0 îçíà÷à¹ ùiëüíiñòü

ðîçïîäiëó âiäíîñíî ìiðè P∗x âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ ∗. Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ
ïîêàçóþòü ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü âèïàäêiâ 1 < α < 2 òà α = 2.

Òåîðåìà 4.7. ßêùî 1 < α < 2, òî ïðåäñòàâëåííÿ

f ∗(t, x) =

∫
R0

g∗(t, x, y)v(y) dy, t > 0, x ∈ R0, (17)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ v(x) =
2c

π
Γ(α) sin

πα

2
|x|−α, x ∈ R0.

Òåîðåìà 4.8. ßêùî α = 2, òî ôóíêöiÿ v â (17) ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ,
÷èÿ äiÿ íà îñíîâíó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈R0

, ÿêà ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ, òàêîþ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ϕ(0−) = ϕ(0+) = 0 òà ãðàíèöi ϕ′(0−) i ϕ′(0+) iñíóþòü,
âiäïîâiäíî äî íàñòóïíîãî ïðàâèëà 〈v, ϕ〉 = c (ϕ′(0+)− ϕ′(0−)) .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

F ∗t (x) =

t∫
0

f ∗(s, x) ds, t ≥ 0, x ∈ R0. (18)

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ W-ôóíêöi¹þ äëÿ ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 ïðè êîæíîìó α ∈ (1, 2]. Àëå
sup
x∈R0

F ∗t (x) = 1, t > 0.

Ïðè 1 < α < 2 ìà¹ìî

E∗x

t∫
0

v(x∗(s)) ds =

t∫
0

f ∗(s, x) ds = F ∗t (x), t > 0, x ∈ R0,

i, îòæå, â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ W-ôóíêöiîíàë (ζt)t≥0 âiä ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 ç
õàðàêòåðèñòèêîþ (18).

Òåîðåìà 4.10. Ó âèïàäêó α = 2 íå iñíó¹ W-ôóíêöiîíàëà (ζt)t≥0 âiä ïðîöåñó
(x∗(t))t≥0 òàêîãî, ùî

E∗xζt = F ∗t (x) =

t∫
0

|x|
2
√
cπs3

e−x
2/4cs ds, t > 0, x ∈ R0.

ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ó âèïàäêó α = 2 ôóíêöiÿ g òà g∗

ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì Ôåéíìàíà-Êàöà ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi-
¹þ (v(x))x∈R0

âèçíà÷åíîþ â Òåîðåìi 4.8, õî÷à â ñòðîãîìó ñåíñi öå íå òàê, ÿê
âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî.
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Òåîðåìà 4.11. Ó âèïàäêó α = 2 ôóíêöi¨ g òà g∗ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

ds

∫
R0

g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)v(z) dz,

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

ds

∫
R0

g∗(s, x, z)g(t− s, z, y)v(z) dz

ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíîþ â Òåîðåìi 4.8.

Ïîêëàäåìî m(t) = 1I{τ∗≤t}−ζt äëÿ t ≥ 0, äå ζt =

t∫
0

v(x∗(s)) ds.

Òåîðåìà 4.12. ßêùî 1 < α < 2, òî ïðîöåñ (m(t))t≥0 ¹ (M∗
t ,P∗x)-ìàðòèíãà-

ëîì äëÿ êîæíîãî x ∈ R0.

Iíøèìè ñëîâàìè, W-ôóíêöiîíàë (ζt)t≥0 ñëóãó¹ êîìïåíñàòîðîì äëÿ òî÷êî-
âîãî ïðîöåñó (1I{τ∗≤t})t≥0.

Ó âèïàäêó 1 < α < 2 ôóíêöi¨ g òà g∗ íå ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåí-
íÿì Ôåéíìàíà-Êàöà. ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, çâ'ÿçîê òóò íàáàãàòî
ñêëàäíiøèé. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π(dx) ìiðó Ëåâi ïðîöåñó (x(t))t≥0. Äîáðå âiäî-

ìî, ùî Π(dx) =
c

π
Γ(α + 1) sin

πα

2
|x|−α−1 dx.

Íåõàé L îçíà÷à¹ îïåðàòîð, ùî äi¹ íà ôóíêöiþ ϕ ∈ C2
b(R) (äâi÷i íåïåðåðâ-

íî äèôåðåíöiéîâíó òà îáìåæåíó ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè) âiäïîâiäíî äî
ôîðìóëè

Lϕ(x) = v(x)ϕ(x)+

+

∫
R

[
ϕ(x+ y)− ϕ(x)− yϕ′(x)− ϕ(y − |x| sign y) 1I{|y|>|x|}

]
Π(dy),

äå (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíà â Òåîðåìi 4.7.

Òåîðåìà 4.13. Äëÿ êîæíèõ ϕ ∈ C2
b(R) òà x ∈ R0 ïðîöåñ

ϕ(x∗(t))− ϕ(x∗(0))−
t∫

0

Lϕ(x∗(s)) ds, t ≥ 0,

¹ (M∗
t ,P∗x)-ìàðòèíãàëîì.
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Çàâåðøó¹ öåé ïiäðîçäië ôîðìóëà, ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ ÿäðî ïîòåíöiàëó äëÿ

ïðîöåñó (x∗(t))t≥0:

∞∫
0

g∗(t, x, y) dt =
Γ(2− α)

πc(α− 1)
sin

πα

2
1I{x·y>0}

(
|x+ y|α−1 − |x− y|α−1

)
.

Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ çà ñâî¹þ òåìàòèêîþ çíàõîäèòüñÿ äåùî îñòî-
ðîíü îñíîâíî¨ ¨¨ ëiíi¨. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîâèìiðíèé âiíåðiâ
ïðîöåñ, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ïîðÿäêó α = 2.
Âiíåðiâ ïðîöåñ ¹ äæåðåëîì áàãàòüîõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ï'ÿòîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi ãðàíè÷íi òå-
îðåìè äëÿ îäíi¹¨ ñëàáêî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ. Íåõàé
çàäàíi îáìåæåíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (a(x))x∈R i (b(x))x∈R, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü íàñòóïíi óìîâè:

1. |a(x) − a(y)| + |b(x) − b(y)| ≤ L|x − y|γ äëÿ âñiõ x, y ∈ R ç äåÿêèìè
ñòàëèìè L > 0, 0 < γ < 1;

2. inf
x∈R

b(x) > 0;

3. ôóíêöiÿ A(x) =

∫ x

0

a(y)

b(y)
dy, x ∈ R, îáìåæåíà íà âñié îáëàñòi âèçíà÷å-

ííÿ.

Ðàçîì ç ôóíêöi¹þ (A(x))x∈R ðîçãëÿíåìî òàêi âèçíà÷åíi íà R ôóíêöi¨:

F (x) =

∫ x

0

e−2A(y)dy, H(x) =

∫ x

0

e2A(y) dy

b(y)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (xn(t))t≥0, n ∈ N ïîñëiäîâíiñòü äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç
êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó an(x) = na(nx), x ∈ R òà äèôóçi¨ bn(x) = b(nx),
x ∈ R, âiäïîâiäíî.

Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó (g(t, x, y))t>0,x∈R,y∈R äèôóçiéíîãî ïðîöåñó
(x1(t))t≥0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi∣∣∣∣ ∂j∂tj ∂k∂xkg(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ Kt−
k+1
2 −j exp

{
−µ(y − x)2

t

}
, (19)

ùî ìàþòü ìiñöå ïðè k = 0, 1 òà j = 0, 1 äëÿ âñiõ x ∈ R, y ∈ R òà t ∈ (0;T ],
ÿêèì áè íå áóëî T > 0, ç äåÿêîþ ñòàëîþ µ > 0 òà ñòàëîþ K > 0, ÿêà ìîæå
çàëåæàòè âiä T .

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äðóãîãî ïóíêòó öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ òâåðäæåííÿ ïðî
ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ïîñëiäîâíîñòi ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ
(xn(t))t≥0, n ∈ N.



23
Òåîðåìà 5.3. Íåõàé ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R çi çíà÷åííÿìè â R òà
R+, âiäïîâiäíî, îáìåæåíi ãåëüäåðîâi òà inf

x∈R
b(x) > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóí-

êöiÿ A(x) =

x∫
0

a(y)

b(y)
dy îáìåæåíà íà R òà iñíóþòü ãðàíèöi

lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e−2A(y)dy = κ±F , lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e2A(y) dy

b(y)
= κ±H .

Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R íàñòiëüêè ãëàäêi, ùî íå-
ðiâíîñòi (19) ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R, y ∈ R ç k + j ≤ 1.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi äî ìîìåíòó ÷àñó t äèôóçiéíèõ
ïðîöåñiâ íà R ç êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó na(nx) òà äèôóçi¨ b(nx), ÿêi ñòàð-
òóþòü â òî÷öi x, çáiãà¹òüñÿ çà ðîçïîäiëîì ïðè n→∞, äëÿ êîæíèõ t > 0
òà x ∈ R, äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäië ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

Ft,x(y) = 1IR+(y)
2√
2πt

y
β b(0)+|x|

√
κ(x)∫

0

e−
z2

2t dz,

äå β =
2
√

κ−Fκ
+
F√

κ−Fκ
+
H +

√
κ+
Fκ
−
H

, à κ(x) = κ−Fκ
−
H + 1IR+(x)(κ+

Fκ
+
H − κ−Fκ

−
H).

Ðîçãëÿíóòî òàêîæ äåÿêi ÷àñòêîâi âèïàäêè.
Â òðåòüîìó ïóíêòi ïåðøîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ãðàíè-

÷íèé ðîçïîäië êiëüêîñòi ïåðåòèíiâ ôiêñîâàíîãî ðiâíÿ ïîñëiäîâíiñòþ äèôó-
çiéíèõ ïðîöåñiâ (xn(t))t≥0, n ∈ N ç ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîäàòêîâî
äî ñôîðìóëüîâàíèõ óìîâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R,
ïðèïóñòèìî, ùî öi ôóíêöi¨ ïåðiîäè÷íi çi ñïiëüíèì ïåðiîäîì l > 0.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå:
1

x
F (x)→ κF ,

1

x
H(x)→ κH , êîëè x→ ±∞,

äå κF =
1

l

l∫
0

e−2A(y) dy, κH =
1

l

l∫
0

e2A(y) dy

b(y)
. Î÷åâèäíî, κF > 0 òà κH > 0.

Ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ äîáóòîê ÷åðåç κ.
Ôiêñó¹ìî òåïåð äåÿêå r ∈ R i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ(n,m)

k äëÿ íàòóðàëüíèõ k,
m òà n âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 ó ðàçi, ÿêùî âèïàäêîâi
âåëè÷èíè xn

(
k−1
m

)
òà xn

(
k
m

)
ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ïî ðiçíi áîêè âiä òî÷êè r

íà äiéñíié îñi, i çíà÷åííÿ 0 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó:

ξ
(n,m)
k =

{
1, ÿêùî

(
xn
(
k−1
m − r

)) (
xn
(
k
m − r

))
< 0;

0, ÿêùî
(
xn
(
k−1
m − r

)) (
xn
(
k
m − r

))
≥ 0.
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Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν
(n,m)
N =

N∑
k=1

ξ
(n,m)
k ïðè íàòóðàëüíèõ N âèçíà÷à¹

êiëüêiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ r ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí xn(0), xn
(

1
m

)
,

. . . , xn
(
N
m

)
.

Âèÿâèëîñü, ùî ñëiä ðîçðiçíÿòè äâà âèïàäêè:

à) iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà p òà q (¨õ ìîæíà ââàæàòè âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ïðè-
÷îìó q > 0), ùî r = p

q l;

á) ÷èñëî r
l ¹ iððàöiîíàëüíèì.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçáèâà¹òüñÿ íà q ïiä-
ïîñëiäîâíîñòåé (n

(i)
k )k≥1 , i = 0, 1, ..., q − 1, òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî òàêîãî i

ìà¹ìî rn(i)
k =

(
i
q +m(i,k)

)
l, äå m(i,k) � öiëå ÷èñëî. Ïî êîæíié ç òàêèõ ïiä-

ïîñëiäîâíîñòåé âåëè÷èíè ν(n,m)
N (N òà m ïîâ'ÿçàíi ç n) ç ïåâíèì íîðìóþ÷èì

ìíîæíèêîì ìàþòü ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè. Âñi öi ðîçïîäiëè � îäíîãî òèïó, àëå
ìàþòü ïàðàìåòðè, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ â ðiçíèõ ðîçïîäiëiâ. Ó âèïàäêó á) äëÿ êî-
æíîãî β ∈ [0; l) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (nk(β))k≥1 ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ {rlnk(β)}l → β ïðè k → ∞, äå {x} îçíà÷à¹ äðîáîâó ÷àñòè-
íó ÷èñëà x ∈ R. I çíîâó êîæíà òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íèé
ðîçïîäië, ïîäiáíèé äî òèõ, ùî çãàäàíî âèùå.

Òåîðåìà 5.8. Ïðèïóñòèìî ùî ïiäïîñëiäîâíîñòi (nk)k≥1 òà (mk)k≥1 ïîñëi-

äîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âèáðàíi òàê, ùî
n2k
mk
→ τ , à βnk =

{
r
lnk
}
l → β

ïðè k → ∞ äëÿ äåÿêèõ τ ∈ (0;∞) òà β ∈ [0; l). Òîäi ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R
òà y ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
k→∞

Px
(
n−1
k ν

(nk,mk)
[mkt]

< y
)

= 1I(0,∞)(y)
2√
2πt

yγ−1+d(x)∫
0

e−
z2

2t dz,

äå ïîêëàäåíî γ =
δ(β, τ)

τ

√
κF
κH

, d(x) = |x− r|
√
κ,

δ(β, τ) =

β∫
−∞

 ∞∫
β

g(τ, y, z) dz

 dH(y) +

∞∫
β

 β∫
−∞

g(τ, y, z) dz

 dH(y).

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ï'ÿòîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi åêñòðåìàëüíi
çàäà÷i äëÿ îäíîâèìiðíîãî âiíåðîâîãî ïðîöåñó.

Çàäàâøè íà äåÿêîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði îäíîâèìiðíèé âiíåðiâ ïðîöåñ
(w(t),Mt,Px), t ≥ 0, x ∈ R, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ éìîâiðíiñíèõ ìið
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íà òîìó æ ïðîñòîði, êîæíà ç ÿêèõ ¹ ðåçóëüòàòîì ïåðåòâîðåííÿ Ãiðñàíîâà
ïî÷àòêîâî¨ ìiðè.

Â ïåðøîìó ïóíêòi áóäó¹ìî îäíó ç òàêèõ ìið, ÿêà ìàêñèìiçó¹ âiäïîâiäíèì
÷èíîì íîðìîâàíèé ëîêàëüíèé ÷àñ ïðîöåñó â íóëi äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ìî-
ìåíòó ÷àñó t > 0.

Ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé ïðîöåñ (ω(s))s∈[0,t] (âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ (Ms)s∈[0,t])

íàçèâàòèìåòüñÿ äîïóñòèìîþ ñòðàòåãi¹þ, ÿêùî P

( t∫
0

ω2(s)ds < ∞

)
= 1 i

EE0
t (ω) = 1, E[E0

t (ω)]2 <∞, äå

E0
s (ω) = exp

{ s∫
0

ω(τ)dw(τ)− 1

2

s∫
0

ω2(τ)dτ

}

äëÿ s ∈ [0, t] (òóò ïåðøèé iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Iòî).
Íåõàé (ηt)t≥0 � ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi âiíåðîâîãî ïðîöåñó. Âèçíà÷èìî öiëüî-

âó ôóíêöiþ ðiâíiñòþ Φt(ω) =
E
[
E0
t (ω)ηt

]
(E[E0

t (ω)]2)1/2
äëÿ äåÿêî¨ äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨

ω. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi òàêî¨ äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨, ÿêà á ìàêñèìiçóâàëà
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φt.

Òåîðåìà 5.11. Äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ (ω
(t)
∗ (s))s∈[0,t] çàäàíà ðiâíiñòþ

ω(t)
∗ (s) = h′x(t− s, w(s))

√2t

π
+

s∫
0

h′x(t− τ, w(τ))dw(τ)

−1

,

äå h(t, x) =

t∫
0

exp

{
−x

2

2s

}
ds√
2πs

, t ≥ 0, x ∈ R, ìàêñèìiçó¹ öiëüîâó ôóíêöiþ

Φt(ω) =
E[ηtE0

t (ω)]

(E[E0
t (ω)]2)

1/2
.

Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâàíà â Òåîðåìi 5.11 îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ íå ¹ ìàð-
êiâñüêîþ. Ïðèêëàäàìè ìàðêiâñüêèõ ñòðàòåãié äîñèòü áëèçüêèõ äî îïòèìàëü-
íî¨ ¹ ïðîöåñè âèäó ωρ(s) = −ρw(s) ÷è ωρ(s) = −ρ signw(s) ç äåÿêèìè ρ > 0.

Äðóãèé ïóíêò öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíèé çàäà÷i çíàõîäæåííÿ êîåôi-
öi¹íòó ïåðåíîñó, ÿêèé çàáåçïå÷èâ áè, â ïåâíîìó ðîçóìiííi, ìiíiìàëüíå çíà-
÷åííÿ ìîìåíòó ÷àñó τ = inf{s ≥ 0 : w(s) = 0} ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ âi-
íåðîâèì ïðîöåñîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Êîåôiöi¹íò ïåðåíîñó âèáèðàòèìåìî
íà ìíîæèíi V ïðîãðåñèâíî âèìiðíèõ ïðîöåñiâ (ω(t),Mt)t≥0 â R, äëÿ ÿêèõ
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Px

 τ∫
0

ω2(s) ds <∞

 = 1 òà ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè ExE0
τ (ω) = 1,

Ex[E0
τ (ω)]2 < ∞, äå E0

τ (ω) = exp


τ∫

0

ω(s) dw(s)− 1

2

τ∫
0

ω2(s) ds

 . Åëåìåíòè

ìíîæèíè V íàçèâàòèìåìî äîïóñòèìèìè ñòðàòåãiÿìè.
Íåõàé ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 äîäàòíà íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà îáìå-

æåíà. Öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàë

Φ(ω) = Exf(τ)E0
τ (ω) (20)

çàäàíèé íà ìíîæèíi V äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé äîäàòíà íåïåðåðâíà ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà
îáìåæåíà ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 òàêà, ùî iñíóþòü ñòàëi u > 0 òà r ∈

(
1
2 , 1
]
i

ôóíêöiÿ (ρ(t))t>0, äëÿ ÿêèõ ïðè âñiõ 0 < t < u, s > 0 âèêîíó¹òüñÿ f(s+ t)−
f(s) ≤ ρ(s)tr, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ ρ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà â äåÿêîìó îêîëi
íóëÿ òà îáìåæåíà ïîçà íèì.

Òîäi iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗(t) =
h′x(t, w(t))

h(t, w(t))
, íà ÿêié ôóíêöiîíàë

Φ äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìóìó íà ìíîæèíi W = {ω ∈ V : Ex(E0
τ (ω))2 < K}. Òóò

K =
Dxf(τ)

(C − Exf(τ))2
+1, h(t, x) = C−Exf(t+τ), t ≥ 0, x ∈ R, à C = sup

t≥0
f(t).

Öiêàâèì ¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä, â ÿêîìó âäà¹òüñÿ çíàéòè â ÿâíîìó âèãëÿäi
îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ ç Òåîðåìè 5.12. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë (20) ç ôóí-
êöi¹þ f(t) = 1 − e−mt, äå m > 0 � äåÿêà ñòàëà. Îñêiëüêè ïðè âñiõ s > 0,
t > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü e−ms(1 − e−mt) ≤ me−mst, òî óìîâè Òåîðå-
ìè 5.12 âèêîíàíi i, îòæå, iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ, ÿêà ìiíiìiçó¹ ôóíêöiî-
íàë (20) íà ìíîæèíi W . Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié çàäà¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòþ Ex[E0

τ (ω)]2 ≤ e2(
√

2−1)
√
m|x|. Îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ìà¹ âèãëÿä ω∗(t) =

−
√

2m sign(w(t)).
Ïîñòàâèìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨, â ñåíñi ìiíiìiçà-

öi¨ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Φ, íà âñié ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié V . Ïîêà-
çàíî, ùî ìîæíà îäåðæàòè ÿê çàâãîäíî ìàëå äîäàòíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó
Φ íà V .

Ìíîæèíó Vε ⊂ V , ε > 0 íàçâåìî ε-îïòèìàëüíîþ ñòðàòåãi¹þ äëÿ çàäà÷i
ìiíiìiçàöi¨ íåâiä'¹ìíîãî ôóíêöiîíàëó Φ íà ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié V ,
ÿêùî iñíó¹ òàêà äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗ ∈ Vε, ùî Φ(ω∗) ≤ inf

ω∈V
Φ(ω) + ε.

Òåîðåìà 5.13. Íåõàé ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 çi çíà÷åííÿì f(0) = 0 íåïåðåðâíà
òà íåâiä'¹ìíà. Íåõàé iñíó¹ ñêií÷åííå Exf(τ), äå τ � ìîìåíò ïåðøîãî äîñÿ-
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ãíåííÿ âiíåðîâèì ïðîöåñîì (w(t))t≥0 ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òîäi äëÿ çàäà÷i ìi-
íiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó Φ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (20), iñíó¹ ε-îïòèìàëüíà
ñòðàòåãiÿ. Åëåìåíòè öi¹¨ ñòðàòåãi¨ óòâîðþþòü îäíîïàðàìåòðè÷íó ìíî-
æèíó (ïðè λ > 0) i çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè ωλ(t) = −

√
2λ sign(w(t)), t > 0.

Ïîäÿêè. Àâòîð äèñåðòàöi¨ âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîí-
ñóëüòàíòó, Â÷èòåëþ â íàóöi òà æèòòi, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê,
ïðîôåñîðó Ïîðòåíêó Ìèêîëi Iâàíîâè÷ó çà ïîñòiéíó ïiäòðèìêó òà óâàãó.

Êðiì òîãî, àâòîð âäÿ÷íèé êîìïàíi¨ Letzgro Inc. çà ðîçóìiííÿ çíà÷èìîñòi
ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü òà ¨õ ôiíàíñîâó ïiäòðèìêó.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé ñèìåòðè÷íèõ α-
ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïðè 1 < α ≤ 2, ¨õ ïåðåòâîðåíü òà çàñòîñóâàíü
äî òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Çàâäàííÿì ïåðøîãî ðîçäiëó äèñåðòàöi¨ áóëî çàêöåíòóâàòè óâàãó íà âiäî-
ìèõ ðåçóëüòàòàõ äîñëiäæåíü ç äàíî¨ òåìàòèêè, òà îïèñàòè ìiñöå äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè ó ðîçâ'ÿçàííi íàçâàíèõ ïðîáëåì.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòî-
ãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîâ'ÿçàíèõ
iç ñèìåòðè÷íèìè α-ñòiéêèìè (1 < α < 2) âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè â Rd, d ≥ 1.
ßê i â êëàñè÷íié òåîði¨ ïîòåíöiàëó äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿä-
êó, çãàäàíi ïîòåíöiàëè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
äðóãî¨ (òèïó Íåéìàíà) òà òðåòüî¨ (çìiøàíî¨) ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, à òà-
êîæ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ iíøèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Òóò ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, âèâ÷åíî éîãî âëàñòèâîñòi
òà ïðîäåìîíñòðîâàíî ñïîñîáè çàñòîñóâàíü äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Îïåðàòîð
çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ (ïîçíà÷åíèé â ðîáîòi ÷åðåç A) â òàêîìó ðiâíÿííi ¹
iíôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöå-
ñó. Â ÿêîñòi íîñiÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó âèñòóïà¹ àáî ãiïåðïëîùèíà, àáî
äîñèòü ãëàäêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ. Öåíòðàëüíèì ìiñöåì ðîçâèíóòî¨
òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ¹ òåðåìà ïðî ñòðèáîê ðåçóëüòàòó äi¨ äåÿêîãî
îïåðàòîðà B òàêîãî, ùî A = c divB, c > 0, (íàçâåìî éîãî òóò ïñåâäîãðàäi-
¹íòîì) â íàïðÿìi íîðìàëi äî ïîâåðõíi íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â òî÷êàõ
öi¹¨ ïîâåðõíi.

Çíà÷íó ÷àñòèíó äðóãîãî ðîçäiëó çàéìà¹ ðîçãëÿä äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àò-
êîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî
òèïó, ïîâ'ÿçàíîãî iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. Â ðîáî-
òi ïîøèðåíî íà âèïàäîê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü êëàñè÷íèé ìåòîä
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ðîçâ'ÿçàííÿ çãàäàíèõ çàäà÷, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó
òà ¨õ âëàñòèâîñòi, â ïåðøó ÷åðøó, òåîðåìó ïðî ñòðèáîê. Ðîçãëÿíóòî çàãàëü-
íó òðåòþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó â áàãàòîâèìiðíîìó ïðîñòîði i, ÿê ÷àñ-
òêîâi âèïàäêè, äðóãó òà ñèìåòðè÷íó òðåòþ çàäà÷ó ç ãiïåðïëîùèíîþ ÷è äî-
ñèòü ãëàäêîþ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ, íà ÿêié çàäà¹òüñÿ ãðàíè÷íà
óìîâà. Ó âèïàäêó ç ãiïåðïëîùèíîþ ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ i íà îäíîâè-
ìiðíîé âèïàäîê. Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ôóíäàìåíòàëüíi
ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ áóäóþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ôåéíìàíà-Êàöà
ç W-ôóíêöiîíàëîì òèïó ëîêàëüíîãî ÷àñó íà ïîâåðõíi âiä ñèìåòðè÷íîãî ñòié-
êîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, çáóðåííÿì òàêîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì ïñåâäîãðà-
äi¹íòà ç ìíîæíèêîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi òà ¨õ êîìáiíàöi¨.

Ç äîïîìîãîþ âèïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó â ñèìåòðè÷íîìó α-ñòiéêîìó âèïàäêî-
âîìó ïðîöåñi ïîáóäîâàíî ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà, ÿêèé îïèñó¹ ïîâåäiíêó
ïåðøîãî â ïðîñòîði ç ëèïó÷îþ ìåìáðàíîþ. Îäåðæàíi ðiâíÿííÿ äëÿ ðåçîëü-
âåíòè òàêîãî ïðîöåñó ÿê íà ïîâåðõíi, òàê i ïîçà íåþ.

Òðåòié ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåíü âëàñòèâîñòåé
àäèòèâíèõ çáóðåíü iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî
âèïàäêîâîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì (a(·),B), â ÿêîìó âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ
(a(x))x∈Rd îáìåæåíà, ÷è iíòåãðîâíà â äåÿêîìó ñòåïåíi, ÷è óçàãàëüíåíà òèïó
äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi. ßê âèÿâèëîñü, ðåçóëüòóþ÷à íàïiâãðóïà ëiíiéíèõ
îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié íå çà-
äà¹ æîäíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, îñêiëüêè íå çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì êîíóñ
íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié. Òàêi îá'¹êòè ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïñåâäîïðîöåñàìè. Äëÿ
íèõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïîíÿòòÿ ïîâ'ÿçàíi òiëüêè çi ñêií÷åííîâèìiðíèìè ðîç-
ïîäiëàìè (çàðÿäàìè).

Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî äåÿêi ìîìåíòè çóïèíêè äëÿ îäíîâèìiðíî-
ãî ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó òà ïðîöåñè óòâîðåíi ç íüîãî
îáðèâîì â öi ìîìåíòè. Ìîâà éäå ïðî ìîìåíòè ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê
êîîðäèíàò òà ïåðøîãî âèõîäó ç ïiâîñi. Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó α = 2 (âiíåðiâ
ïðîöåñ) öi ìîìåíòè, ÿê i ïðîöåñè, îäíàêîâi i âiäîìà ¨õ ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi
ïåðåõîäó. Öÿ ùiëüíiñòü ïîðîäæó¹ äåÿêèé ïðîöåñ Ìàðêîâà i â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó, àëå âií íå ¹ ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíèì æîäíîìó ç íàçâàíèõ ïðîöåñiâ,
ÿê i öi ïðîöåñè âèÿâèëèñü ðiçíèìè.

Çàâåðøàëüíèé (ï'ÿòèé) ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äåÿêèì çàäà÷àì
äëÿ âiíåðîâîãî ïðîöåñó (÷è ïîâ'ÿçàíèõ ç íèì ïðàöåñiâ), ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì
α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ïîðÿäêó α = 2. Çíàéäåíi ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè
òàêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿê ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi òà êiëüêiñòü ïåðåòèíiâ ïåâíî-
ãî ðiâíÿ, âiä ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó
na(nx) òà êîåôiöi¹íòàìè äèôóçi¨ b(nx) ç äåÿêèìè ôóíêöiÿìè a i b. Òàêà ïî-
ñëiäîâíiñòü ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íîãî äèôóçiéíîãî
ïðîöåñó, ïðè÷îìó äèôóçiéíi êîåôiöi¹íòè ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó íå ¹ ãðàíèöÿìè
âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ äîãðàíè÷íèõ ïðîöåñiâ. Êðiì òîãî, íå âèêîíó¹òüñÿ



29
ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi. Äàëi ïîáóäîâàíi îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ � êîåôiöi¹íòè
ïåðåíîñó, ÿêi ìàêñèìiçóþòü ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi òà ìiíiìiçóþòü ÷àñ ïåðøîãî
ïîïàäàííÿ â íóëü (â ïåâíèõ ðîçóìiííÿõ) âiíåðîâîãî ïðîöåñó ç ïåðåíîñîì.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó òåîði¨ âèïàä-
êîâèõ ïðîöåñiâ, òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â äîñëiäæåííÿõ ñòî-
õàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ ÿâèù.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ æóðíà-
ëàõ i àïðîáîâàíî ó ïðîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ öåíòðàõ.
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Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñèìåòðè÷íèõ α-ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ
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çóëüòàò, áóäóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àòêîâî-
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çãàäàíèõ ðiâíÿíü. Îïèñàíi ðåçóëüòàòè âèêëàäåíi â äðó-
ãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨.
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Ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíi íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ äåÿêèõ îäíîâèìiðíèõ ïðîöå-
ñiâ Ìàðêîâà, ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ïðîöåñîì. Öi ïðîöåñè ó
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çáiãàþòüñÿ îäèí ç îäíèì.
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æóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, â òåîði¨ ïñåâäîäèôå-
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ñîì ïñåâäîäèôåðåíöèàëüíèõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíî íåêîòîðîþ âåðñèþ òåîðèè ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ. Öåíòðàëüíîé òî÷êîé ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ àíàëîã êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû î ñêà÷êå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Èñïîëü-
çóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ñòðîÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ âòîðîé è òðåòüåé
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ôóíêöèåé. Ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ îäíîìåðíûõ ïðî-
öåññîâ Ìàðêîâà, ñâÿçàííûõ ñ ñèììåòðè÷íûì α-óñòîé÷èâûì ïðîöåññîì. Ýòè
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åñòåñòâåííûõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèììåòðè÷íûé α-óñòîé÷èâûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âè-
íåðîâñêèé ïðîöåññ, äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð,
ðåçîëüâåíòà, ëîêàëüíîå âðåìÿ, ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà, óðàâíåíèå âîçìó-
ùåíèÿ, ñëó÷àéíàÿ çàìåíà âðåìåíè, ïñåâäîïðîöåññ, ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð, ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîòåí-
öèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, çàäà÷à Êîøè, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à.

Osypchuk M.M. Symmetric stable stochastic processes and their
transformations. � Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on Speciali-
ty 01.01.05 � �Probability theory and mathematical statistics�, 111 � �Mathemati-
cs�. � Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2019.

The thesis is devoted to investigating symmetric α-stable stochastic processes
in Euclidean space associated with some class of pseudo-di�erential equations of
parabolic type.
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A version of the theory of single-layer potential is constructed for those equati-

ons. The central point of that theory is the result being an analogy to the classical
theorem on the jump of the conormal derivative of a single-layer potential. Making
use of this result, we construct fundamental solutions for the second and the third
initial boundary-value problems for the equations under consideration. It turns
out that in some cases those fundamental solutions are non-negative and they
determine some Markov processes being certain transformations of a starting α-
stable process. For example, a stochastic process in Euclidean space is constructed
such that it describes an α-stable motion in that space with the sticky membrane
located on a given surface. In others situations the constructed fundamental soluti-
ons do not determine any stochastic process but only �pseudo-process�. The results
just described are expanded in the second chapter on the thesis.

In the third chapter, the generator of an α-stable process is perturbed addi-
tively with a fractional gradient multiplied by a given vector �eld determined by
bounded or locally unbounded and even generalized functions. The corresponding
semigroups of operators are constructed and they turn out to be non-Markovian.
It should be remarked than in the limit case of α = 2, some of those transformati-
ons lead us to Markov processes, for example, a skew Brownian motion on a real
line and some multidimensional analogues of it.

The forth chapter is devoted to investigating some one-dimensional Markov
processes related to a symmetric α-stable process. Those processes in the case of
1 < α < 2 turn out to be di�erent, while they coincide each of the other one in
the case of α = 2.

The last, �fth, chapter is devoted to some problems for Brownian motion (the
case of α = 2) or more general di�usion processes. In particular, an extremum
problems consist in constructing drifts for a given Brownian motion that maximize
the local time at the origin, minimize the time of the �rst hit in the origin have
been solved. Other problems considered in Chapter 5 consist in investigating the
limit behavior of the crossings number of a �xed level by a sequence of di�usion
processes on a real line and of the local time at the origin of those processes. The
local characteristics of the processes form this sequence do not converge to the
corresponding ones of the limit processes in the case under consideration.

The results of the thesis possess the theoretical sense. They can be used in the
theory of stochastic processes, in the theory of pseudo-di�erential equations, the
stochastic models studying of natural and socioeconomic phenomena.

Keywords : symmetric α-stable stochastic process, Wiener process, di�usion
process, generator, resolvent, local time, Feynman-Kac formula, perturbation equa-
tions, random change of time, pseudo-process, pseudo-di�erential operator, pseudo-
di�erential parabolic type equation, simple-layer potential, Cauchy problem, initial-
boundary value problem.


