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ON SOME FORMULAS FOR DICKSON POLYNOMIALS 
 
We study some families of Toeplitz-Hessenberg determinants the entries of which 

are Dickson polynomials of the first and second kinds. This leads us to discover new 
identities for Dickson polynomials with multinomial coefficients. 

Keywords: Toeplitz-Hessenberg matrix, Dickson polynomial, multinomial coefficient. 
 
Многочлены Диксона и некоторые их свойства. Многочлены 

Диксона первого рода ( , )nD x α определяются с помощью формул [1, 2] 
2

2
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( , ) 2, ( , ) ,( )
n
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n in
D x D x x

in i

   −
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−α = α = − 
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где 1,n ≥ ( ) !
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m

k m
m
k k
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−

 – биномиальный коэффициент; s   – наиболь-
шее целое число, не превышающее s. 

Первые несколько многочленов Диксона первого рода имеют вид: 
2 3

0 1 2 3( , ) 2, ( , ) , ( , ) 2 , ( , ) 3 ,D x D x x D x x D x x xα = α = α = − α α = − α  

4 2 2 5 3 2
4 5( , ) 4 2 ( ., ) 5 5,D x x x D x x x xα = − α + α α = − α + α  

Многочлены ( , )nD x α также могут быть заданы с помощью рекур-
рентного соотношения второго порядка 

1 2( , ) ( , ) ( , 2,,)n n nD x xD x D x n
− −

α = α −α α ≥                      (1) 

с начальными условиями 0( , ) 2D x α =  и 1( , ) .D x xα =  

Многочлены Диксона второго рода ( , )nE x α определяются с помо-
щью формулы [1, 2] 
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E x x
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n

   −
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 −α =  α − ≥∑  

Первые несколько многочленов Диксона второго рода имеют вид: 
2 3

0 1 2 3( , ) 1, ( , ) , ( , ) , ( , ) 2 ,E x E x x E x x E x x xα = α = α = −α α = − α  

4 2 2 3 2
4 5

5( , ) 3 ( ,, ) 4 3 .E x x x E x x x xα = − α +α α = − α + α  

Эти многочлены также могут быть заданы с помощью рекуррентно-
го соотношения 

1 2( , ) ( , ) ( , ), 2,n n nE x xE x E x n
− −

α = α −α α ≥  

где 0( , ) 1E x α = , 1( , ) .E x xα =  
Многочлены Диксона обладают интересными алгебраическими и 

теоретико-числовыми свойствами [1, 2]. Например, многочлены 
( , )nD x α удовлетворяют правилу композиции 
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( )( , ) ( , ), .n
mn m nD x D D xα = α α  

Кроме того, ( , )nD x α – единственные многочлены, удовлетворяю-
щие функциональному уравнению 

( ) ( ), , 0.
nn

nD u u u u u+ α α = + α ≠  

Многочлены ( , )nE x α удовлетворяет функциональному уравнению  

( ) ( ) 11

, ,
nn

n

u u
E u u

u u

++ − α
+α α =

−α
 

где 0u ≠  и 2u ≠ α . 
Многочлены Диксона связаны с многочленами Чебышева первого 

рода ( )nT x и многочленами Чебышева второго рода ( )nU x с помощью фор-
мул 

(2 ,1) 2 ( ), (2 ,1) ( ).nn nnx T x x UD E x= =  

Многочлены Диксона находят широкое применение в алгебре, 
криптологии, комбинаторике [3–10]. 

Определители матриц Теплица-Хессенберга специального вида. 
Нижней матрицей Теплица-Хессенберга n-го порядка называется матрица 
вида  

1 0

2 1 0

0 1 2

1 2 3 1 0

1 2 2 1
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где 0 0a ≠  и 0ka ≠  хотя бы для одного {1,2,..., }.k n∈  
Определитель матрицы Теплица-Хессенберга можно найти, исполь-

зуя рекуррентную формулу [11] 

1
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1

det ( ) det ,
n

i
n i n i

i

A a a A−

−

=

= −∑                                     (2) 

где, по определению, 0det 1.A =  
По формуле Труди определитель матрицы Теплица-Хессенберга 

можно выразить через ее элементы [12], а именно 
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(3) 

где суммирование производится по всем целым неотрицательным числам 

is  таким, что 1 22 ns s ns n+ + + =�  
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Для удобства далее будем обозначать 
( )0 1 2 0 1 2det( ; , ,..., ) det ( ; , ,..., ) .n n na a a a A a a a a≡  

Рассмотрим некоторые последовательности матриц Теплица-
Хессенберга { } 1n n

A
≥

, элементами которых являются многочлены Диксона 
первого рода. 

Теорема 1. Пусть ( , )m mD D x≡ α – многочлены Диксона первого ро-
да. Тогда 

1 2 1

2 , если 2 ,
det(1; , ,..., )

, если 2 1,

т

n т

n m
D D D

x n m−

 α == α = −
1n≥ , 

2 4 2 2 1

2 , если 2 ,
det(1; , ,..., )

( 2 ) , если 2 1,

n

n n

n m
D D D

x n m−

 α ==  − α α = −
1n≥ , 

1 2 2
1 2 3 1det( ; , ,..., ) ( ) 2 ( 4 ), 2,n n

nD D D D x n− −
+ = −α − α ≥                (4) 

1 2
1 3 5 2 1det( ; , ,..., ) ( ) ( 4 ), 2.n n

nD D D D x x n−
+ = −α − α ≥  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы докажем только формулу (4). Доказа-
тельства остальных формул этой теоремы аналогичны. Используем метод 
математической индукции по n. Для 2n = и 3n =  формула (4), очевидно, 
выполняется. Предположим, что она справедлива для всех 1n−  и докажем 
ее справедливость при 3n ≥ . 

Пусть  
1 2 3 1det( ; , ,..., ).n nP D D D D +=  

Из (4), используя (2), получаем разложение 
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Теперь из (5), учитывая рекуррентное соотношение (1), имеем: 
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2 2 2 2
1 1 2 2 1( 2 ) 2n n n n nx P x P x P x P P
− − − − −

= − α − + α −α = − α =  
2 3 2 1 2 22 ( ) 2 ( 4 ) ( ) 2 ( 4 ).n n n nx x− − − −= − α −α − α = −α − α  

Таким образом, формула (4) справедлива для n. Теорема доказана. 
Аналогично рассмотрим четыре семейства определителей матриц 

Хессенберга-Теплица, элементами которых являются многочлены Диксона 
второго рода. 

Теорема 2. Пусть ( , )m mE E x≡ α – многочлены Диксона второго ро-
да. Тогда для всех 2n≥ имеют место тождества 

1 2 2det(1; , ,..., ) ,n nE E E = αδ  
1 2

2 4 2det(1; , ,..., ) ,n
nE E E x−= α  

1 2 3 1det( ; , ,..., ) ( ) ,n
nE E E E+ = −α  

2 2
1 3 5 2 1 2det( ; , ,..., ) ,n nE E E E x+ = α δ  

где 2nδ – символ Кронекера. 
Д о к а з а т е л ь с т в о формул теоремы производится с помощью 

математической индукции по n, аналогично доказательству формулы (4).  
Основной результат. Используя теперь формулу Труди (3), как 

следствие формул теорем 1 и 2, после несложных преобразований полу-
чаем следующие формулы, выражающие суммы произведений многочле-
нов Диксона первого и второго рода с мультиномиальными коэффициен-
тами. 

Теорема 3. Пусть 1,n ≥  кроме указанных случаев. Тогда 
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где 1n ns sΩ = + +� , 1
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=

�

�
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Пример. Из формул (6), (7) и (8) при 3, 4, 5n =  соответственно по-
лучаем тождества 

3
1 1 2 32 ,D D D D x− + = α  

4 2 2
1 1 2 1 3 2 43 2 0,E E E E E E E− + + − =  

5 3 2 2 2 2 3 3 4
3 1 3 5 1 3 7 1 3 5 1 3 9 1 5 7 1 114 3 3 2 2 0.E E E E E E E E E E E E E E E E E E− + + − − + =  

Замечание. Формулы, аналогичные формулам из теоремы 3, для 
чисел Фибоначчи, Люка, Пелля, Якобсталя, Якобсталя-Люка, Каталана, 
трибоначчи получены нами в [13–19]. 
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ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМЫ “МАTHEMATICA”  
ПРИ РЕШЕНИИ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ГИДРОДИНАМИКИ  
 

Показано, как используя систему “Mathematica” можно получить числен-
ное решение системы нелинейных дифференциальных уравнений. Метод использо-
вался при расчете осцилляций заряженной капли движущейся в диэлектрической 
среде.  

Ключевые слова:  капля, заряд, неустойчивость, среда, система нелиней-
ных дифференциальных уравнений 

 


