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и необходимость условия (7) доказана. Аналогично доказывается и доста-

точность условия (7). 
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Вступление. Математические модели многих процессов и явлений 

приводят к задачам, точные решения которых получить классическими 

методами невозможно. Расширение "библиотеки" неэлементарных функ-

ций приводит к необходимости расширения круга задач, которые могут 

быть решены в замкнутом виде.  

Классические трансцендентные функции , sin , cos
x

e x x задаются 
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которые построены при помощи убывающих степеней (факториал являет-

ся убывающей факториальной степенью). Заменив в этих рядах убываю-

щие факториальные степени соответствующими центральными фактори-

альными степенями, в [2, 3] построены и изучены новые неэлементарные 

функции действительной переменнойExpc( ),x Sinc ( ),x Cosc ( ).x  В част-

ности, в [2] показано, что функции Sinc( )x , Cosc ( )x  являются решения-

ми задач Коши для обыкновенных линейных дифференциальных уравне-

ний второго порядка с полиномиальными коэффициентами. 

В этой статье изучаются две новые неэлементарные функции дейст-

вительной переменной типа гиперболических функций  
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Эта статья идейно близка к предыдущим работам автора [4, 5]. 
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Факториальные степени. Для произвольных чисел Rx ∈  и Nm ∈
факториальной степенью m с шагом Rk ∈  называют выражение [6] 

( ){ } ( ) ( 2 ) ... ( 1) .m k
x x x k x k x m k= + ⋅ + ⋅ ⋅ + −  

Факториальную степень называют возрастающей, если 0k > , и 

убывающей, если 0k < . В случае 0k = имеем обыкновенную степень, т.е. 
{0} .m mx x=  

Возрастающую факториальную степень m с шагом 1 и убывающую 

факториальную степень m с шагом (– 1) будем обозначать как 
mx  и 

mx  

соответственно: 
{1}

: ( 1) ... ( 1),
m m

x x x x x m= = + ⋅ ⋅ + − { 1}
: ( 1) ... ( 1).

m m
x x x x x m

−= = − ⋅ ⋅ − +
 

Возрастающие и убывающие факториальные степени тесно связаны 

с факториальной функцией, а именно ! 1n nn n= = . 

Для произвольных чисел Rx ∈ и Nm ∈ центральной факто-

риальной степенью m с шагом 0k >  называют выражение 

[ ] 2 .
2 2 2

m k mk mk mk
x x x k x k x k

    = + − + − ⋅⋅⋅ − +    
    

 

Центральную факториальную степень m с шагом 1 будем обозна-

чать как 
[ ]mx , например, 

3[1] [3]
: ( 1 2) ( 1 2),x x x x x= = − + 4[1] [4] 2: ( 1) ( 1).x x x x x= = − +  

ФункцииExpc( )x , Sinc( )x , Cosc( )x . Обозначим через Expc( ),x

Sinc( ),x Cosc( )x соответственно функции действительной переменной, 

определенные при помощи степенных рядов 

2 3 4

[ ]
0

5 7

2 2

Expc ( ) 1 ...,
1 2 2 3 4 4 5

3

n

n
n

x x x x x
x

n

∞

=
= = + + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅
∑

         

(1)

 

2 1 3 5

[2 1]
0

5 7 7 9 11 13

2 2 2 2 2 2

( 1)
Sinc ( ) ...,

1(2 1)
3 5

n n

n
n

x x x x
x

n

+∞

+
=

−= = − + −
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∑

          

(2)

 

2 2 4 6

[2 ]
0

( 1)
Cosc ( ) 1 ... .

2 2 3 4 4 5 4 5 6 6 7 8(2 )

n n

n
n

x x x x
x

n

∞

=

−= = − + − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑     (3) 

На рис. 1, 2 построены графики этих функций (на рис. 1 пунктиром 

изображена асимптота 0,5y = − ). 
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Рис. 1. График функции Expc( )y x=   

 

   
 

Рис. 2. Графики функции Sinc( )y x=  (слева) и Cosc( )y x=  (справа

 

ФункцииShc( ),x Chc( ).x
 
Обозначим черезShc( )x , Chc( )x

действительной переменной, определенные с помощью формул  
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Легко показать, что  
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причем оба ряда в (4), (5) сходятся для всех действительных x. 

Графики функций Shc( )y x= и Chc( )y x=  построены на рис

   

Рис. 3. Графики функций Shc ( )y x=  (слева) и Chc ( )y x=  (справа

 

Пусть ( )1 2 1 1 2
; , ;F a b b z  – обобщенная гипергеометрическая функ

т.е. функция, определенная как сумма обобщенного гипергеометри

ряда [1] 
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Теорема 1. Для всех ( ; )x ∈ − ∞ ∞ выполняются тождества
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Доказательство теоремы 1 непосредственно следует из

(4) – (6). 
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на рис. 3. 

 

справа) 
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Теорема 2. Функции Shc ( ),x Chc ( )x являются решениями соот-

ветственно таких задач Коши для линейных дифференциальных уравне-

ний третьего порядка: 
3 2 227 4 (6 ) 4( 6) 0, (0) 0, (0) 1, (0) 0;x y x x y x y y y y′′′ ′ ′ ′′+ − − + = = = =  

3 2 227 27 (51 4 ) 48 48, (0) 1, (0) 0, (0) 0,5.x y x y x x y y y y y′′′ ′′ ′ ′ ′′− + − − = − = = =
 

Доказательство теоремы 2 основывается на том, что обобщенная 

гипергеометрическая функция ( )1 2 1 1 2
; , ; ,F a b b z  через которую, в соответ-

ствии с (7), выражаются функции Shc ( ),x Chc ( ),x  является решением 

обыкновенного дифференциального уравнения [1] 

( ) ( ) ( )( )1 2 1
1 1 ( ) 0,b b z a w zδ δ + − δ + − − δ + =

 
где δ  – дифференциальный оператор ( )w zw z′δ = . 

Учитывая формулы (1) – (5), устанавливаем следующие соотноше-

ния между рассматриваемыми функциями: 

Chc ( ) Cosc ( ),ix x= Shc ( ) Sinc ( ),ix i x=
 

2 2Chc ( ) Shc ( ) Expc ( ) Expc( ).x x ix ix− = ⋅ −
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