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В этой статье мы рассматриваем задачу Коши для уравнения Колмогорова с 

конечным количеством групп переменных, по которым есть вырождение 

параболичности.  

Колмогоров А.Н., Хермандер Л.В. [1,2] рассматривали уравнение диффузии с 

инерцией в случае когда вырождение параболичности есть только по одной 

переменной, Вебер М., Ильин А.М [3,4] и их ученики исследовали такие уравнения в 

случае когда есть вырождение по одной группой переменных, С. Д. Эйдельман, 

С. Д. Ивасишен [5,6] и их ученики разрабатывали теорию этих уравнений в случае 2-х 

групп пространственных переменных вырождения параболичности и с особенностями 

по временной переменной. 

Детальный анализ развития теории вырожденных параболических уравнений 

произвольного порядка раскрыто в монографии С. Д. Эйдельмана, С. Д. Ивасишена, 

А. И. Кочубея [7], а также в работе [8]. В работах [9,10] рассмотрено 3 и более групп 

пространственных переменных, по которых есть вырождение параболичности. Мы 

рассматриваем уравнение, обобщающее уравнение Колмогорова, имеющее 

произвольное конечное число групп пространственных переменных, по которым есть 

вырождение и анализируем структуру фундаментального решения задачи Коши 

(ФРЗК). 

1. Обозначение и постановка задачи. 
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где  xu0 – достаточно гладкая финитная функция. Найдем ФРЗК (1), (2). 

2. Построение ФРЗК (1), (2). Решение задачи (1), (2) будем искать в виде 

обратного преобразования Фурье от неизвестной функции  ,tv , поэтому 
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Уравнению (4) соответствует система 
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с начального условия следует 
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тогда 
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В интеграле (17) сделаем замену переменных 
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      

      

 



















































pk

t

nt

nt

mm

pp

nknk

nknknk

kjkkn

jn

jkjk

kkkn

n

kk

kk

kk
k

k

k

k

k

t

t

,1,

.....................................................................................

,

,

,

.......................................................................................

,!1...

.....................................................................................

,!1...

11

1111

11

1
1

1
11

21























 (18) 

Из (18) имеем 

 

 

   

   

   
 










































.,1,
!1

...

.............................................................................

,
!

...

............................................................................

,
!2

,

1

1

211

1

2

122

11

1

pk
n

tt

j
tt

tt

t

k

kkkk

kkkk

kkk

kn

n

kkk

nk

j

jnkjnkjnk

nknknknk

nknknk









 (19) 

Поэтому 

       

     .)(...!2

!1)(

)!(
)(...)(exp)2(),(

0

2

1,
1

1

1 1

21
,

1
1

2

1

1

1

1 1
111

2
211









dvdn

ntix

ix
jn

ttixxtu

kkkn

m

pk

p

k

t
n

knk
n

k

p

k
knkn

R

p

k

n

j

m

pk
kkkn

k

jn

jkjkjk

n

k

k

k

k

kk

n

k

k

k

























 









 









 

  

(20) 

Поскольку   dyyuyiv
nR

n

)(),(exp)2()( 0
2

0  


 , то ,)(),,(),( 0  duxtGxtu
nR
  где 

),,(  xtG   – ФРЗК, то из (20) легко получить формулу ),,(  xtG  . 

3. Фундаментальное решение и его свойства.  

С формулы (20) имеем для .,, nn RRxt    
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     

      

     

        .
!)1(

...

!)1(
...

!)2(

......
!)1(

...

...exp)2(),,(

1

21

21
1

2
1

1
111

1

1

111

2

2111

1

1

21221
1

11











dd
n

txi

x
n

txtxx
n

t

txxx
j

ttxx

xtxxixtG

p

k

t

nk
k

n

kk

m

pk
k

m

pk
kkk

nkn
k

n

nknknknkn
k

n

nknknkjkk

j

jkjkjk

kkkkk
R

p

k
kk

n

k

k

k

k

kkkk

k

kkk

n





































































 























(21) 

Для того чтобы найти (21), рассмотрим интеграл: 

     ,
!)1(

...:),(
21

21 












t

nk
k

n

kkk d
n

tI
k

k



  (22) 

сделав замену переменных интегрирования ,







t

 получим 

      
 













1

0

21

21 .
!)1(

...),(  d
n
ttttI

k

k

nk
k

n

kkk

 

В (21) заменим        ,,1,!1,..., 2
12

112
1

1 pkntt
k

k

knk

n

kkk 


   

,,1,)( 1
2
1

1 mpkt kk 


 и переобозначим   на  , тогда 

 

         

      
     

    
       

      



 















































































p

k

n

k

p

k
kn

n
kk

m

pk
k

k

m

pk
kkk

n

nkk
k

n

knnknk

j

jkk

j

kjjkjk

kkkkk
R

p

k
kk

n

k

k

k

k

k

k

kkk

n

ktddt

xntx
n

txtx

jtx
j

txtxt

xtxtxixtG

1

1

01

1

0

21
21

1

2
12

1

1
1

112
12

1

1

1

2
12

1

1

12
3

21222
1

1
1

11

,!...

!1
!1

...

...!1
!1

......

exp)2(;;









(23) 

где 
 

.
2

1

2
1

2





p

k
kn

m   

Вычислим интеграл   
1

0

21
21 ...  dI

k

k
kn

n
kk : 
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  .

1
...

12
2

...2...2...
12

...
53

1

11
21

22
3

2
22

1














k

knknjkkj

k

knkkjk
kk

k

knkk
k

nj

njn
I

kk

kk














 (24) 

В (24) выделим полные квадраты 

 

 
 

  
  

     
       

  .
12...
!1

12...
1...1
1...1

12

...
21
21

5
1
1

3

221

0

0
0

2

3

2

2

2

1

0


































































kk

kkn
k

n

kj

kj

n

j

kj
n

j

kj
n

j

kj

nn
n

n
kjjj
kjj

k

jjj
jj

jj
j

j
I

k
k

kkk





 (25) 

Имея (25), сделаем замену переменных интегрирования в интеграле (23) 

 

 
 

   
   

 
 
























































.,1,

,,1,
12...
!1

.................................................

,
1...1
1...1

...............................

,
1
1

,

11

1

0

0

2
2

1
1

0

mpks

pks
nn

n

s
kjjj
kjj

s
jj
j

s
j

kk

kn
kk

kkn

n

kj
kj

kj

k

n

j

kj

k

n

j

kj

k

k

k

k

k











 (26) 

Разрешив (26) относительно , получим 
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   
 
   

 
          

          
 

      
 

 
       

  
.,1,

,,1,
121

!1
,12

32...1
!2

,...,
!

122...1221

...
!

122...1221...
!4

7222122

!3
52122

!2
32212

12...1
!1

....................................................................................................................................................

,12...54
2

1...
!4

11654
!3

954
!2
745

32

,121...753

11

1
1

1

4

321

1

65432
1

1
43211

mpks

pks
nnn

n
sns

nn
n

s
jn

njnjj

s
j
jjjsjjjj

sjjjsjjsjs
jjj

j

snn
n

sssss

snssss

kk

kn
kkk

kkn
knkkn

kk

kkn

kn
k

kk
jn

k

j

kj

kjkjkjkj
kj

knkk
k

n

kkkkk
k

knk
n

kkkkk

k

k

kk

k

k

k

k

k

k

k





















































































  

Из этой системы найдем   pjjkj ,1,!1   и подставим в (23), тогда   ;; xtG   

будет иметь вид 

 

         

      

 
        

        

      
 

      
 

      
   

         



  

 




































 













































































 



























p n

j
k

m

pk
kk

m

pk
k

n

j
n

j

jnn

nk

j
k

j

jk

n

kn

j
kj

kkk

kk

k

n

n

n

k
k

k

R

p n

k
k

n

kkktdstsxis

j
txistnnn

j
tx

s
kn

nknkk
kj

jkjkks

skkkkskkkskk

sksitkksnn
n

ssssxtxtit

xskiskxtG
n

1 1

2
1

1
1

11
1

2
1

1

0

2
121

0

432

12
122

54321222
3

2
1

11
1

1

1 1

2

.12...1

!
12...1...

!

!
122...1221...

!
122...1221

...
!4

7222122...
!3

52122
!2

322

1212......12...54
!2

1

...
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Формула (29) отражает сдвиги по x, если свести подобные члены, то получим.  
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Полученные результаты можно перенести на системы Колмогорова [11,12]. 
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