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ЗНАХОДЖЕННЯ ЦІНИ ОПЦІОНУ З МУЛЬТИПЛІКАТИВНОЮ 

ВОЛАТИЛЬНІСТЮ ЗА ДОПОМОГОЮ РІВНЯННЯ КОЛМОГОРОВА 
 

This article discusses methods for calculating the approximate prices for a 
broad class of securities using the tools of spectral analysis, singular and regular 
wave theory in the case of exposure fast and slow operating factors. Finding the price 
is reduced to solving the problem of finding eigenvalues and certain functions of the 
equation. Combining the methods of spectral theory of singular and regular 
disturbances can calculate the approximate price of financial instruments as 
expansions by eigenfunctions working with infinitesimal generators of two-
dimensional diffusion. 

 
Спектральна теорія є основним інструментом для аналізу дифузії, а саме в 

дослідженні розвинень за власними функціями лінійних операторів.  

Нас цікавлять оцінки похідних, тому ми розглянемо динаміку (푋, 푌, 푍) за 

оцінкою міри з нейтральним ризиком, яку ми позначимо, як ℙ 
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푑푌 = 훼(푌 ) −
√

훽(푌 )훬(푌 , 푍 ) 푑푡 +
√

훽(푌 )푑푊 ,

푑푍 = 훿푐(푍 ) − √훿푔(푍 )훤(푌 , 푍 ) 푑푡 + √훿푔(푍 )푑푊 ,
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(푋 , 푌 , 푍 ) = (푥, 푦, 푧) ∈ 퐸,
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де 
푑푊 ≔ 푑푊 + ( ) ( )

( ) ( , ) + 훺(푌 , 푍 ) 푑푡, 푑푊 ≔ 푑푊 + 훬(푌 , 푍 )푑푡,
  

푑푊 ≔ 푑푊 + 훤(푌 , 푍 )푑푡.  

Припустимо, що система рівнянь має єдиний сильний розв’язок, 휏 – час 

похідного активу, дефолт може відбутися одним із двох способів: 푋 виходить за 

інтервал 퐼, або у випадковий час 휏 , яким управляє рівень небезпеки ℎ(푋 ) ≥ 0.  



Розглянемо двобар’єрний опціон з тривимірною стохастичною 

волатильністю, тоді 푋 цінний папір, по якому не виплачуються дивіденди [1]. В 

нашому випадку 푋 – модель геометричного броунівського руху (ГБР) з 

багатовимірною стохастичною волатильністю. Зокрема,  ℙ динаміки в 푋 задані: 

푑푋 = 푟푋 푑푡 + 푓(푌 , 푍 )푋 푑푊  , ℎ(푋 ) = 0, 

де 푟 – без ризикова відсоткова ставка, а 푌, і 푍 є швидкими і повільними 

факторами нестабільності та відомі динаміки 푌 і Z, функції волатильності 푓 =

휎 exp(푌 + 푍 ) exp − 푧 ,  푑푌 = − 푌 −
√

훽푒r푓(푌 ) 푑푡 +
√

푑푊 ,     
 

erf(푦) ≔
2

√휋
푒 푑푡

 

푑푍 = −훿푍 − √훿푔erf(푍 ) 푑푡 + 푔푑푊 .        

Випишемо пов’язані з (1) оператори [2] 

픏 =
1
2

훽 (푦)휕 + 훼(푦)휕 ,         픏 = 훽(푦)(휌 푎(푥)푓(푦, 푧)휕 − 훬(푦, 푧))휕 ,              
 

픏 =
1
2

휎 푎(푥)휕 + 푏(푥) − 푎(푥)푓훺 푎(푥) 휕 − 푘(푥),
 

де 휎 ≔< 푓 (∙, 푧) > ,     푓훺 ≔< 푓(∙, 푧)Ω(∙, 푧) >, < 푓(푦) >≔ ∫ 푓(푦)휋(푦)푑푦,   

휋(푦)– щільність дифузії для 푌 . 

 Нехай 푢  розв’язок рівняння (−휕 + 픏 )푢 = 0,    푢 (0, 푥, 푧) = 퐻(푥); 

푢  – розв’язок рівняння (−휕 + 픏 )푢 = −퐴푢 ,    푢 (0, 푥, 푧) = 0; 

푢  – розв’язок рівняння (−휕 + 픏 )푢 = B휕 푢 ,    푢 (0, 푥, 푧) = 0, 

де 퐴푢 =< 픏 푎 (푥)휙휕 − 휂휕 푢 >,   휙 푖  휂 розв’язки рівнянь,  

픏 휙 = 푓 − 휎 ,     픏 휂 = 푓Ω − 푓훺,       (2) 

퐵 ≔ −푔휌 < 푓 > 푎(푥)휕 − 푔 < Γ > 휕 . 

Ми маємо формули за якими знаходяться 푢 , 푢 , 푢 ,  а 휙 푖  휂 знаходимо, 

розв’язавши (2). 

Наближена ціна опціону для розглянутої моделі дорівнює 

푢(푡, 푥, 푦, 푧) ≈ 푢 + √휖 푢 + √훿푢 .   



 

Рис. 1. Ціна опціону з подвійним бар’єром, 퐿 = 300, 퐾 = 350, 푅 = 400,

푦 = 0, 푧 = 2, 훽 = 1, 휎 = 0,34, 푟 = 0,05, 푔 = 2, 휌 = 0,5,  휌 = 0,18, 휌 = 0,18.  

На лівій частині рисунку 1 зображена наближена ціна 푢 , + √휖푢 ,  з 

подвійним бар'єром опціону, для моделі яка має тільки швидко змінні чинники 

волатильності. Права частина рисунку 1 репрезентує наближену ціну 푢 , +

√훿푢 ,  з подвійним бар'єром опціону на конкретну модель, яка містить чинники 

волатильності, що змінюються повільно. 

Комбінуючи методи з спектральної теорії, теорії сингулярних збурень і 

регулярної теорії збурень, ми зводимо обчислення ціни активу до розв’язання 

одного рівняння на знаходження власних значень і власних функцій [3]. 
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