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ФУНДАМЕНТАЛЬНА МАТРИЦЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ
ОДНОГО КЛАСУ ВИРОДЖЕНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

Дослiджено задачу Кошi для одного класу вироджених параболiчних систем, якi є систе-
мами типу Колмогорова з довiльною скiнченою кiлькiстю груп змiнних виродження парабо-
лiчностi. Побудовано фундаментальну матрицю розв’язкiв задачi Кошi та встановлено оцiнки
похiдних для систем з сталими коефiцiєнтами в параболiчнiй частинi.

We study the Cauchy problem for a class of degenerate parabolic systems that are Kolmogorov
type systems with arbitrary finite number of groups of variables parabolic degeneration. We
construct a fundamental matrix of solutions of the Cauchy problem and obtain estimates of the
derivatives for systems with constant coefficients in the parabolic part.

Вступ. В цiй статтi дослiджується зада-
ча Кошi для одного класу вироджених пара-
болiчних систем, що узагальнюють рiвнян-
ня типу Колмогорова. Такi рiвняння з двома
групами змiнних за якими є виродження ви-
вчалися багатьма вченими, цi дослiдження
проаналiзовано i розвинуто в роботах [1-2].
Системи такого типу дослiджувалися в [3-
4]. Ми будуємо ФМРЗК у випадку довiльної
скiнченої кiлькостi груп виродження пара-
болiчностi [5-6]. Рiвняння дифузiї з iнерцiєю
мають широке застосування в дослiдженнi
процесiв на фiнансових ринках України [7-
9].

1. Позначення, постановка задачi.
Розглянемо систему n рiвнянь

∂tuj(t, x)−
p−1∑
s=1

ns+1∑
µ=1

xs,µ∂s+1,µuj(t, x) =

n∑
ν=1

∑
|k|≤2b

ajνk (t, x)Dk
x1
uν(t, x), j = 1, n,

(1)

де x = (x1, ..xp) ∈ Rm, xs = (x1, ..xns) ∈ Rns

(t, x) ∈ Π(0,T ] = {(t, x) : x ∈ Rm, t ∈ (0, T )}
p, n, ns, b,m- заданi натуральнi числа, T - за-
дане додатне число. Припускатимемо, що
коефiцiєнти ajνk – комплексно значнi й такi,
що система

∂twj(t, x) =
n∑

ν=1

∑
|k|≤2b

ajνk (t, x)Dk
x1
uν(t, x), (2)

в якiй (x2, x3, ..xp) параметрична точка iз

Rm−n1 , є рiвномiрно параболiчною за Пе-
тровським у замиканнi Π[0,T ] множини Π(0,T ].

Для зручностi запишемо систему (1) в
матричнiй формi

∂u −
p−1∑
s=1

x′s∂x′
s+1

=
∑
|k|≤2b

Ak(t, x)D
k
x1
u, (3)

де x′s = (xs1, ..., xsns+1). Задача Кошi для (3)
полягає в знаходженнi розв’язку, що задо-
вольняє початкову умову

u(t, x)|t=τ = φ(x), x ∈ Rm, (4)

де φ(X) = (φ1(X), . . . , φn(X)). В якостi
φj(X) будемо розглядати достатньо гладкi
фiнiтнi функцiї (мають неперервнi похiднi
до порядку r, r ≥ m+ 1 ).

Означення. Пiд ФМРЗК (3), (4) будемо
розумiти квадратну матрицю G(t, x; τ, ξ) по-
рядку n, таку що для будь-якої гладкої фi-
нiтної функцiї φ(X) та довiльного τ ∈ [0, T )
формулою u(t, x) =

∫
Rm

G(t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ, ви-

значається розв’язок системи (3) в Π(τ,T ],
який задовольняє умову (4).

2. Побудова ФМРЗК . Нехай спочатку
система (1) мiстить тiльки похiднi порядку
|k| = 2b по x1 i коефiцiєнти ajνk є сталими.
Розглянемо для такої системи задачу Кошi
з початковими умовами при t = τ , тобто за-
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дачу

∂tuj(t, x)−
p−1∑
s=1

ns+1∑
µ=1

xs,µ∂s+1,µuj(t, x) =

n∑
ν=1

∑
|k|=2b

ajνk D
k
x1
uν(t, x), j = 1, n,

(5)

uj(t, x)|t=τ = φj(x), x ∈ Rm, (6)

де φj– досить гладкi й фiнiтнi функцiї. При-
пускатимемо, що λ-коренi λ1, ..., λn рiвня-
ння det{

∑
|k|=2b

Akσ
k
1 − λI}=0, де σk

1 ∈ Rn1 ,

A := (ajν2b)
n
j,ν=1, I– одинична матриця поряд-

ку n, i уявна одиниця, задовольняють умову

Reλj(σ1) ≤ −δ0σ2b
1 (7)

з деякою сталою δ0.
Зведемо задачу (5), (6) до задачi Кошi

для системи диференцiальних рiвнянь iз ча-
стинними похiдними першого порядку. Для
цього компоненти u1, ..., un розв’язку зада-
чi (5), (6) шукатимемо у виглядi оберненого
перетворення Фур’є F−1 по x вiд невiдомих
функцiй v1, ..., vn, при цьому одержимо таку
задачу Кошi

∂tv(t, σ) +
p−1∑
s=1

σ′
s+1∂σ′

s
v(t, σ) =∑

|k|=2b

Akσ
k
1v(t, σ),

(8)

vj(t, σ)|t=τ = ψj(σ), x ∈ Rm, (9)

де ψj(σ) := F [φj(x)](σ) :=∫
Rm

exp{−i(x, σ)}φj(x)dx.

Оскiльки функцiї φj є досить гладкими
та фiнiтними, то їхнi перетворення Фур’є ψj

аналiтичними функцiями для яких справ-
джуються нерiвностi

|ψj(σ| ≤ C(1 + |σ|)−r, (10)

для досить великого натурального числа
r, (r ≥ (m+ 1)).

У задачi (8), (9) (σ2, ..., σp)– параметр. Си-
стема (8) є системою диференцiальних рiв-
нянь iз частинними похiдними першого по-

рядку. Згiдно [3] така система еквiвалентна

dt = dσ11

σ21
= dσ21

σ31
= ... = dσp−1 1

σp1
= dσ12

σ22
=

dσ22

σ32
= ... = dσp−1 2

σp2
=

dσ1np

σ2np
= ... =

dσp−1np

σpnp
= ... =

dσj−1ns

σjns
=

dσ1n2

σ2n2
=

dv1
n∑

ν=1

∑
|k|=2b

a1νk σk
1vν

= ... = dvn
n∑

ν=1

∑
|k|=2b

anν
k σk

1vν
.

Ця система мiстить
p∑

j=2

nj + m + 1 рiвнянь.

Запишемо першi iнтеграли

σ1j =
tp−1

(p−1)!
σpj +

tp−2

(p−2)!
c
(1)
p−1,j + ...+ c

(1)
1,j :=

ρ1j, j = 1, n2,

σ1j =
tp−2

(p−2)!
σp−1,j +

tp−3

(p−3)!
c
(2)
p−2,j + ...+ c

(2)
1,j :=

ρ1j, j = 1, n3,
...................................................................

σrj =
tp−r+1

(p−r+1)!
σr−1,j +

tp−r

(p−r)!
c
(r−1)
p−(r−1),j + ...+

c
(r−1)
r,j := ρrj, j = 1, nr+1,
...................................................................

σp−1,j = tσp,j + c
(p−1)
p−1j := ρp−1j, j = 1, np.

Позначимо:

ρ(t, σ, c) := (ρ11, ..., ρ1n2 , σ1n2+1, ..., σ1n1 ,
ρ21, ..., ρ2n3σ2n3+1, ..., σ2n2 , ..., ρp−1,np−1 ,
σp−1,np−1+1, ..., σn−1,np−1 , σp1, ..., σnnp).

Враховуючи позначення, одержимо таку си-
стему рiвнянь на характеристиках

dv =
∑
|k|=2b

Akρ
kv, (11)

з початковою умовою

v(t, ρ(t, σ, c))|t=τ = ψ(ρ(t, σ, c)). (12)

Задача (11), (12) має єдиний розв’язок
для 0 ≤ τ < t ≤ T < +∞. Розглянемо випа-
док коли матриця (

∑
|k|=2b

ajνk ρ
k)nj,ν=1 комутує

з (
∑

|k|=2b

t∫
τ

ajνk ρ
k)nj,ν=1, тодi розв’язок системи

має вигляд

v(t, ρ(t, σ, c)) = exp{
t∫
τ

∑
|k|=2b

Akρ
k(β, σ, c)dβ}

ψ(ρ(τ, σ, c)).
(13)
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Знайдемо c(1)1,1, ...c
(p−1)
p−1,np

з вiдповiдних перших
iнтегралiв

c
(1)
1j = σ1j − tp−1

(p−1)!
σpj − tp−2

(p−2)!
σp−1,j + ...+

(−1)(p−1)tσ2,j, j = 1, n2,
...................................................................

c
(r)
rj = σr,j − tr−1

(r−1)!
σp,j + ...+ (−1)(r−1)tσ2,j

j = 1, nr+1,
...................................................................

c
(p−1)
p−1,j = σp−1,j − tσp,j, j = 1, np.

На основi [6], враховуючи початковi умови
одержимо

v(t, σ) = exp{
t∫
τ

∑
|k|=2b

Akρ
k
∗(β, σ)dβ}

ψ(ρ∗(t− τ, σ)).

(14)

де

ρ∗(t− τ, σ) = (σ1,1 + (τ − t)σ1,2 + ...+
(τ−t)p−1

(p−1)!
σ1,p, σ1,n2 + (τ − t)σ2,n2 , σ1,n2+1, ...,

σ1,n1 ;σ2,n + (τ − t)σ3,1 + ...+ (τ−t)p−2

(p−2)!

σp,np , ..., σ2,n3 + (τ − t)σ2,n3 , σ2,n3+1, ...,
σp−1,np + (τ − t)σp,np , σp−1,np+1, ..., σp−1,np−1,
σp,1, ..., σp,np).

Знайдемо u(t, x)

u(t, x) = 1

(2π)
m
2

∫
Rm

exp{i(x, σ)+
t∫
τ

∑
|k|=2b

Akρ
k
∗(β, σ)dβ}ψ(ρ∗(t− τ, σ))dσ.

(15)
В iнтегралi (15) зробимо замiну змiнних
ρ∗(t− τ, σ) = α, α ∈ Rm, отримаємо

u(t, x) = 1

(2π)
m
2

∫
Rm

exp{i
n1∑
k=1

(x1k, α1k) + i

n2∑
k=1

(x2k + (t− τ)x1k, α2k) + ...+ i
np∑
k=1

(xpk+

(t− τ)xp−1k + ...+ (t−τ)p−1

(p−1)!
x1k, αpk)ψ(α)dα.

(16)
За побудовою випливає, що ФМРЗК має ви-

гляд

G(t− τ, x, ξ) = 1

(2π)
m
2

∫
Rm

exp{i
n1∑
k=1

(x1k − ξ1k,

α1k) + i
n2∑
k=1

(x2k − ξ2k + (t− τ)x1k, α2k) + ...

+i
np∑
k=1

(xpk − ξpk + (t− τ)xp−1k + ...+

(t−τ)p−1

(p−1)!
x1k, αpk)

t∫
τ

∑
|k|=2b

Akρ
k
∗(t− β, β)dβ}dα.

(17)
Використовуючи методику робiт [6] i пара-
болiчнiсть (7) одержимо, що ФМРЗК G(t−
τ, x + iy, ξ) задачi (5), (6) при t > τ є цiлою
функцiєю дiйсних аргументiв s1, ..., sp

x1k−ξ1k

(t−τ)
1
2b

= s1k, k = 1, n1,

x2k−ξ2k+x1k

(t−τ)
2b+1
2b

= s2k, k = 1, n2,

...................................
xpk−ξpk+xp−1k(t−τ)+xp−2k

(t−τ)2

2!
+..+x1k

(t−τ)p−1

(p−1)!

(t−τ)
(p−1)2b+1

2b

= spk, k = 1, np

з порядком спадання q = 2b
2b−1

i з таким
же порядком росту по комплекснiй змiннiй
iy, y ∈ Rm. Правильна оцiнка

|Dk
xG(t− τ, x+ iy, ξ)| ≤ Ck(t− τ)M

exp{−c0(|s|q − |y|q)}, t > τ, x ∈ Rm,

y ∈ Rm, ck > 0, c0 > 0, |k| =
p∑

j=1

kj

M = −
p∑

j=1

(nj − kj)
(j−1)2b+1

2b
,

Сталi c0, ck залежать вiд m,T, δ0, max|ajνk |.
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