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Т. П. Гой

ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ ДВОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ 
ДЛЯ СИСТЕМИ РІВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ І 

ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ

Досліджено задану з нелокаїьними двоточковими умовами для одного класу 
систем лінійних рівнянь з частинними похідними та змінними коефіцієнтами у 
циліндричній області. Для майже всіх (відносно міри Лебега) параметрів задачі 
встановлено умови існування єдиного класичного розв'язку..

1. Крайові задачі з нелокальними умовами для гіперболічних, 
параболічних та безтипних систем лінійних рівнянь із частинними 
похідними і змінними коефіцієнтами в різних аспектах вивчались 
багатьма авторами (див., наприклад, [1-6]), де, в основному, виділені 
регулярні випадки задач, що виключають появу малих знаменників, або 
аксіоматично накладаються умови їх відокремленості від нуля, що 
забезпечує розв'язність задачі.

У роботах [7-13] досліджувались нерегулярні випадки задач з 
нелокальними (інтегральними, двоточковими, и-точковими) умовами 
для лінійних гіперболічних, параболічних та безтипних 
диференціальних систем рівнянь довільного порядку зі сталими та 
змінними за t коефіцієнтами. На основі метричного підходу одержано 
умови коректної розв'язності розглядуваних задач.

У даній статті досліджується задача з нелокальними двоточковими 
умовами за виділеною змінною t та умовами типу умов Діріхле за 
координатами х ,,..., хр для одного класу систем рівнянь з частинними 
похідними зі змінними за х ,,...,хр коефіцієнтами у обмеженій 
циліндричній області з достатньо гладкою межею. Для подолання 
проблеми малих знаменників, що виникають при побудові розв'язку 
задачі, використано метричний підхід.
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2. В області Q = { (t,x ) :te (0 ,T ),x e G f, де G c R ? - обмежена 
область із гладкою межею dG , розглядаємо задачу

()" U j (t, X) m и . \
■ - L A j , ^ -L |»r(t,x) = fJ(t,x), j = l,...,m, (1)

dt
Н V і ,
I I b ; 'L s
s«()q*0

T*l
aqUj(t,x)

atq
8qu,(t,x)

dT1=0 u=t ,

Lru.(t,x)| =0, r = 0,l....H - l ,  | = 1.....m,1 І jr. J 1

= (pjl(x),H ,-.,nj,j = l,...,m, (2)

(3)
де

Л „ ( % . - і - И '£ а ” | Т ( - А ,
s=0q-0 3t

єС , ;(i€C\{0}, n, + ... + n m = n , x = (x1?...,x ), операторM\ sq

І - i ~
І, i=lOX ;

-q (x )

еліптичний в області G з дійснозначними коефіцієнтами р (х)>0, 
i,j = ],...р, та q (x )> 0 .

Розв’язок задачі (1)-(3) шукаємо у вигляді векторного ряду 

u(t,x)= £ u k(t)Xk(x), (4)
k=l

де u(t, х) = col(u, (t, х u m (t, х)), uk (t) = col(ukl (t),..., ukm (t )), a Xk(x), 
k c N, -  власні функції задачі

LX(x) = X(x)j,)G = 0. (5)
Позначимо через С ’Л клас визначених в області G функцій, /-ті 

похідні яких задовольняють у G умову Гельдера з показником v, 0<v< І. 
и через А ::' клас замкнених областей, для яких функції, що задають у 
локальних координатах рівняння межових поверхонь цих областей, 
належать класу С ,i,v.

Якщо p1J(x )e C 2H' l', 1 рц =1,...,р, q (x )eC 2H‘!,v, G e A 2H‘v. то всі 
власні значення .̂k,k e  N , задачі (5), множину яких позначимо через А, 
і додатні і різні, а система власних функцій {Xk (x)}k(=N ортогональна та
мовна в L2(G); крім цього Хк (х)є С н (G), к є  N. і правильні оцінки 
114,15]:

(VXk > К ,) с0к ір < Ак і с ,к 'р, 0< сп 5 с ,, к є  N , ( 6 )
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maxi -с ~  Хк(х) 1 < с, (I q ІК  4+41,2, I q 1=  0,1,...,2Н . 
' ‘c !5x?l ...axJp!
Нехай існує така стала а > 0 ,  що для всіх Хк е А  

рівняння
Tj-КОрЄНІ

( 7)

її її m
det Р (г |Д \) — det г| 5 - А . г(г]Дк)| =0  (8)

;J '"І
задовольняють умови

К е п /л к) $ а ,  j=l,...,n. (9)
Зі структури рівняння (8) випливають такі оцінки:

іп(а к)|^СЯ,«, j = l.... п, С є R (10)
Нехай

t'Jd .x )=  У fkj(t)Xk(x), fkj(t )= Jfj (t ,x)Xk(x)dx,j = 1.... m, (11)
k=l ’ G
x

<pji(X) = Xcpkj,x k(x), (pkji = |cp.|(x)Xk(x)dx, 1=1....n ,,j = 1,---,m. (12)
k=l C

Тоді кожна з вектор-функцій uk (t), k є N, у (4) є розв’язком задачі 
для системи звичайних диференціальних рівнянь

4 , ( 0  _ ]Г Ajr(%t Д к )ukr(t) = fk>(t), j = (13)
dt 1 -1

; ■ [u kj 1 = S  "s bjq (Д  k )s (uif (0)_ )ш (к4 ’ (T))= (pkj |, 1=1,... ,n,, j = 1,... ,m. (14)
s=U q=0

Припустимо, ЩО ДЛЯ ВСІХ Хк е А  корені r|j = "Hj (̂ -k)- J = 1....n-
характеристичного рівняння (8) є прості та відмінні від нуля (одержані 
результати можуть бути перенесені також на випадок кратних коренів 
рівняння (8)). Тоді однорідна система рівнянь

d U. (t) ' /, / \
—?----- l A jr(d'd t, ^ k)uk,(t) = 0, J =
dt r=i

(13')

має таку фундаментальну матрицю розв’язків:
Y=||Yt, ( t ) H ..п,, (15)

де
Y,.s(t) = ¥,.Ols)exp(p5t), r = l,...,m ,s = l,...,n , (16)

а функції 4у, (г|ч), r=l,...,m, визначаються із системи лінійних
алгебраїчних рівнянь
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Х (л.'Ч г -А ^ (Л хЛ ) к ( л , )  = 0, j = 117)Г*1
лс б|Г - символ Кронекера. Визначником системи (17) є det P(r\., ).
Оскільки числа Г|ДХк), s = l,....n, попарно різні. то 
і.нщР(гі5Д к )=  m -  I, s = l,...,n, а тому хоча б один з мінорів (т -  1)-го 
порядку визначника det P(rjs, ?ck) відмінний від нуля. Не обмежуючи 
ші'шіьності, вважатимемо, що

От (л5) -  det 

Тоді

n s' 8 jr - А |г(ті,Ді |  * 0.

И-П„,
= х  в т(їд к)гі”-Пт' “ , 

«=()
(18)

1Ег(Л5) = Нг(Г|к) 

ІС

= І  Bta(Xk ілГ"' "с<м,г = 1....ш — 1.
а=п

л ї ' - А и (л,,Я.к) ... А ,_г_, (Г), Д к)

(19)

Dr(ris) = det
А,„-і,і(ЛзАк) Ат_[ r_, (Г|3, Дк)

Лт(Л5' \  ) А1г+І (Лі , ) ... А1ш,(Л5Д к) і;
... ... ... , г=1,...лі-І.

Дп-І.тОфДк ) Л п-І.гЖ А ) ... Л.П,”' ' - А пН,т-1(Ті Л )

'Задача для системи рівнянь (13') з умовами
Mkl1[ukj] = 0, 1=1 ...n,,j = l,...,m, (14')

мій нетривіальний розв’язок тоді і тільки з оді, коли визначник АДК)
ми ірит ||/Wk|l[Yjs]|| =і..п,;і=і.. „ш рівний нулю [16]. Визначник

і=1...П
Л Д к)

обчислюється за формулою

Л(\к) = ІХ^к)ПЕг(А.к)П (і- цехр(-п,(Хк)Т)) П  (П і(М -ЛчМ л 2 0 )
г* 1  j « 1  lSq<l<n

1C

ЕгД к) = det Ю - ^ І І  • г = і. in.
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0 0 В 1 , П — П і — 1 в |ф 0
п - -

в,.,-. (-1 в іо 0 0

0__ 0 в В„ 0

В,.„ ,1 *1 в 10 ® ... 0
П|

0___^
пж -

_ 0
1

В ч.п-л„ В», Bn,.

Вт„ в тс 0 оі
п т І

Позначимо через C ln,r)(Q) банахів простір вектор-функцій 
u(t,x) = (u](t,x),...,um(t,x)), компоненти Uj(t,x) яких в області Q г 
разів неперервно диференційовні за х та п( разів неперервно 
диференційовні за змінною t, з нормою

ііи ІіС(І' г,(0)

m п,
= Z І  Z max

,=1 q0=0 |q|£r<t.x)eQ

5!4lu,(t,x)

St4" SxJ’ ...dxLpv

ле n = (n ..... n J e N " ,  iq!=q0 + iql, | q != q, + ... + qF

При дослідженні питання про єдиність розв’язку задачі (І)-(З) 
розглядатимемо також відповідну однорідну задачу

C,n'u.(t,x) m \
— J r ------ j = 1.....ГП,

н "Г 1
I  S  b.L-

Jr у  d r

(?4 U : (t , х ) 5qu (t,x)
- n -  - -

O ’)

a 4 c t4
I = 0, 1=1....n , i = 1,..., m . (2')

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1)-(3) у просторі 
необхідно і досить, щоб виконувались умови

(VA.k е Д) і -  м-ехр(л j (?сk )Т)^ 0, j = l.....п;

(V>.k є A) Е, (?.t ) * 0. г =

C lfi-H,(0 )

(21)
( 22)
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Доведення. Необхідність. Якщо для деякого Х- єЛ  умови (21),(22) не 
никонуються, то А(А.г ) - 0  і існують нетривіальні розв'язки 
о (.l) = col(uj;](t),...Iu jaii(t)) однорідної задачі (ІЗ'),(14'). Тоді існують 
нетривіальні розв’язки задачі (Г),(2'),(3) вигляду u(t,x) = u, (t)X^(x), а
інму розв’язок неоднорідної задачі (1)-(3), якщо він існує, єдиним не
буде.
Достатність. Нехай виконуються умови (21),(22), тобто Л(?ск)* 0  для 
всіх Хк є Л. Тоді доведення теореми проводиться за схемою доведення 
Теореми 3.1 [7, розділ 2] і випливає з єдиності розвинення функції з 
простору L; (G) у ряд Фур’є за системою ортогональних функцій.

3. Розглянемо питання про існування розв'язку задачі (1)-(3). 
Нехай виконуються умови (21) та (22). Тоді для кожного X, є Л існує 
ідпний розв’язок задачі (13).( 14). який зображається v вигляді суми

uk(t) = Uk(t) + Vk(t), ' (23)
Де Uk(t) = col(Ukl( t ) ....Ukm(t)), Vk(t) - col(Vkl(t).....V ^ d ))
розв язки задач (13'),(14) і (13),(14') відповідно. Компоненти вектор- 
функцій Uk(t) і Vk(t) визначаються формулами

И П ІП пг пг
u kl( t ) = s n ^ i ( - i ) i- 4 j(ii1a k))D„

1 = 1  q=lr=l 01=1 p=l
)Er.(5i„(A,k)S[1_qcpkrlj x

E r (Xk )D ftk )(l - (J. ехр(лДк )Т))П (Л,(Лк) "  Л. ( K ))
S=1
»*1

xexp(Ti,(?Lk)t), j = l,...,m,
j m

v kj(t) = jZGk,i.r ( t.T)fk r W ,  j =

(24)

(25)
f) Г—1

де h rcc =n, +... + n t_, + a ,  Di jC^i,) і h . . (At ) -  визначники, отримані 
викреслюванням г-го рядка і 7-го стовпця у визначниках D(?ck) 1 Er(X.k)

відповідно; S4 -  сума всеможливих добутків чисел Л j(Xk), j = l....п,
l*q, взятих по у У кожному добутку; G kjr (t, X) , j,r = l....,m, -елементи

матриці Гріна задачі (13'), (14'), які у квадраті 
Кт = {(t, т) є R ; : 0 S t, X <, т}, крім сторін X = 0 і т = Т, визначаються 

формулами

G k, ,.(t, х) = (2D(Xk )Г ‘ І  І  D„,,ч (Xk)S!,_q П  (Лі ( К ) "  Л, a k ) Г ’ х
1=! q=\ і=1

>*<1

x((-l)h,H,i sgn(t-T)lPJ(ri,(A.k))exp(Tl1(^)(t-T))+
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n n m nr n,- n —1 H , , ,

- Z Z Z Z Z  Z
y=l r=l CX— 1 (3=1 v=0 s=0

xexp(r|£ (A.k )t)Dh n (A.k )Er.na(Xk)SZy (iX̂ -k )Ep(^k))”' x

ХП (л; (^к)- Ла Г-k ))~‘
a=1
ô l

І + НехріЛіЮТ) 
І-цехріпУл^Т)

j.r = (26)

На стороні т = 0 (x = T)  квадрата К т кожна з функцій G k 1Д (t,т), 
j,r = l,...,rn. доозначується за неперервністю справа (зліва),

З формул (4),(23) одержуємо, що розв’язок задачі (1)-(3) 
формально зображається векторним рядом

u(t, х) = Z  (Uk (t) + Vk (t))Xk (х), (27)
k=l

де компоненти вектор-функцій Uk(t) і Vk(t) визначаються формулами 
(24) та (25) відповідно.

Відмінні від нуля вирази

П (nj(^k)- Hq (2ck)), 1 - цехр(г|уА.к )т), j = 1,...,п,
q=l.q*j

що входять знаменниками у формули (24) і (25), можуть бути як 
завгодно малими за модулем для нескінченної множини Хк є А, а тому 
питання про існування розв’язку задачі (1)-(3) пов’язане з проблемою 
малих знаменників.
Теорема 2. Нехай існують сталі пу,Уг  j= 1,2, такі, що для всіх (крім 
скінченного числа) Хк є Л виконуються нерівності

1 -pexp (n j(A.k)T )|^m 1A,kT' , j = l.... n. (28)

П h j ( ^ k ) - 4 q(^k) J = 1....n- (29)

ц*.і
і нехай функції f, 6 Cl°'h,)(Q), cpj( e C h°(G), 1 = 1, 
задовольняють умови

j = 1....m.

Z f j ^  = 0, Tj = 0,l,...,[hj / 2], j = (30)

Г1,фд ге^ 0, r0 = 0,l,...,[h0 12], 1 = l,...sn js j =
де

h0 = 2(3p/4 + у, + у 2 + H(2n -  1 + 2N -  n + 29)),

38
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hj =2(Зр/4 + у, +со, + Н(2п -  п + 20)) j = l,...,m,
= maxja,7, + у2 + н ( З п - 2 - п ,  + 2 N - n  + 20)j, j=l,...,m , 

" = S  і 1 Є = (п2 -  п,2 -  ... -  п* )/2 ,

к стала з нерівності (9). Тоді існує розв’язок задачі (1)-(3), який 
належить простору С 'п':н ,(0) і неперервно залежить від функцій 
І, (І, х), і = і Ф ІЧ (х), q = 1,...,п і , j = 1,..., т .
, Іопсдення 3 формул для визначення визначників D(/i(. > і ЕДл, , ),

одержуємо такі оцінки:
\ D j X k] < c ^ \ (32)

|Er;ij( ^ ^ c 4X ,r - 1),r  = l,...,m, (33)

lD(^k) | > c 5A.f, (34)
E.(Ak) |> c6k"ksH, s = (35)

Тепер із формул (24),(25) та оцінок (7),(9),(10),(28),(29),(32)-(35) 
одержуємо

maxiVj4’(t) |< с7 .̂”іі+Нч£m ax |fks (t)|, q = 0,l.... j = l,...,m, (36)«KtSTl j 1 s-,0S«̂ T J

max|U(k̂ ( t ) ! ^ с8л“13*НчX q  = 0,l,...,nj , j  = l,...,m, (37)
5=1 1=1

;tc Oj, =y2 +C0j + H ( 2 n - l - n j - n  + 0), a j, = Y , + Y 2+ H ( 2 n - 2 - n ] + 
+ N -  n + 0), j=l,...,m.

Якщо функції fj(t,x), j = l,...,m, і (pjl(x),l = l,...,nj , j = l,...,m,
шдовольняють умови теореми, то, використовуючи ( 11),(12) та (30Ц31), 
шаходимо

|фщі| 5 Сю^^ЦфіїЦсВ. ^ . 1=1....n j J = U ,  m •

(38)

(39)

Із (27), враховуючи оцінки (6),(36)-(39), одержуємо оцінку для 
норми розв’язку задачі (1)-(3):
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МІ5>«>н.(е ,$ С иі | | і
у '  l/2-hj/p+2(Oj|+H(i + n,))/p

г. ,

■^2i z h 4i U (C)i k '
2-h0 /p+2(aj: -t-H(l+n ,))/р

Зі збіжності рядів у правій частині останньої нерівності випливає 
доведення теореми.

4. З'ясуємо, наскільки "багата" множина задач (1)-(3), для яких 
виконуються оцінки (28),(29).

Теорема 3. Нехай існує стала р>0, незалежна від Хк, така, що для всіх 
(крім скінченного числа) Хк є А виконуються нерівності 

Reri ,(^к) -  —3 In Л.к, j — 1, . п.
Тоді для майже всіх (відносно міри Лебега в R) чисел Т і для 

довільних фіксованих чисел р. та а^ нерівності (28) виконуються при 
у, > р/2 + рт для всіх (крім скінченного числа) значень Хк є А .

Доведення теореми проводиться за схемою доведення теореми 
3.3 з [7, розд.5].

Позначимо через 7 e R* ,  7 = nm(H + l), вектор, складений з 
дійсних та уявних частин коефіцієнтів а^ системи (1).
Теорема 4. Для майже всіх (відносно міри Лебега в просторі 
R/ ,х = пш(Н + 1)) векторів Y при у2 > (р/2 + Н(1 -  n)(m + п -  3))/2 
нерівності (29) виконуються для всіх (крім скінченого числа) Хк є А . 
Доведення теореми проводиться за схемою доведення теореми 4 з [12].

We investigate the nonlocal two-point boundary value problem for one class partial 
systems of linear differential equations with variable coefficients m a tube domain. For 
almost all (with respect to Lebesque measure) parameters o f the problem we establish 
conditions for the existence o f a unique classical solution of the problem. 1 2 3 4 5
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О. Д. Власій

ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ ОДНОГО 
РІВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ 31 ЗМІННИМИ 

КОЕФІЦІЄНТАМИ

Встановлена умови однозначної розв'язності задачі з неї опальними 
іівопючяоними умовами за змінною і та локальними крайовими умовами за змінною х 
для диференціального рівняння з частинними похідними зі змінними за і та х 
коефіцієнтами у циліндричній області. Доведено метричні твердження, які 
стосуються оцінок знизу малих знаменників, що виникають при побудові розв язку 
задачі..

1. Задачі з нелокальними крайовими умовами для рівнянь із 
частинними похідними, взагалі кажучи, є умовно коректними. 
Розв’язність таких задач пов’язана з проблемою малих знаменників. Для 
окремих видів рівнянь і систем рівнянь зі сталими та змінними за t або
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