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У статті вивчаються праві і ліві нулі, одноточкові ліві ідеали, 

мінімальний ідеал, центральні елементи, скоротні зліва і скоротні 
справа елементи напівгрупи )(Sυ  монотонних сімей на циклічній 
напівгрупі S, а також характеризуються циклічні напівгрупи, 
розширення )(Sυ  яких є комутативним. 
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Вступ 
Дана стаття присвячена вивченню структури напівгруп 

монотонних сімей на циклічних напівгрупах. 
Сім’я M  непорожніх підмножин множини X  називається 

монотонною, якщо з M∈⊃ AB  випливає, що M∈B . Замкнена 
відносно скінченних перетинів монотонна сім’я F  називається 
фільтром. Фільтр }скінченна \:{= −⊂ FXXFXF  називається 
фільтром Фреше на множині X . Фільтр U називається ультра-
фільтром, якщо FU =  для будь-якого фільтра F , який містить U . 
Множина всіх монотонних сімей на множині X  позначається через 

)(Xυ , а сім’я )(Xβ  всіх ультрафільтрів на множині X  називається 
компактифікацією Стоуна-Чеха множини X , див. [11], [12]. 

Кожне відображення YXf →: продовжується до відображення  
                  ,:)(:),()(: 〉∈⊂〈υυ→υυ MM MYMffYXf a            див.[9] 

Тут для сім’ї B  непорожніх підмножин множини Y  через 
〉∈⊂〈 BBYB :  позначено сім’ю  

)}.(:{=: ABBYABYB ⊂∈∃⊂〉∈⊂〈 BB  
Ультрафільтр }{x  називається головним ультрафільтром, 

породженим множиною }{x , Xx∈ . Можна вважати, що 
)()( XXX υβ ⊂⊂ , якщо ототожнити кожну точку Xx∈  з головним  

ультрафільтром 〉〈 }{x , породженим множиною .}{x  
В [9] доведено, що кожна асоціативна бінарна операція 

SSS →×:*  продовжується до асоціативної бінарної операції 
)()()(: SSS υυυ →×o  за формулою  

〉⊂∈〈 ∈
∈

MLML Laaa
La

MLMa }{,:*= Uo  
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для монотонних сімей )(, Sυ∈ML . В цьому випадку компактифікація 
Стоуна-Чеха )(Sβ  є піднапівгрупою напівгрупи монотонних сімей 

)(Sυ . 
Непорожня підмножина I  напівгрупи ,*)(S  називається ідеалом 

(відповідно правим ідеалом, лівим ідеалом), якщо IISSI ⊂∪ **  
(відповідно ISI ⊂* , IIS ⊂* ). Елемент z  напівгрупи ,*)(S  
називається нулем (відповідно лівим нулем, правим нулем) в S , якщо 

zazza =*=*  (відповідно zaz =* , zza =* ) для кожного Sa∈ . Це 
рівносильно тому, що }{z  є ідеалом (відповідно правим ідеалом, лівим 
ідеалом) в S . Ідеал SI ⊂  називається  мінімальним, якщо кожен ідеал 
напівгрупи S , що міститься в ,I  співпадає з I . Аналогічно визнача-
ються мінімальні ліві та мінімальні праві ідеали напівгрупи S . Об’єд-
нання )(SK  всіх мінімальних лівих (правих) ідеалів в S  співпадає з 
мінімальним ідеалом напівгрупи S , (див.[11,теор.2.8]). Напівгрупа 

,*)(S  називається напівгрупою правих нулів, якщо bba =*  для всіх 
Sba ∈, . 
Відображення TS →:ϕ  між двома напівгрупами ,*)(S  та ),( oT  

називається гомоморфізмом, якщо )()(=)*( baba ϕϕϕ o  для всіх 
Sba ∈, . Гомоморфізм IS →:ϕ  з напівгрупи S  в ідеал SI ⊂  

називається ретракцією, якщо aa =)(ϕ  для будь-якого елемента Ia∈ . 
Елемент a напівгрупи S називається скоротним зліва (справа), якщо для 
довільних елементів Syx ∈,  з рівності ayax =  (відповідно yaxa = ) 
випливає, що yx = . Це рівносильно тому, що лівий (відповідно правий) 
зсув SSla →: , xaxla *: a , (відповідно SSra →: , axxra *: a ) є 
ін’єктивним відображенням. Напівгрупа, всі елементи якої є 
скоротними зліва (справа), називається напівгрупою з лівими (правими) 
скороченнями. 

Напівгрупа N∈〉〈 n
naa }{= , породжена елементом a , називається  

циклічною. Якщо циклічна напівгрупа є нескінченною, то вона 
ізоморфна до адитивної напівгрупи N . Скінченна циклічна напівгрупа 

〉〈aS =  також має нескладну структуру [7]. Існують натуральні числа r  
і m , які називаються  індексом і  періодом напівгрупи S , такі що:   

• },,,{= 12 −+rmaaaS K  i |=|1 Srm −+ ;  
• для кожних ω∈ji,  рівність jrir aa ++ =  виконується тоді і лише 

тоді, коли )mod(≡ mji ;  
• },,,{= 11 −++ rmrr

m aaaC K  є мінімальним ідеалом, циклічною і 
максимальною підгрупою напівгрупи S  з одиницею m

n Cae ∈= , де n  
ділиться на m .  
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Надалі скінченну циклічну напівгрупу індекса r  і періода m  
позначатимемо через mrC , , а її максимальну підгрупу − через mC . 

1 Гомоморфізми, праві, ліві нулі та мінімальні (ліві) ідеали  
Твердження 1.1. Для кожного гомоморфізму TS →:ϕ  між 

напівгрупами ),*( 1S  та ),*( 2T  індуковане відображення 
)()(: TS υυυϕ →  є гомоморфізмом напівгруп )),(( 1oSυ  та )),(( 2oTυ .  

Доведення. Зафіксувавши дві монотонні сім’ї )(, Sυ∈ML , 
одержимо  
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Зауважимо, що для піднапівгрупи T  напівгрупи S  відображення 
)()(: STi υυ → , Si 〉〈→ AA:  є ін'єктивним гомоморфізмом, а тому 

надалі ми ототожнюємо напівгрупу )(Tυ  з піднапівгрупою 
)())(( STi υυ ⊂ . 

Лема 1.1. Нехай I  − ідеал напівгрупи S . Якщо відображення 
IS →:ϕ  є ретракцією, то відображення )()(: IS υυυϕ →  також є 

ретракцією.  
Доведення.  Дійсно, нехай )(Iυ∈A , )(Sυ∈M , тоді  

.)(*,}{,:*=
}{,,:*=

IIMaMAMa
MIAAMa

aAaAaaaAa

AaaaAa

υ∈〉⊂⊂∈〈
=〉⊂⊂∈〈

∈∈∈

∈∈

UU

Uo

MA
MAMA

 

Аналогічно )(Iυ∈AMo , а тому )(Iυ  є ідеалом напівгрупи )(Sυ .  
Якщо )(Iυ∈A , то  

   AAAAA =}:{=:=,:)(=)( ∈⊂〉∈⊂〈〉∈⊂〈 AIAAIAAIAAϕυϕ ,  
а отже, υϕ  − ретракція.  

Лема 1.2. Нехай I  − ідеал напівгрупи S  і відображення IS →:ϕ  
є ретракцією. Напівгрупа S  має правий (лівий) нуль тоді і лише тоді, 
коли напівгрупа I  має правий (лівий) нуль, причому всі праві і ліві нулі 
напівгрупи S  містяться в I .  

Доведення. Нехай z  − правий (лівий) нуль напівгрупи S , тоді 
zsz =  ( zzs = ) для будь-якого Ss∈ . Оскільки ϕ  − гомоморфізм, то 

)(=)()( zzs ϕϕϕ  ( )(=)()( zsz ϕϕϕ ). Зокрема, для будь-якого Is∈  
виконується рівність ss =)(ϕ , а тому )(=)()(=)( zzszs ϕϕϕϕ  
( )(=)()(=)( zszsz ϕϕϕϕ ). Таким чином, )(zϕ  − правий (лівий) нуль 
напівгрупи I . 
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Навпаки, нехай Iz∈  − правий (лівий) нуль напівгрупи I . 
Оскільки I  − ідеал, то для будь-якого Ss∈  маємо Izssz ∈, , а отже, 

zzszsszsz =)(=)()(=)(= ϕϕϕϕ  ( zszszzszs =)(=)()(=)(= ϕϕϕϕ ) i z  
− правий (лівий) нуль напівгрупи S . 

Якщо z  − правий (лівий) нуль напівгрупи S , то Iszz ∈=  
( Izsz ∈= ), де Is∈ . Таким чином, всі праві (ліві) нулі напівгрупи S  
містяться в I . 

Нехай e  − одиниця максимальної підгрупи mC  циклічної 
напівгрупи mrC , . 

Лема 1.3. Відображення mmr CC →,:ϕ , exx =)(ϕ  є ретракцією, 
причому xyyx =)(ϕ  для будь-яких mrCx ,∈  i mCy∈ .  

Доведення. Оскільки підгрупа mC  є ідеалом напівгрупи mrC , , то 

mCexx ∈=)(ϕ . Тоді )()(====)( yxexeyeexyexyxy ϕϕϕ  для будь-яких 

mrCyx ,, ∈  і xexx ==)(ϕ  при mCx∈ . А отже, відображення 

mmr CC →,:ϕ  є ретракцією. Далі для будь-яких mrCx ,∈  i mCy∈  маємо, 
що mCxy∈ , а тому xyxy =)(ϕ . З іншого, боку yxyxxy )(=)()(=)( ϕϕϕϕ , 
бо mCy∈ .  

З лем 1.1.-1.3. випливає наступне: 
Твердження 1.2. Напівгрупа )( ,mrCυ  містить правий (лівий) нуль 

тоді і лише тоді, коли її піднапівгрупа )( mCυ  містить правий (лівий) 
нуль. Причому кожен правий (лівий) нуль )( ,mrCυ  належить )( mCυ .  

Нехай S  − напівгрупа. В [9] доведено, що монотонна сім'я 
)(Sυ∈M  є правим нулем в S  тоді і лише тоді, коли M  є інваріантною в 

тому сенсі, що M∈− MssM 1,  для будь-якого Ss∈  і для будь-якого 
M∈M , де }:{=1 MsaSaMs ∈∈− . 
Оскільки фільтр Фреше на нескінченній циклічній напівгрупі N  є 

інваріантним, то напівгрупа )(Nυ  містить правий нуль. Більше того, 
аналогічними міркуваннями як в теоремі 2.2 з [1] можна показати, що 
напівгрупа )(Nυ  містить c2  правих нулів. 

Оскільки для кожної групи G  монотонна сім’я }{G  є 
інваріантною, а отже, правим нулем напівгрупи )(Gυ , то з 
попереднього твердження випливає наступне: 

Твердження 1.3. Для кожної циклічної напівгрупи S  напівгрупа 
)(Sυ  містить правий нуль.  
Твердження 1.4. Для скінченної циклічної напівгрупи mrC ,  напів-

група )( ,mrCυ  містить (лівий) нуль тоді і тільки тоді, коли період 1=m .  
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Доведення. Якщо період 1=m , то напівгрупа )( 1Cυ  містить 
єдиний елемент, який, очевидно, є її нулем. Тоді згідно з твердженням 
1.2 напівгрупа )( ,1rCυ  також містить (лівий) нуль. У випадку 1>m  
напівгрупа )( mCυ  містить принаймні два правих нулі }{=1 mCZ  i 

〉∈〈 mCgg :}{=2Z . Таким чином, )( mCυ  не містить жодного лівого 
нуля, і з твердження 1.2 випливає, що напівгрупа )( ,mrCυ  не містить 
(лівих) нулів. 

Далі ми охарактеризуємо циклічні напівгрупи S , для яких 
напівгрупа )(Sυ  містять одноточкові мінімальні ліві ідеали. 

Монотонна сім’я )(Sυ∈Z  є правим нулем напівгрупи )(Sυ  тоді і 
тільки тоді, коли одноточкова множина }{Z  є мінімальним лівим 
ідеалом у )(Sυ . Оскільки всі мінімальні ліві ідеали ізоморфні між 
собою і об’єднання ))(( SK υ  всіх мінімальних лівих ідеалів в )(Sυ  
співпадає з мінімальним ідеалом напівгрупи )(Sυ  (див.[11,теор.2.8]), то 
з тверджень 1.3 i 1.4 випливає наступна 

Теорема 1. Для циклічної напівгрупи S  всі мінімальні ліві ідеали 
напівгрупи )(Sυ  є одноточковими множинами. В цьому випадку 
мінімальний ідеал ))(( SK υ  напівгрупи )(Sυ  є її піднапівгрупою правих 
нулів. Циклічна напівгрупа містить одноточкові мінімальні праві ідеали 
тоді і лише тоді, коли вона є скінченною циклічною напівгрупою 
періода 1.  

2 Комутативність та центральні елементи 
Теорема 2. Для циклічної напівгрупи S  напівгрупа )(Sυ  є 

комутативною тоді і лише тоді, коли S  є скінченною циклічною 
напівгрупою періода 1=m  і індекса {1,2,3}∈r .  

Доведення. Якщо період m  скінченної циклічної напівгрупи mrC ,  
більший одиниці, то з доведення твердження 1.4 відомо, що напівгрупа 

)( ,mrCυ  містить принаймні два правих нулі, а тому не може бути 
комутативною. 

Нехай індекс циклічної напівгрупи S , породженої елементом a , 
більший за 3 або вона є нескінченною циклічною напівгрупою. 
Розглянемо монотонні сім’ї 〉〈 }{},{= 2aaA  та 〉〈 },{= 2aaB . Оскільки 

〉〈 },{},,{= 4332 aaaaBA o , а 〉〈 }{= 3aAB o , то дані сім'ї не комутують, і 
напівгрупа )(Sυ  не є комутативною. 

Напівгрупа )( 1,1Cυ  є одноточковою. Для циклічної напівгрупи 

}=|,{= 232
2,1 aaaaC  добуток будь-яких монотонних сімей напівгрупи 
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)( 2,1Cυ  дорівнює головному ультрафільтру 〉〈 }{ 2a . Таким чином, 
напівгрупи )( 1,1CG  і )( 2,1CG  комутативні. 

Розглянемо циклічну напівгрупу }=|,,{= 3432
3,1 aaaaaC . З 

формули множення  
〉⊂∈〈 ∈

∈
BABA Aaaa

Aa
BABa }{,:*= Uo  

випливає, що головні ультрафільтри комутують з усіма монотонними 
сім’ями. Якщо A  i B  не є головними ультрафільтрами, але всі їх 
елементи містять елемент a , то 〉〈 },{== 32 aaABBA oo . У випадку, 
коли A  або B  містить елемент }{\3,1 aCM ⊂ , добуток }{== 3aAMMA  
для будь-якого BA,∈A . І якщо при цьому A∈}{a  i B∈}{a , то 

〉〈 }{},{== 32 aaABBA oo , в іншому випадку 〉〈 }{== 3aABBA oo . 
Таким чином, всі елементи )( 3,1Cυ  комутують. 

Оскільки циклічна напівгрупа S  є комутативною, то з формули 
множення  

〉⊂∈〈 ∈
∈

BABA Aaaa
Aa

BABa }{,:*= Uo  

випливає, що всі головні ультрафільтри є центральними в напівгрупі 
)(Sυ . В статті [9] доведено, що для групи G  монотонна сім'я є 

центральною в )(Gυ , тоді і тільки тоді, коли вона є головним 
ультрафільтром. Ми покажемо, що для скінченної циклічної напівгрупи 

mrC ,  напівгрупа )( ,mrCυ  містить центральні елементи, які не є 
головними ультрафільтрами. 

Лема 2.1. Нехай IS →:ϕ  − ретракція напівгрупи S  на ідеал I . 
Якщо a  є центральним елементом у напівгрупі S , то )(aϕ  є 
центральним елементом у напівгрупі I  

Доведення. Дійсно, для будь-якого Ix∈  маємо  
        ).(=)()(=)(=)(=)()(=)( axaxxaaxxaxa ϕϕϕϕϕϕϕϕ  
Теорема 3. Для кожної скінченної циклічної напівгрупи mrC ,  

центр напівгрупи )( ,mrCυ  містить монотонні сім’ї, які не є головними 
ультрафільтрами. Центр напівгрупи )( 2,mCυ  містить 2+m  елементи. 

Доведення. Оскільки за лемами 1.3 і 1.1 відображення 
mmr CC →,:ϕ , exx =)(ϕ  і )()(: IS υυυϕ →  є ретракціями, а 

центральними елементами напівгрупи )( mCυ  є тільки головні 
ультрафільтри, то з леми 2.1 випливає, що якщо монотонна сім’я 

)( ,mrCυ∈M  є центральною, то mCxx ∈〉〉〈〈⊂ − ,)}{()( 1υϕM . Нехай a  − 

твірний елемент напівгрупи mrC , . Розглянемо елементи 1−ra  та 
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11 =)( −− rr eaaϕ . Ми стверджуємо, що монотонні сім’ї 〉〈 −− },{= 11 rr eaaA  i 

〉〈 −− }{},{= 11 rr eaaB  є центральними в напівгрупі )( ,mrCυ . 

Оскільки },{= 11 −+− ∈ mrr
m

r aaCxa K  для будь-якого mrCx ,∈ , то 

)()(=)(= 111 xaxaxa rrr ϕϕϕ −−− . З іншого боку, оскільки mC  − ідеал mrC , , 

то m
r Cxa ∈− )( 1ϕ  i )()(=)())((=))((=)( 1111 xaxaxaxa rrrr ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−− . 

Таким чином, xaxa rr 11 =)( −−ϕ  для будь-якого mrCx ,∈ . Тоді  
AMMMMA oooo =)}({=)}({= 〉〈〉〈 aa ϕϕ  і      

BMMMMB oooo =)}({=)}({= 〉〈〉〈 aa ϕϕ  для будь-якого )( ,mrCυ∈M , а 
тому A  i B  є центральними елементами напівгрупи )( ,mrCυ . 

Розглянемо циклічну напівгрупу }=|,,,{= 2212
2, aaaaaC mm

m
++K . 

Одиницею максимальної підгрупи mC  є елемент mae = . Оскільки 
1===)( +mm aaaeaaϕ , то єдиний елементом групи mC  з 

неодноточковим прообразом при ретракції mm CC →2,:ϕ  є 1+ma . Таким 
чином, центральними елементами в напівгрупі )( 2,mCυ , які не є 

головними ультрафільтрами, є лише монотонні сім'ї 〉〈 + }{},{ 1maa  та 
〉〈 + },{ 1maa , які ми розглянули вище. 

3  Скоротні справа (зліва) елементи 
В цьому підрозділі ми опишемо скоротні зліва (справа) елементи 

розширення )(Sυ  циклічної напівгрупи S . 
Твердження 3.1. Напівгрупа )( ,mrCυ  містить скоротні (зліва, 

справа) елементи тоді і лише тоді, коли індекс r  циклічної напівгрупи 
mrC ,  дорівнює 1.  
Доведення. Нехай індекс 1>r  і a  − твірний елемент напівгрупи 

mrC , . В доведенні теореми 3 ми показали, що xaxa rr 11 =)( −−ϕ  для будь-
якого mrCx ,∈ . 

Нехай M  − довільна монотонна сім’я на напівгрупі mrC , , тоді           

і    MM

MMM

o

Uo

〉ϕ〉∈ϕ〈=

〉∈〈〉⊂〈〉〈

−−

−
∈−∈

−

)}({=:)(

=:=}{:*=}{
11

1

}1{

1

rr

r
Laaaraa

r

aMMa

MMaMMaa
 

.)}({=:)(

=:=:}{*=}{
11

111

〉ϕ〈〉∈ϕ〈=

〉∈〈〉∈〈〉〈
−−

−−
∈

−

rr

rr
Ma

r

aMaM

MMaMaaa

o

Uo

MM
MMM

 

Оскільки )( 11 −− ≠ rr aa ϕ , то монотонна сім’я M  не є ні скоротною 
зліва, ні скоротною справа. 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

109 

Якщо 1=r , то циклічна напівгрупа mm CC =1,  є групою. Нехай e  − 
одиниця групи mC . Тоді 〉〈〉〈 }{==}{ ee oo MMM  для будь-якого 

)( mCυ∈M  і з рівностей 〉〈〉〈 }{=}{ ee oo YX  та YX oo }{=}{ ee  
випливає, що YX = . Таким чином, головний ультрафільтр 〉〈 }{e  є 
скоротним елементом напівгрупи )( 1,mCυ . 

Якщо G  − група, то з формули множення  
〉⊂∈〈 ∈

∈
MLML Laaa

La
MLMa }{,:*= Uo  

в напівгрупі )(Gυ  випливає, що добуток ML o  двох монотонних сімей 
L  і M  є головним ультрафільтром тоді і тільки тоді, коли одночасно L  і 
M  є головними ультрафільтрами. Таким чином, одержуємо наступне 

Твердження 3.2. Для довільної групи G  множина 
}:}{{\)( GggG ∈〉〈υ  є ідеалом в )(Gυ .  

Лема 3.1. Напівгрупа S  є напівгрупою з лівими (правими) 
скороченнями тоді і лише тоді, коли всі головні ультрафільтри є 
скоротними зліва (справа) елементами в розширенні )(Sυ .  

Доведення. Якщо елемент Sa∈  не є скоротним зліва (справа) в 
напівгрупі S , то й головний ультрафільтр, породжений елементом a , не 
є скоротним в )(Sυ . 

Нехай S  є напівгрупою з лівими (правими) скороченнями, Sa∈  і 
)(, Sυ∈YX , YX ≠ . Не обмежуючи загальності можна вважати, що 

YX \∈X  для деякого X∈X . Тоді ∅≠∩YXS )\(  для для будь-якого 
Y∈Y . Оскільки всі елементи напівгрупи S  є скоротними зліва 

(справа), то ∅≠∩ aYaXS )\(  ( ∅≠∩YaXaS )\( ), а тому 
YX oo 〉〈≠〉〈 }{}{ aa  ( 〉〈≠〉〈 }{}{ aa oo YX ). Таким чином, лівий 〉〈 }{al  

(правий }{ar ) зсув є ін'єктивним відображенням і головний 
ультрафільтр 〉〈 }{a  є скоротним зліва (справа). 

Твердження 3.3. Елемент )( 1,mCυ∈M  є скоротним зліва (справа), 
тоді і лише тоді, коли M  є головним ультрафільтром.  

Доведення. Оскільки в будь-якій групі, зокрема циклічній mC1, , всі 
елементи є скоротними, то за лемою 3.1 всі головні ультрафільтри є 
скоротними елементами в розширенні )( 1,mCυ . 

Припустимо, що деяка монотонна сім'я 
}:}{{\)( 1,1, mm CggC ∈〉〈∈υM  є скоротною зліва. Це означає, що лівий 

зсув )()(: 1,1, mm CCl υυ →M , AMAM oa:l  є ін’єктивним. Згідно з 
твердженням 3.2 множина }:}{{\)( 1,1, mm CggC ∈〉〈υ  є ідеалом в )( 1,mCυ .  

Отже, }:}{{\)()(=))(( 1,1,1,1, mmmm CggCCCl ∈〉〈υ⊂υυ oMM . Оскільки 
)( 1,mCυ  є скінченною, то Ml  не може бути ін’єктивним. 
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Для скоротних справа елементів доведення аналогічне. 
Нескінченна підмножина N⊂T  називається  тонкою, якщо 

перетин )()( TnTm +∩+  є скінченним для будь-яких nmnm ≠∈ ,, Z . 
Прикладом тонкої множини є множина }∈:{2= NnT n . Для підмножин 

N∈, BA  будемо писати, що BA *⊂ , якщо BA \  є скінченною, та 
BA *= , якщо BA *⊂  і AB *⊂ . 
Теорема 4. Монотонна сім'я є скоротною зліва в напівгрупі )(Nυ  

тоді і лише тоді, коли вона є головним ультрафільтром.  
Доведення. Оскільки нескінченна циклічна напівгрупа N  є 

напівгрупою з лівими і правими скороченнями, то з леми 3.1 випливає, 
що всі головні ультрафільтри є скоротними елементами в напівгрупі 

)(Nυ . 
Припустимо, що монотонна сімя M  є скоротною зліва в )(Nυ . 

Спершу покажемо, що M  містить одноточкову множину. Припустимо 
протилежне, що 2|| ≥M  для будь-якого M∈M . Нехай N⊂T  − деяка 
тонка множина. Розглянемо фільтри Фреше NF  і T\NF  на множинах N  i 

T\N  відповідно. Очевидно, що T\NN FF ⊂ . Оскільки NF  є інваріантним 
на множині N , то NF  є правим нулем напівгрупи )(Nυ . Таким чином, 

T\= NNN FMFMF oo ⊂ . Покажемо, що NN FFM ⊂T\o . Нехай 

TmMm Fm \)( NFMoU ∈+∈ , де TmFM \, NFM ∈∈ . Зафіксуємо деякі Mba ∈, , 
ba ≠ . Тоді 

.)()(=))\(())\((

=))(\())(\())(\(=)(\
*

*

TbTaFbFa

FbFaFmFm

ba

bamMmmMm

+∩++∩+

+∩+⊂++ ∈∈

NN
NNNN IU

 

Оскільки перетин )()( TbTa +∩+  є скінченним, то й множина 
)(\ mMm Fm +∈UN  є скінченною, а отже, NF∈+∈ )( mMm FmU . Таким 

чином, T\= NN FMFM oo , що протирічить тому, що M  є скоротною зліва 
монотонною сім’єю напівгрупи )(Nυ . 

Отже, M  містить деяку одноточкову множину }{c . Ми 
стверджуємо, що M  збігається з головним ультрафільтром, породженим 

}{c . Припустивши протилежне, отримуємо, що MN ∈}{\ c . Нехай A  − 
монотонна сім’я всіх нескінченних підмножин множини N , а B  − 
монотонна сім’я всіх нескінченних підмножин множини N , які не 
містяться в тонкій множині T . Тоді AAMBM ⊂⊂ oo . Покажемо, що 

BMA o⊂ . Нехай A∈A . Покладемо N∩− )(= cAB . Якщо B  не є 
підмножиною множини T , то  

AcAccAcBc =)())((=}{ −+⊂∩−++∋ NBM o . 
Звідки випливає, що BMo∈A . В іншому випадку, якщо 

TcAB ⊂∩− N)(= , то для кожного MN ∈∈ }{\ cx  покладемо 
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N∩− )(= xABx . Маємо, що )()(== ** xcTxccAxABx −+⊂−+−−  i 
TxcTTBx ∩−+⊂∩ ))((* . Оскільки множина T  є тонкою, то перетин 

TBx ∩  є скінченним і xB  не є підмножиною множини T . Отже, B∈xB , 
ABx xcx ⊂+∋ ∈ )(}){\(NBM Uo  i BMo∈A . Таким чином, AAMBM == oo , 

що суперечить вибору M  як скоротної зліва монотонної сім'ї в )(Nυ . 
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Given a cyclic semigroup S we  study right and left zeros, singleton left 

ideals, the minimal ideal, central elements, left cancelable and right 
cancelable elements of extensions )(Sυ  and characterize cyclic semigroups 
whose superextensions are commutative. 
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