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МОДЕЛЮВАННЯ ЦІНОУТВОРЕННЯ ДВОБАР’ЄРНИХ ОПЦІОНІВ 

З БАГАТОФАКТОРНОЮ ВОЛАТИЛЬНІСТЮ 
 

В статті використано методи спектральної теорії та теорії сингулярних і регулярних 

збурень, знайдено наближену ціну двобар’єрних опціонів з багатофакторною волатильністю, 

як розклад за власними функціями. Встановлено теорему оцінки точності наближення цін 

опціонів. Знайдено явні формули для знаходження вартості деривативів на основі розвинення 

за власними функціями та власними значеннями самоспряжених операторів з використанням 

крайових задач для сингулярних і регулярних збурень 
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In the article methods of spectral theory and theory of singular and regular perturbations are 

used, the approximate price of two-binary options with multi-factor volatility, as a schedule 

according to its own functions, is found. The theorem for estimating the accuracy of approximation 

of option prices is established. Explicit formulas are found for finding the value of derivatives on the 

basis of the development of their own functions and the eigenvalues of self-directed operators using 
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Постановка проблеми. Спектральне подання для щільності загальної 

одновимірної дифузії було отримано в роботі  Маккіна [1]. З того часу, 

спектральна теорія стала важливим інструментом для аналізу фінансових 

моделей дифузії, а саме в дослідженні розвинень по власних функціях лінійних 

операторів багато задач, пов'язаних з оцінкою деривативів розв’язуються за 

допомогою методів спектральної теорії, тому вона широко застосовується у 

фінансовій математиці. Спектральні методи, є потужним інструментом для 

аналітичного ціноутворення, пов'язаного з оцінкою цінних паперів. 
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Аналіз останніх досліджень та публікацій. Спектральну теорію 

використовували багато науковців, а саме для прогнозування цін опціонів [2], 

знаходження відсоткової ставки на цінні папери [3], моделювання волатильності 

фінансових активів [4]. Як спектральна теорія так і стохастичні моделі 

волатильності стали незамінним інструментом у фінансовій математиці, це 

пов'язано з тим, що ціни двобар'єрного опціону підпорядковуються 

броунівському руху  і корелюють з волатильністю [5]. Дослідження стохастичної 

волатильності, зокрема волатильності активу, що лежить в основі похідної та 

контролюється нелокальною дифузією [6]. 

Використовуючи методи з спектральної теорії та теорії сингулярних і 

регулярних збурень , можна знайти наближену ціну двобарєрних опціонів 

ОрнштейнаУленбека з багатофакторною волатильністю, як розвинення за 

власними функціями використовуючи інфінітезимальні генератори (l+n+1) 

вимірної дифузії, 𝑙 ൒ 1, 𝑚 ൒ 1,    𝑙 ∈ 𝑁, 𝑚 ∈ 𝑁 тобто дифузія залежить від однієї 

локальної змінної, l-вимірного швидкозмінного фактора і n-вимірного повільно 

змінного фактора. Дана робота є розширенням [7-9], в [9] l=1та n=1. В статті 

розроблено алгоритм знаходження наближеної ціни двобар’єрних опціонів та 

явні формули для знаходження вартості деривативів на основі розкладу за 

власними функціями та власними значеннями самоспряжених операторів з 

використанням крайових задач для сингулярних і регулярних збурень. 

Встановити теорему оцінки точності наближення цін опціонів. 

Постановка цілей. Нехай ሺ𝑄, 𝐹, 𝑃ሻ є простором ймовірності, який 

підтримує корельований броунівський рух ሺW௫, W௬భ, … , W௬೗, W௭భ, … , W௭೙ሻ  і 

експоненціальна випадкова змінна 𝜀~𝐸𝑥𝑝ሺ1ሻ, яка є незалежною від 

ሺW௫, W௬భ, … , W௬೗, W௭భ, … , W௭೙ሻ  . Ми будемо вважати, що економіка з (l+n+1) 

факторами, описана однорідним часом та неперервним Марківським процесом 

χ ൌ  ሺX, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ,  який визначений в деякому просторі станів  E ൌ

 𝐼 ൈ  R௟  ൈ  R୬, де ሺYଵ, … , Y୪ሻ ∈ R௟, ሺZଵ, … , Z୬ሻ ∈ R୬   𝐼 - інтервал в R  з точками 𝑒ଵ 

та 𝑒ଶ, такими, що െ∞ ൏ 𝑒ଵ ൏ 𝑒ଶ ൏ ∞.  Ми припускаємо, що χ  має початок в 𝐸 і 

миттєво зникає як тільки 𝑋 виходить за межі 𝐼. Зокрема, динаміка χ з фізичною 

мірою ℙ, є наступною: 

χ௧ ൌ ൜
ሺ𝑋௧, Yଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻሻ, 𝜏ூ ൐ 𝑡,

                    ∆,                                     𝜏ூ ൑ 𝑡,
     𝜏ூ ൌ infሺ𝑡 ൐ 0: 𝑋௧ ∉ 𝐼ሻ,

  

де ሺX, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ, задаються 
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                 𝑑𝑋௧ ൌ 𝑣ሺ𝑋௧ሻ𝑑𝑡 ൅ 𝑎ሺ𝑋௧ሻ𝑓ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ𝑑𝑊௧
௫,

𝑑𝑌௝௧ ൌ
ଵ

ఢೕ
𝛼௝൫𝑌௝௧൯𝑑𝑡 ൅

ଵ

ඥఢೕ
𝛽௝൫𝑌௝௧൯𝑑𝑊௧

௬ೕ,      𝑗 ൌ 1, 𝑙.

   𝑑𝑍௜௧ ൌ 𝛿௜𝑐௜ሺ𝑍௜௧ሻ𝑑𝑡 ൅ ඥ𝛿௜𝑔௜ሺ𝑍௜௧ሻ𝑑𝑊௧
௭೔,       𝑖 ൌ 1, 𝑛.

𝑑ሺ𝑊௫, 𝑊௬ೕሻ௧ ൌ 𝜌௫௬ೕ
𝑑𝑡,                              𝑗 ൌ 1, 𝑙.

𝑑ሺ𝑊௫, 𝑊௭೔ሻ௧ ൌ 𝜌௫௭೔
𝑑𝑡,                              𝑖 ൌ 1, 𝑛.  

𝑑ሺ𝑊௬ೕ, 𝑊௭೔ሻ௧ ൌ 𝜌௬ೕ௭೔
𝑑𝑡,          𝑗 ൌ 1, 𝑙,   𝑖 ൌ 1, 𝑛.

𝑑ሺ𝑊௬ೕ, 𝑊௬ೝሻ௧ ൌ 𝜌௬ೕ௬ೝ
𝑑𝑡,          𝑗 ൌ 1, 𝑙,   𝑟 ൌ 1, 𝑙.

𝑑ሺ𝑊௭೔, 𝑊௭ೖሻ௧ ൌ 𝜌௭೔௭ೖ
𝑑𝑡,          𝑖 ൌ 1, 𝑛,   𝑘 ൌ 1, 𝑛.

ሺ𝑋, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ ൌ ሺ𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ ∈ 𝐸.

  

  

де 𝜌௬ೕ௬ೝ
ൌ 0, 𝑗 ് 𝑟, 𝜌௭೔௭ೖ

ൌ 0, 𝑖 ് 𝑘  𝜌௫௬ೕ
, 𝜌௫௭೔

,  𝜌௬ೕ௭೔
, задовольняють умову 

ቚ𝜌௫௬ೕ
ቚ , ห𝜌௫௭೔

ห, ቚ𝜌௬ೕ௭೔
ቚ ൑ 1, а кореляційні матриці виду: 

ቌ

1 𝜌௫௬ೕ
𝜌௫௭೔

𝜌௬ೕ௫ 1 𝜌௬ೕ௭೔

𝜌௭೔௫ 𝜌௭೔௬ೕ
1

ቍ

 

напівдодатно визначені, тобто 

 1 ൅ 2𝜌௫௬ೕ
𝜌௫௭೔

𝜌௬ೕ௭೔
െ 𝜌௫௬ೕ

ଶ െ 𝜌௫௭೔
ଶ െ 𝜌௬ೕ௭೔

ଶ ൒ 0, 𝑗 ൌ 1, 𝑙,   𝑖 ൌ 1, 𝑛. 

Процес 𝑋 може репрезентувати багато економічних явищ, та процесів. 

Наприклад, величину запасів, ціну індексу, надійний короткий відсоток і т.д. Ще 

ширше, 𝑋 це зовнішній фактор, який характеризує вартість будь-яких із згаданих 

вище процесів. Під фізичною мірою ℙ процесу 𝑋, розуміють процес 𝑋, який має 

миттєвий дрейф 𝑣ሺ𝑋௧ሻ і стохастичну волатильність 

𝑎ሺ𝑋௧ሻ𝑓ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ ൐ 0, який містить обидві компоненти: локальну 

𝑎ሺ𝑋௧ሻ і нелокальну 𝑓ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ. Зауважимо, що нескінченно малі 

генератори (інфінітіземальні) для 𝑌௝ та 𝑍௜ мають вигляд ∀ 𝑖, 𝑗 

𝔏௒ೕ

ఢೕ ൌ
1
𝜖௝

൬
1
2

𝛽௝
ଶ൫𝑦௝൯𝜕௬ೕ௬ೕ

ଶ ൅ 𝛼௝൫𝑦௝൯𝜕௬ೕ
൰ , 𝔏௓೔

ఋ೔ ൌ 𝛿௜ ൬
1
2

𝑔௜
ଶሺ𝑧௜ሻ𝜕௭೔௭೔

ଶ ൅ 𝑐௜ሺ𝑧௜ሻ𝜕௭೔
൰, 

 

характеризуються величинами ଵ

ఢೕ

 та 𝛿௜ відповідно. Таким чином, Yଵ, … , Y୪  

та Zଵ, … , Z୬ мають внутрішню шкалу часу 𝜖௝ ൐ 0 і ଵ

ఋ೔
൐ 0. Ми вважаємо 𝜖௝ ൏൏ 1  

і 𝛿௜ ൏൏ 1, щоб внутрішня шкала часу 𝑌௝ була малою, а внутрішня шкала часу 𝑍௜ 
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великою. Отже, 𝑌௝ , 𝑗 ൌ 1, 𝑙,   це швидко змінні фактори, а 𝑍௜ , 𝑖 ൌ 1, 𝑛  повільно 

змінні фактори. Зауважимо, що 𝔏௒ೕ

ఢೕ  та 𝔏௓೔

ఋ೔  мають форму виду 

𝐿 ൌ
ଵ

ଶ
𝑎ଶሺ𝑥ሻ𝜕௫௫

ଶ ൅ 𝑏ሺ𝑥ሻ𝜕௫ െ 𝑘ሺ𝑥ሻ,  𝑥 ∈ ሺ𝑒ଵ, 𝑒ଶሻ, з  𝑘ሺ𝑥ሻ ൌ 0   

для всіх 𝑥 ∈ 𝐼, є завжди самоспряженими в гільбертовому просторі 𝐻 ൌ

𝐿ଶሺ𝐼, 𝑚ሻ, де 𝐼 ∈ 𝑅 інтервал з кінцями 𝑒ଵі 𝑒ଶ та 𝑚– швидкість щільності дифузії. 

Domሺ𝔏ሻሼ𝑓 ∈ 𝐿ଶሺ𝐼, 𝔪ሻ: 𝑓, 𝜕௫𝑓 ∈ 𝐴𝐶୪୭ୡሺ𝐼ሻ, 𝔏𝑓𝐿ଶሺ𝐼, 𝔪ሻ, 𝐵𝐶𝑠 на 𝑒ଵ та 𝑒ଶሽ де 𝐴𝐶୪୭ୡሺ𝐼ሻ є 

простором функцій, абсолютно неперервних на кожному компактному 

підінтервалі 𝐼  [10]. Крайові умови на  𝑒ଵ  та  𝑒ଶ накладаються для вихідних, 

вхідних і регулярних меж. 

Виклад основного матеріалу. Оцінимо похідний цінний папір, з 

виплатою в час 𝑡 ൐ 0, яка може залежати від траєкторії 𝑋. Зокрема, ми 

розглянемо форми виплати: 

Виплата ൌ 𝐻ሺ𝑋௧ሻ𝕀ሺఛவ௧ሻ. 

де 𝜏 – випадковий момент часу, протягом якого є невиплата премії 

похідного активу. Оскільки нас цікавлять оцінки похідних ми повинні визначити 

динаміку ሺ𝑋, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ  під оцінкою міри при нейтральному ризику, 

який ми позначимо, як ℙ෩. Маємо таку динаміку: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑑𝑋௧ ൌ ൫𝑏ሺ𝑋௧ሻ െ 𝑎ሺ𝑋௧ሻ𝑓ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ𝛺ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ൯𝑑𝑡

൅𝑎ሺ𝑋௧ሻ𝑓ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ𝑑𝑊෩௧
௫,

𝑑𝑌௝௧ ൌ ቆ
ଵ

ఢೕ
𝛼௝൫𝑌௝௧൯ െ

ଵ

ඥఢೕ
𝛽௝ሺ𝑌௝௧ሻ𝛬௝ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻቇ 𝑑𝑡 ൅

ଵ

ඥఢೕ
𝛽௝൫𝑌௝௧൯𝑑𝑊෩௧

௬ೕ,

𝑑𝑍௜௧ ൌ ቀ𝛿௜𝑐௜ሺ𝑍௜௧ሻ െ ඥ𝛿௜𝑔௜ሺ𝑍௜௧ሻ𝛤௜ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻቁ 𝑑𝑡 ൅ ඥ𝛿௜𝑔௜ሺ𝑍௜௧ሻ𝑑𝑊෩௧
௭೔,

𝑑〈𝑊෩ ௫, 𝑊෩ ௬ೕ〉௧ ൌ 𝜌௫௬ೕ
𝑑𝑡,                𝑗 ൌ 1, 𝑙.

                                                      𝑑〈𝑊෩ ௫, 𝑊෩ ௭೔〉௧ ൌ 𝜌௫௭೔
𝑑𝑡,                 𝑖 ൌ 1, 𝑛.            ሺ1ሻ

𝑑〈𝑊෩ ௬ೕ, 𝑊෩ ௭೔〉௧ ൌ 𝜌௬ೕ௭೔
𝑑𝑡,     𝑗 ൌ 1, 𝑙,   𝑖 ൌ 1, 𝑛.

𝑑〈𝑊෩ ௬ೕ, 𝑊෩ ௬ೝ〉௧ ൌ 𝜌௬ೕ௬ೝ
𝑑𝑡,   𝑗 ൌ 1, 𝑙,   𝑟 ൌ 1, 𝑙.

𝑑〈𝑊෩ ௭೔, 𝑊෩ ௭ೖ〉௧ ൌ 𝜌௭೔௭ೖ
𝑑𝑡,     𝑖 ൌ 1, 𝑛,   𝑘 ൌ 1, 𝑛.

ሺ𝑋଴, Yଵ଴, … , Y୪଴, Zଵ଴, … , Z୬଴ሻ ൌ ሺ𝑥, 𝑦ଵ଴, … 𝑦௟଴, 𝑧ଵ଴, … , 𝑧௡଴ሻ ∈ 𝐸,

  

де  

𝑑𝑊෩௧
௫ ≔ 𝑑𝑊௧

௫ ൅ ቆ
௩ሺ௑೟ሻି௕ሺ௑೟ሻ

௔ሺ௑೟ሻ௙ሺଢ଼భ೟,…,ଢ଼ౢ౪,୞భ౪,…,୞౤౪ሻ
൅ 𝛺ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻቇ 𝑑𝑡,

  

 



441 

𝑑𝑊෩௧
௬ೕ ≔ 𝑑𝑊௧

௬ೕ ൅ 𝛬௝ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ𝑑𝑡, 

𝑑𝑊෩௧
௭೔ ≔ 𝑑𝑊௧

௭೔ ൅ 𝛤௜ሺYଵ௧, … , Y୪୲, Zଵ୲, … , Z୬୲ሻ𝑑𝑡. 

де 𝜌௬ೕ௬ೝ
ൌ 0, 𝑗 ് 𝑟, 𝜌௭೔௭ೖ

ൌ 0, 𝑖 ് 𝑘. 

Накладаємо такі умови щоб система (1) мала єдиний сильний розв’язок. 

Випадковий час 𝜏 є часом похідного активу. У нашому випадку, дефолт 

може відбутися одним із двох способів: 

1) коли 𝑋 виходить за інтервал 𝐼, 

2) у випадковий час 𝜏௛, яким керує рівень ризику ℎሺ𝑋௧ሻ ൒ 0. 

Це можна виразити наступним чином: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜏 ൌ 𝜏ூ^𝜏௛,
𝜏ூ ൌ 𝑖𝑛𝑓ሼ𝑡 ൒ 0: 𝑋௧ ∉ 𝐼ሽ,

𝜏௛ ൌ 𝑖𝑛𝑓 ቄ𝑡 ൒ ׬ :0 ℎሺ𝑋௦ሻ𝑑𝑠 ൒ 𝜀ሺ𝑋, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ௧
଴ ቅ ,

𝜀~𝐸𝑥𝑝ሺ1ሻ ⫫.

  

Зауважимо, що випадкова змінна 𝜀 незалежна від ሺ𝑋, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ. 

Щоб відстежувати 𝜏௛, ми використаємо індикатор процесу: 𝐷௧ ൌ 𝕀ሼ௧ஹఛ೓ሽ.  де 

𝔻 ൌ ሼ𝔇௧, 𝑡 ൒ 0ሽ, – фільтр породжений 𝐷 та 𝔽 ൌ ሼ𝔉௧, 𝑡 ൒ 0ሽ – фільтр генератора  

ሺ𝑊௫, 𝑊௬భ, … 𝑊௬೗, 𝑊௭భ, … , 𝑊௭೙ሻ. Використаємо фільтрацію 𝔾 ൌ ሼ𝔊௧, 𝑡 ൒ 0ሽ, де 

𝔊௧ ൌ 𝔉௧⋁𝔇௧. Зауважимо, що ሺ𝑋, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ пристосовані до 𝔾 і 𝜏 – час 

зупинки ൫൛ሼ𝜏 ൑ 𝑡ሽൟ ∈ 𝔊௧ для всіх  𝑡 ൒ 0൯. 

Вважатимемо, що наша економіка включає надійний актив, який росте 

миттєво на величину 𝑟ሺ𝑋௧ሻ ൒ 0. Тобто момент наприклад, "не платити дивіденди 

" чи продаж неплатіжного активу 𝑆, ціновий процес якого описується як 

 𝑆௧ ൌ 𝕀ሼ௧ஹఛ೓ሽ𝑋௧, де простір станів 𝑋, 𝐼 ൌ ሺ0, ∞ሻ, тоді ціна активу обчислюється за 

допомогою формули ቄ𝑒ି ׬ ௥ሺ௑ೞሻௗ௦
೟

బ 𝑆௧, 𝑡 ൒ 0 ቅ, процес ሺℙ,෩ 𝔾ሻ – є мартингальним. 

Величину  мартингала знаходимо, підставляючи 𝑏ሺ𝑋௧ሻ ൌ ሾ𝑟ሺ𝑋௧ሻ ൅ ℎሺ𝑋௧ሻሿ𝑋௧ і 

𝛺ሺYଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ ൌ 0 в (1). Рівень ризику ℎሺ𝑋௧ሻ у відсотковій ставці 𝑟ሺ𝑋௧ሻ та 

в дрейфі 𝑋 повинен дати компенсацію за можливість неплатежу [11]. З іншого 

боку, якщо 𝑋 тільки описує надійний відсоток через 𝑟ሺ𝑋௧ሻ, то при переході від 

фізичної міри ℙ до оцінки вимірюють ℙ෩, немає потреби змінювати дрейф  від 𝑋 

до 𝑣ሺ𝑋௧ሻ або до 𝑏ሺ𝑋௧ሻ. Однак, можна розглянути ефект включення ринкової ціни 

ризику. У цьому випадку можна підставити в (1) 𝑏ሺ𝑋௧ሻ ൌ 𝑣ሺ𝑋௧ሻ,  та 

𝛺ሺYଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ ് 0. 
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Оцінимо похідний актив деякого виграшу (виплати), використовуючи 

нейтральний ризик ціноутворення і Марківський ланцюг 𝑋, ціна 

𝑢ఢ,ఋᇲሺ𝑡, 𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ деяких похідних активів в початковий момент часу 

має вигляд: 

𝑢ఢ,ఋᇲሺ𝑡, 𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ  ൌ 𝔼෩௫,௬భ,…௬೗,௭భ,…,௭೙
ቈ𝑒𝑥𝑝 ቆെ න 𝑟ሺ𝑋௦ሻ𝑑𝑠

௧

଴
ቇ 𝐻ሺ𝑋௧𝕀ሼ௧வఛሽሻ቉,

 

де 𝜖 ൌ ሺ𝜖ଵ, … , 𝜖௟ሻ,       𝛿ᇱ ൌ ሺ𝛿ଵ, … , 𝛿௡ሻ, a ሺ𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ ∈ 𝐸 є 

початкова точка процесу ሺ𝑋, Yଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ. за допомогою формули 

Фейнмана-Каца, можна показати, що 𝑢ఢ,ఋᇲሺ𝑡, 𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ  задовольняє 

наступній задачі Коші [10]: 

  ቀെ𝜕௧ ൅ 𝔏ఢ,ఋᇲቁ 𝑢ఢ,ఋᇲ ൌ 0,       ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ ∈ 𝐸, 𝑡 ∈ ℝା,   ሺ2ሻ 

                                  𝑢ఢ,ఋᇲሺ0, 𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ  ൌ 𝐻ሺ𝑥ሻ,                       ሺ3ሻ 

де оператор 𝔏ఢ,ఋᇲ має вигляд:  

𝔏ఢ,ఋᇲ ൌ ∑ ଵ

ఢೕ
𝔏଴௝ ൅ ∑ ଵ

ඥఢೕ
𝔏ଵ௝

௟
௝ୀଵ ൅ 𝔏ଶ௝ ൅ ∑ ට

ఋ೔

ఢೕ
𝔐ଷ௜௝௜,௝ ൅ ∑ ඥ𝛿௜𝔐ଵ௜௜ ൅ ∑ 𝛿௜𝔐ଶ௜௜

௟
௝ୀଵ

,       

𝔏଴௝ ൌ
1
2

𝛽௝
ଶ൫𝑦௝൯𝜕௬ೕ௬ೕ

ଶ ൅ 𝛼௝൫𝑦௝൯𝜕௬ೕ
, 𝑗 ൌ 1, 𝑙.

 

 𝔏ଵ௝ ൌ 𝛽௝ሺ𝑦௝ሻሺ𝜌௫௬ೕ
𝑎ሺ𝑥ሻ𝑓ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ𝜕௫ െ 𝛬௝ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻሻ𝜕௬ೕ

,  

𝔏ଶ௝ ൌ
1
2

𝑎ଶሺ𝑥ሻ𝑓ଶሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ𝜕௫௫
ଶ  

൅ሺ𝑏ሺ𝑥ሻ െ 𝑎ሺ𝑥ሻ𝛺ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ𝑓ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻሻ𝜕௫ െ 𝑘ሺ𝑥ሻ, 

𝔐ଷ௜௝ ൌ 𝜌௫௭೔
𝛽௝൫𝑦௝൯𝑔௜ሺ𝑧௜ሻ𝜕௬ೕ௭೔

ଶ , 

𝔐ଵ௜ ൌ 𝑔௜ሺ𝑧௜ሻ ቀ𝜌௫௭೔
𝑎ሺ𝑥ሻ𝑓ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ𝜕௫ െ 𝛤௜ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻቁ 𝜕௭೔

, 

𝔐ଶ௜ ൌ
ଵ

ଶ
𝑔௜

ଶሺ𝑧௜ሻ𝜕௭೔௭೔
ଶ ൅ 𝑐௜ሺ𝑧௜ሻ𝜕௭೔

,   𝑘ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑟ሺ𝑥ሻ ൅ ℎሺ𝑥ሻ,     𝔏଴௝ ൌ 𝔏௒ೕ
ଵ . 

Ми припускаємо, що дифузія з інфінітіземальним генератором 𝔏௒ೕ
ଵ  має 

інваріантний розподіл П з щільністю 𝜋௝ሺ𝑦௝ሻ. 

𝜋௝൫𝑦௝൯ ൌ
ଶ

ఉೕ
మሺ௬ೕሻ

exp ൜׬
ଶఈೕሺఏሻ

ఉೕ
మሺఏሻ

௬ೕ

௬ೕబ
𝑑𝜃ൠ,   ∀𝑗 ൌ 1, 𝑙.  

Крім початкової умови (3) функція 𝑢ఢ,ఋᇲሺ𝑡, 𝑥, 𝑦ଵ, … 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ  повинна 

задовольняти  на кінцях 𝑒ଵ та  𝑒ଶ інтервалу 𝐼 крайові умови. Крайові умови в 

точках 𝑒ଵ та  𝑒ଶ належать області 𝔏ఢ,ఋᇲ і будуть залежати від природи процесу 𝑋 
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на кінцях 𝐼 та класифікуються як природні, вихідні, вхідні або регулярні [12]. 

Задача Коші (2)(3) для ሺ𝑓, 𝛼ଵ, … 𝛼௟, 𝛽ଵ, … , 𝛽௡, 𝛬ଵ, … 𝛬௟, 𝑐ଵ, … , 𝑐௡, 𝑔ଵ, … 𝑔௡, Γଵ, … , 𝛤௡ሻ 

не має аналітичного розв’язку. Однак, для фіксованого 𝛿ᇱ, умови, які містять 𝜖 та 

відхиляються  як завгодно мало в  𝜖околі, що зумовлює сингулярні  збурення. 

Для фіксованого 𝜖௝ умови, які містять 𝛿௜ є малими для деякого малого 𝛿ᇱ околу, 

що спричиняє регулярні збурення. Таким чином, 𝜖-окіл та 𝛿ᇱ-окіл дає початок 

об’єднаному сингулярно-регулярному збуренню 𝒪ሺ1ሻ оператора 𝔏ଶ. Для того 

щоб знайти асимптотичний розв’язок задачі Коші (2)  (3) розвинемо 𝑢ఢ,ఋᇲ за 

степенями ඥ𝜖௝ та ඥ𝛿௜
  [13]: 

𝑢ఢ,ఋᇲ ൌ ∑ … ∑ ∑ … ∑ √𝜖ଵ
௝భ … ඥ𝜖௟

௝೗
௝೙ஹ଴௝భஹ଴௜೗ஹ଴௜భஹ଴ ඥ𝛿ଵ

௜భ
… ඥ𝛿௡

௜೙

𝑢௝భ,…,௝೙,௜భ,…௜೗
,
  

де 
∑ … ∑ ∑ … ∑ √𝜖ଵ

௝భ … ඥ𝜖௟
௝೗

௝೙ஹ଴௝భஹ଴௜೗ஹ଴௜భஹ଴ ඥ𝛿ଵ
௜భ

… ඥ𝛿௡

௜೙

𝑢௝భ,…,௝೙,௜భ,…௜೗
ൌ

 

lim ෍ … ෍ ෍ … ෍ ඥ𝜖ଵ
௝భ … ඥ𝜖௟

௝೗
ඥ𝛿ଵ

௜భ
… ඥ𝛿௡

௜೙

𝑢௝భ,…,௝೙,௜భ,…௜೗
,    𝑚ଵ → ∞, … ,

௠೗శ೙

௝೙ஹ଴

௠೗శభஹ଴

௝భஹ଴

௠೗ஹ଴

௜೗ஹ଴

௠భ

௜భஹ଴

𝑚௟ା௡ → ∞.
 

Наближена ціна обчислюється 

𝑢ఢ,ఋᇲ ൎ 𝑢଴,଴ᇲ ൅ ෍ ඥ𝜖௝𝑢ଵೕ,଴ᇲ

௟

௝ୀଵ

൅ ෍ ඥ𝛿௜𝑢
଴,ଵ೔

ᇲ

௡

௜ୀଵ

.
 

Вибір розвинення в напівцілих степенях 𝜖௝ та 𝛿௜ є природнім для 𝔏ఢ,ఋᇲ.  

Проводячи аналіз сингулярних збурень на відповідних рівнях ми 

отримаємо, що 𝑢଴,଴ᇲ, 𝑢ଵೕ,଴ᇲ , 𝑢
଴,ଵ೔

ᇲ  не залежать від 𝑦ଵ, … 𝑦௟. Основні результати 

асимптотичного аналізу наведені за допомогою наступних формул 

𝒪ሺ1ሻ:  ∑ 𝔏଴௝௝ୀଵ 𝑢ଶೕ,଴ᇲ ൅ ሺെ𝜕௧ ൅ 〈𝔏ଶ〉ሻ𝑢଴,଴ᇲ ൌ 0, 𝑢଴,଴ᇲሺ0, 𝑥, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ ൌ 𝐻ሺ𝑥ሻ, ሺ4ሻ  

 𝒪൫ඥ𝜖௝൯: 𝔏଴௝𝑢ଷೕ,଴ᇲ ൅ 𝔏ଵ௝𝑢ଶೕ,଴ᇲ ൅ ሺെ𝜕௧ ൅ 〈𝔏ଶ〉ሻ𝑢ଵೕ,଴ᇲ ൅ ෍ 𝔏ଵ௞𝑢ଵೖೕ,଴ᇲ

௞ஷ௝

൅ ෍ 𝔏ଵ௜

௜ஷ௝

ൌ
 

𝒜௝𝑢଴,଴ᇲ,     𝑢ଵೕ,଴ᇲሺ0, 𝑥, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ ൌ 0, 1௞௝ ൌ ൭ 0, … 1ᇣᇤᇥ
௞

 0,1,0, … .0ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௝

൱,                              ሺ5ሻ
 

З аналізу регулярних збурень маємо  

 𝒪൫ඥ𝛿௜൯: ሺെ𝜕௧ ൅ 〈𝔏ଶ〉ሻ𝑢
଴,ଵ೔

ᇲ ൌ ℬ௜𝜕௭೔
𝑢଴,଴ᇲ, 𝑢

଴,ଵ೔
ᇲ ሺ0, 𝑥, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ ൌ 0, 𝑖 ൌ 1, 𝑛. ሺ6ሻ  

Оператори 〈𝔏ଶ〉, 𝒜௝, ℬ௜ та 𝜕௭೔
 визначені за формулами  
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   〈𝔏ଶ〉 ൌ
ଵ

ଶ
𝜎തଶ𝑎ଶሺ𝑥ሻ𝜕௫௫

ଶ ൅ ൫𝑏ሺ𝑥ሻ െ 𝑓𝛺തതതത𝑎ሺ𝑥ሻ൯𝜕௫ െ 𝑘ሺ𝑥ሻ,     𝑥 ∈ ሺ𝑒ଵ, 𝑒ଶሻ,    

𝒜௝ ൌ െ𝜈ଷ௝𝑎ሺ𝑥ሻ𝜕௫𝑎ଶሺ𝑥ሻ𝜕௫௫
ଶ െ 𝜈ଶ௝𝑎ଶሺ𝑥ሻ𝜕௫௫

ଶ െ 𝒰ଶ௝𝑎ሺ𝑥ሻ𝜕௫𝑎ሺ𝑥ሻ𝜕௫ െ 𝒰ଵ௝𝑎ሺ𝑥ሻ𝜕௫,  ,   

ℬ௜ ൌ െ𝜈ଵ௜𝑎ሺ𝑥ሻ𝜕௫ െ 𝜈଴௜ та    𝜕௭೔
ൌ 𝜕௭೔

𝜎ത𝜕ఙഥ ൅ 𝑓𝛺തതതത′𝜕௙ఆതതതത,   𝜈ଵ௜ ≔ 𝑔௜𝜌௫௭೔
〈𝑓〉,   𝜈଴ ൌ 𝑔௜〈𝛤௜〉, 

∀ 𝑖 ൌ 1, 𝑛 та  нормою 

〈𝒳〉௝: ൌ ׬ 𝒳ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟ሻ𝜋௝൫𝑦௝൯𝑑𝑦௝ ,    ∀𝑗 ൌ 1, 𝑙,   

〈𝒳〉ଵ,ଶ ൌ ׬ 𝒳ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟ሻ𝜋ଵሺ𝑦ଵሻ𝜋ଶሺ𝑦ଶሻ𝑑𝑦ଵ𝑑𝑦ଶோమ ,… 

 〈𝒳〉௟ିଵ,௟ ൌ ׬ 𝒳ሺ𝑦ଵ, … 𝑦௟ሻ𝜋ଵሺ𝑦ଵሻ … 𝜋௟ሺ𝑦௟ሻ𝑑𝑦ଵ … 𝑑𝑦௟ோ೗
,  

 〈𝒳〉௟ିଵ,௟ ൌ 〈𝒳〉, 〈𝑓𝛺〉 ≔ 𝑓𝛺തതതത, 〈𝑓ଶ〉 ൌ 𝜎തଶ. 

Знайдемо розв’язки рівнянь (4)(6) на основі власних  функцій, власних 

значень оператора 〈𝔏ଶ〉, кожне з яких задовольняє відповідне рівняння Пуассона 

𝔏଴ଵ𝜑ଵ ൌ 𝑓ଶ െ 〈𝑓ଶ〉ଵ , 𝔏଴ଶ𝜑ଶ ൌ 〈𝑓ଶ〉ଵ െ  〈𝑓ଶ〉ଵ,ଶ, … , 𝔏଴௟𝜑௟ ൌ 〈𝑓ଶ〉௟ିଶ,௟ିଵ െ  〈𝑓ଶ〉௟ିଵ,௟ . 
𝔏଴ଵ𝜂ଵ ൌ 𝑓𝛺 െ 〈𝑓𝛺〉ଵ , … , 𝔏଴௝𝜂௝ ൌ 〈𝑓𝛺〉௝ିଶ,௝ିଵ െ 〈𝑓𝛺〉௝ିଵ,௝, … ,  𝔏଴௟𝜂௟ ൌ 〈𝑓𝛺〉௟ିଶ,௟ିଵ െ 〈𝑓𝛺〉௟ିଵ,௟ 

Теорема 1:  Припустимо, що ми можемо розв’язати наступне рівняння для 

знаходження власного значення: 

െ〈𝔏ଶ〉𝜓௡ ൌ 𝜆௡𝜓௡,         𝜓௡ ∈ 𝑑𝑜𝑚ሺ〈𝔏ଶ〉ሻ, 

а також що 𝐻 ∈  ℋ. Тоді розв'язок  𝑢଴,଴ᇲ  має вигляд: 

𝑢଴,଴ᇲ ൌ ෍ 𝑐௡𝜓௡𝑇௡

ஶ

௡ୀଵ

 ,         𝑐௡ ൌ ሺ𝜓௡, 𝐻ሻ,        𝑇௡ ൌ 𝑒ି௧ఒ೙.
 

Теорема 2: Нехай 𝑐௡, 𝜓௡ , 𝑇௡ описуються за допомогою Теореми 1. 

визначимо 

𝒜௝௞,௡ ≔ ൫𝜓௞, 𝒜௝𝜓௡൯, 𝑈௞,௡ ≔
்ೖି ೙்

ఒೖିఒ೙
. 

Тоді розв'язок  𝑢ଵೕ,଴ᇲ рівняння (5) має вигляд: 

                𝑢ଵೕ,଴ᇲ ൌ ∑ ∑ 𝑐௡𝐴௝௞,௡௞ஷ௡௡ 𝜓௞𝑈௞,௡ െ ∑ 𝑐௡𝒜௝௡,௡𝜓௡𝑡𝑇௡௡ .            

Зауважимо, що 𝑢ଵೕ,଴ᇲ є лінійним у групі параметрів ሺ𝜗ଷ௝, 𝜗ଶ௝, 𝓊ଶ௝, 𝓊ଵ௝ሻ. 

Теорема 3: Нехай  𝑐௡, 𝜓௡  і  𝑇௡ визначені з теореми 1, а 𝑈௞,௡ з теореми 2 то 

матимемо  

ℬ෩௜௞,௡ ≔ ൫𝜓௞, ℬ௜𝜕௓೔
𝜓௡൯,   ℬ௜௞,௡ ≔ ሺ𝜓௞, ℬ௜𝜓௡ሻ,     𝑉௜௞,௡ ≔

்ೖି ೙்

ሺఒೖିఒ೙ሻమ ൅
௧ ೙்

ఒೖିఒ೙

. 

Тоді розв'язок  𝑢
଴,ଵ೔

ᇲ  має вигляд: 
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                𝑢
଴,ଵ೔

ᇲ ൌ ෍ ෍ 𝑐௡

௞ஷ௡௡

ℬ෩௜௞,௡𝜓௞𝑈௜௞,௡ െ ෍ 𝑐௡ℬ෩௜௡,௡𝜓௡𝑡𝑇௡

௡

൅ 

൅ ෍ ෍ሺ𝜕௓೔
𝑐௡

௞ஷ௡

ሻ
௡

ℬ௜௞,௡𝜓௞𝑈௜௞,௡ െ ෍ሺ𝜕௓೔
𝑐௡ሻℬ௜௡,௡𝜓௡𝑡𝑇௡

௡

                                   

൅ ෍ ෍ 𝑐௡

௞ஷ௡௡

ℬ௜௞,௡𝜓௞ሺ𝜕௓೔
𝜆௡ሻ𝑉௜௞,௡ െ ෍ 𝑐௡ℬ௜௡,௡𝜓௡ሺ𝜕௓೔

𝜆௡ሻ
1
2

𝑡ଶ𝑇௡

௡

.
 

Звернемо увагу на те, що 𝑢
଴,ଵ೔

ᇲ   є лінійним в ሺ𝜈ଵ௜𝜎ത′, 𝜈ଵ௜𝑓𝛺ᇱതതതതത, 𝜈଴௜𝜎ത′, 𝜈଴௜𝑓𝛺ᇱതതതതതሻ. 

Отримавши наближений розв’язок  

 𝑢ఢ,ఋᇲ ൎ 𝑢଴,଴ᇲ ൅ ∑ ඥ𝜖௝𝑢ଵೕ,଴ᇲ
௟
௝ୀଵ ൅ ∑ ඥ𝛿௜𝑢

଴,ଵ೔
ᇲ

௡
௜ୀଵ

  для ціни похідного активу. 

Для більш точного результату припустимо, що Функція виплати  𝐻ሺ𝑥ሻ і всі її 

похідні є гладкими і обмеженими функціями, ясно що деякі види деривативів не 

підходять під таке припущення. Для доведення точності точність наближення цін 

на опціони [14]. Таким чином, ми обмежуємо наш аналіз деривативів гладкою і 

обмеженою виплатою, в цьому випадку точність оцінки ґрунтується на такій 

теоремі: 

Теорема 4: Для фіксованих  ሺ𝑡, 𝑥, 𝑦ଵ, … , 𝑦௟, 𝑧ଵ, … , 𝑧௡ሻ існує стала  𝐶 така, що 

для будь-якого 𝜖௝ ൑ 1, 𝛿௜ ൑ 1  маємо: 

ቚ𝑢ఢ,ఋᇲ െ ቀ𝑢଴,଴ᇲ ൅ ∑ ඥ𝜖௝𝑢ଵೕ,଴ᇲ
௟
௝ୀଵ ൅ ∑ ඥ𝛿௜𝑢

଴,ଵ೔
ᇲ

௡
௜ୀଵ ቁቚ ൑ 𝐶ሺ∑ 𝜖௝

௟
௝ୀଵ ൅ ∑ 𝛿௜

௡
௜ୀଵ ሻ. 

Теорема 4 дає нам інформацію про те, як наближена ціна веде себе при 

 𝜖௝ → 0 і 𝛿௜ → 0. 

Нехай 𝑋 цінний папір без виплат дивідендів по активу (наприклад, акція, 

індекс тощо). Часто 𝑋 моделюється як геометричний броунівський рух з сталою 

волатильністю (наприклад формула Блека-Шоулза). Розглянемо 𝑋 – як модель 

геометричного броунівського руху з багатовимірною стохастичною 

волатильністю. Зокрема,  ℙ ෩ динаміки в 𝑋 задані: 

𝑑𝑋௧ ൌ 𝑟𝑋௧𝑑𝑡 ൅ 𝑓ሺYଵ, … , Y୪, Zଵ, … , Z୬ሻ𝑋௧𝑑𝑊෪ ௧
௫ , ℎሺ𝑋௧ሻ ൌ 0, 

Обчислимо наближену ціну подвійного бар'єрного опціону визначеного на 

𝑋. Запишемо оператор 〈𝔏ଶ〉 і пов’язані з ним щільності зі швидкістю  𝑚ሺ𝑥ሻ  

〈𝔏ଶ〉 ൌ
ଵ

ଶ
𝜎തଶ𝑥ଶ𝜕௫௫

ଶ ൅ 𝑟𝑥𝜕௫ െ 𝑟,  𝑚ሺ𝑥ሻ ൌ
ଶ

ఙഥమ௫మ 𝑒𝑥𝑝 ቀ
ଶ௥

ఙഥమ ln 𝑥ቁ..             ሺ7ሻ 

Для подвійного бар'єрного опціону з величиною бар'єрів 𝐿 і 𝑅,  виплата має 

вигляд:  
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𝐻ሺ𝑋௧ሻ𝕀ሼఛவ௧ሽ ൌ ሺ𝑋௧ െ 𝐾ሻା𝕀ሼఛவ௧ሽ, 𝐼 ൌ ሺ𝐿, 𝑅ሻ, 0 ൏ 𝐿 ൏ 𝐾 ൏ 𝑅, 

Щоб обчислити значення цього параметра, ми повинні спочатку знайти 

власні значення оператора  〈𝔏ଶ〉 подані в (7) з крайовими умовами 

lim
୶→୐

𝜓௡ሺ𝑥ሻ ൌ 0, lim
୶→ୖ

𝜓௡ሺ𝑥ሻ ൌ 0. 

Зауважимо, що ми ввели регулярний кілінг крайових умов на кінцях 𝐿 і 𝑅. 

Рівняння    െ〈𝔏ଶ〉𝜓௡ ൌ 𝜆௡𝜓௡,         𝜓௡ ∈ 𝑑𝑜𝑚ሺ〈𝔏ଶ〉ሻ із зазначеним вище крайовими 

умовами можна знайти в (Лінецький (Linetsky (2007)) [10]. 

𝜓௡ሺ𝑥ሻ ൌ
𝜎ത√𝑥

ටln ቀ
ோ

௅
ቁ

exp ቀ
െ𝑟
𝜎തଶ ln𝑥ቁ 𝑠𝑖𝑛 ቌ

𝑛𝜋 ln ቀ
௫

௅
ቁ

ln ቀ
ோ

௅
ቁ

ቍ ,       𝑛 ൌ 1,2,3, …,
 

𝜆௡ ൌ
1
2

ቌ
𝑛𝜋𝜎ത

ln ሺ
ோ

௅
ሻ
ቍ

ଶ

൅ ቆ
𝜈ଶ

2
൅ 𝑟ቇ ,                𝜈 ൌ

𝑟
𝜎ത

െ
𝜎ത
2

.

 

Запишемо вирази для операторів 𝒜௝ та ℬ௜ 

 𝒜௝ ൌ െ𝜗ଷ௝𝑥𝜕௫𝑥ଶ𝜕௫௫
ଶ െ 𝜗ଶ௝𝑥ଶ𝜕௫௫

ଶ , ℬ௜ ൌ െ𝜗ଵ௜𝑥𝜕௫ െ 𝜗଴௜.                                 ሺ8ሻ 

На основі (5) обчислимо 𝒜௝௞,௡, ℬ௜௞,௡ і ℬ෩௜௞,௡. Для 𝑘 ് 𝑛 ми знайдемо 

𝒜𝑗௞,௡ ൌ െ𝜗ଷ௝ ቆ
ሺିଵାሺିଵሻೖశ೙ሻ௞௡ሺସ௡మగమఙഥరା൫ିଵଶ௥మାସ௥ఙഥమାఙഥర൯୪୬మሺೃ

ಽ
ሻሻ

ଶሺ௞మି௡మሻఙഥర୪୬యሺೃ
ಽ

ሻ
ቇ

 
െ𝜗ଶ௝ ቆ

൫ିଵାሺିଵሻೖశ೙൯௞௡௥

ሺ௞మି௡మሻఙഥమ ୪୬ቀೃ
ಽ

ቁ
ቇ

, 

ℬ௜௞,௡ ൌ 𝜗௜ଵ
ଶሺିଵାሺିଵሻೖశ೙ሻ௞௡

ሺ௞ି௡ሻሺ௞ା௡ሻ ୪୬ቀ
ೃ
ಽ

ቁ

 , 

ℬ෩௜௞,௡ ൌ െ𝜗ଵ௜𝜎തᇱ൫𝛶௞,௡൯ െ 𝜗௜଴𝜎തᇱ ቆ
଼൫ିଵାሺିଵሻೖశ೙൯௞௡௥ ୪୬ቀ

ೃ
ಽ

ቁ

ሺ௞మି௡మሻమగమఙഥయ ቇ
, 

𝑣௞,௡ ≔
ସ௡௞௥൫୪୬ሺ௅ሻିሺିଵሻೖశ೙ ୪୬ሺோሻ൯

ሺ௞మି௡మሻఙഥయ ୪୬ቀ
ೃ
ಽ

ቁ
െ  

ଶ൫ିଵାሺିଵሻೖశ೙൯௞௡൬ሺ௞ି௡ሻሺ௞ା௡ሻగమఙഥరିଶ௥ሺିଶ௥ାఙഥమሻ୪୬మቀ
ೃ
ಽ

ቁ൰

ሺ௞మି௡మሻమగమఙഥఱ ୪୬ቀ
ೃ
ಽ

ቁ

  

і для 𝑘 ൌ 𝑛 ми знайдемо  

𝒜௝௡,௡ ൌ െ𝜗ଷ௝ ൭
ଵ

ఙഥయ ቆ
ଷ௡మగమఔ

୪୬మቀ
ೃ
ಽ

ቁ
െ 𝜈ଷቇ െ

ଵ

ఙഥమ ቆ𝜈ଶ െ
௡మగమ

୪୬మቀ
ೃ
ಽ

ቁ
ቇ െ 𝜗௝ଶ ቆ

ଵ

ఙഥమ ቆ𝜈ଶ െ
௡మగమ

୪୬మቀ
ೃ
ಽ

ቁ
ቇ ൅

ఔ

ఙഥ
ቇ൱

, 

ℬ௜௡,௡ ൌ 𝜗௜ଵ ቆ
2𝑟 െ 𝜎തଶ

2𝜎തଶ ቇ െ𝜗௜଴,
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ℬ෩௜௡,௡ ൌ െ𝜗௜ଵ𝜎തᇱ ቌ
1
𝜎ത

െ
𝑟𝜈൫lnଶሺ𝑅ሻ െ lnଶሺ𝐿ሻ൯

𝜎തସ ln ቀ
ோ

௅
ቁ

ቍ െ 𝜗௜଴𝜎തᇱ ቌ
1
𝜎ത

െ
𝑟൫lnଶሺ𝑅ሻ െ lnଶሺ𝐿ሻ൯

𝜎തଷ ln ቀ
ோ

௅
ቁ

ቍ.
 

Розрахунок 𝑐௡ можна знайти в [10] 

𝑐௡ ൌ ሺ𝜓тሺ·ሻ, ሺ· െ 𝐾ሻାሻ ൌ
𝐿

ഌ
഑ഥ

log ቀ
ோ

௅
ቁ

൫𝐿𝛷௡ሺ𝜈 ൅ 𝜎തሻ െ 𝐾𝛷௡ሺ𝜈ሻ൯,
 

𝛷௡ሺ𝛾ሻ ≔
2

𝜔௡
ଶ ൅ 𝑧ଶ ሺexpሺ𝔎𝛾ሻ ሺ𝜔௡cos ሺ𝜔௡𝔎ሻ െ 𝛾𝑠𝑖𝑛ሺ𝜔௡𝔎ሻ െ expሺ𝔘𝛾ሻ ሺെ1ሻ௡𝜔௡ሻ,

 

𝜔௡ ≔
௡గ

𝔘
,   𝔎: ൌ

ଵ

ఙഥ
ln ቀ

௄

௅
ቁ,    𝔘 ≔

ଵ

ఙഥ
ln ቀ

ோ

௅
ቁ. 

Наближену ціну опціонів можна обчислити за допомогою теорем 1 3. 

Зауважимо, що рисунки будуються покомпонентно в кожній відповідній 

часовій шкалі, аналогічно як для двох компонент як в роботах [9] та [13]. 

Висновки. Ця стаття розвиває загальний метод отримання орієнтовної 

ціни для широкого класу цінних паперів. Виплати за деривативами можуть бути 

шляхозалежними, а процес, що лежить їхній основі може проявляти стрибок. 

Інтенсивність стрибка залежить від багатовимірної волатильності. розроблено 

загальну теорію оцінювання деривативів, які породжуються дифузійними 

процесами, де дифузія залежить від двох груп змінних факторів. Наведено 

алгоритм обчислення наближеної ціни. Встановлено точність оцінок. 

Розроблену теорію застосовано до дифузійного оператора ОрнштейнаУленбека, 

який розкладено по власних функціях та власних значеннях. 

Основною перевагою нашої методології ціноутворення є те, що, 

комбінуючи методи з спектральної теорії, регулярної теорії збурень і теорії 

сингулярних збурень зводимо все до розв’язання рівнянь на знаходження 

власних функцій та власних значень. 

Перспективи подальших досліджень. Перспективами подальших 

досліджень у даному напрямі є вдосконалення спектральної теорії та поширення 

результатів статті на випадки оцінювання деривативів, які породжуються 

дифузійними процесами, де дифузія залежить від багатьох груп змінних факторів 
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