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Аннотация

Фибиномиальное тождество — это тождество, сочетающее числа Фибоначчи с биноми-
альными или мультиномиальными коэффициентами. В этой статье для получение новых
фибиномиальных тождеств мы используем семейства определителей и перманентов ниж-
них матриц Хессенберга специального вида (так называемых матриц Теплица-Хессенберга,
т.е. матриц порядка 𝑛 × 𝑛 вида 𝐻𝑛 = (ℎ𝑖𝑗), где ℎ𝑖𝑗 = 0 для всех 𝑗 > 𝑖 + 1, ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖−𝑗+1

и 𝑎𝑖,𝑖+1 = 2), элементами которых являются числа Фибоначчи 𝐹𝑛 с последовательными,
четными и нечетными индексами.

Полученные формулы для детерминантов и перманентов могут быть записаны как
тождества, включающие суммы произведений чисел Фибоначчи и мультиномиальные ко-
эффициенты. Например, для всех 𝑛 ≥ 1 имеет место тождество∑︁

𝑠1+2𝑠2+···+𝑛𝑠𝑛=𝑛

(−1)𝑠1+···+𝑠𝑛

(︂
𝑠1 + · · ·+ 𝑠𝑛
𝑠1, . . . , 𝑠𝑛

)︂(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1 (︂𝐹4

2

)︂𝑠2

· · ·
(︂
𝐹2𝑛

2

)︂𝑠𝑛

=
1− 4𝑛

3 · 2𝑛
,

где
(︀
𝑠1+···+𝑠𝑛
𝑠1,...,𝑠𝑛

)︀
= (𝑠1+···+𝑠𝑛)!

𝑠1!···𝑠𝑛! – мультиномиальный коэффмцмент, а суммирование произво-
дится по всем целым 𝑠𝑖 ≥ 0, удовлетворяющих уравнению 𝑠1 + 2𝑠2 + · · ·+ 𝑛𝑠𝑛 = 𝑛.

Использование определителей матриц Теплица-Гессенберга позволило нам, в частно-
сти, получить формулы, устанавливающие связь между числами Фибоначчи и числами
Якобсталя, Пелля, Пелля-Люка.

Ключевые слова: последовательность Фибоначчи, фибиномиальное тождество, после-
довательность Якобсталя, последовательность Пелля, последовательность Пелля-Люка,
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Abstract

Fibinomial identity is identity that combine Fibonacci numbers and binomial or multinomial
coefficients. In this paper, for obtaining new fibinomial identities we consider determinants and
permanents for some families of lower Toeplitz–Hessenberg matrices 𝐻𝑛 = (ℎ𝑖𝑗), where ℎ𝑖𝑗 = 0
for all 𝑗 > 𝑖+1, ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖−𝑗+1, and 𝑎𝑖,𝑖+1 = 2, having various translates of the Fibonacci numbers
𝐹𝑛 for the nonzero entries.

These determinant and permanent formulas may also be rewritten as identities involving
sums of products of Fibonacci numbers and multinomial coefficients. For example, for 𝑛 ≥ 1,
the following formula holds∑︁

𝑠1+2𝑠2+···+𝑛𝑠𝑛=𝑛

(−1)𝑠1+···+𝑠𝑛

(︂
𝑠1 + · · ·+ 𝑠𝑛
𝑠1, . . . , 𝑠𝑛

)︂(︂
𝐹2
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)︂𝑠1 (︂𝐹4

2

)︂𝑠2

· · ·
(︂
𝐹2𝑛

2

)︂𝑠𝑛

=
1− 4𝑛

3 · 2𝑛
,

where
(︀
𝑠1+···+𝑠𝑛
𝑠1,...,𝑠𝑛

)︀
= (𝑠1+···+𝑠𝑛)!

𝑠1!···𝑠𝑛! is multinomial coefficient, and the summation is over non-
negative integers 𝑠𝑗 satisfying Diophantine equation 𝑠1 + 2𝑠2 + · · ·+ 𝑛𝑠𝑛 = 𝑛.

Also, we establish connection formulas between Jacobsthal, Pell, Pell-Lucas numbers and
Fibonacci numbers using Toeplitz-Hessenberg determinants.

Keywords: Fibonacci sequence, Fibonacci numbers, fibinomial identity, Jacobsthal sequence,
Pell sequence, Pell-Lucas sequence, Hessenberg matrix, Toeplitz-Hessenberg matrix, multi-
nomial coefficient.
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1. Введение

Фибиномиальное тождество — это тождество, сочетающее числа Фибоначчи с биноми-
альными (мультиномиальными) коэффициентами. Примеры таких тождеств можно найти,
например, в [1, 2].

Для получения новых семейств фибиномиальных тождеств мы будем использовать детер-
минанты и перманенты нижней матрицы Хессенберга, т.е. квадратной матрицы 𝑛 порядка
𝐻𝑛 = (ℎ𝑖𝑗), у которой ℎ𝑖𝑗 = 0 для всех 𝑗 > 𝑖 + 1, причем ℎ𝑖,𝑖+1 ̸= 0 хотя бы для одного
𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛− 1}. Таким образом,

𝐻𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ℎ11 ℎ12 0 · · · 0 0
ℎ21 ℎ22 ℎ23 · · · 0 0
ℎ31 ℎ32 ℎ33 · · · 0 0

· · · · · · · · · . . . · · · · · ·
ℎ𝑛−1,1 ℎ𝑛−1,2 ℎ𝑛−1,3 · · · ℎ𝑛−1,𝑛−1 ℎ𝑛−1,𝑛

ℎ𝑛1 ℎ𝑛2 ℎ𝑛3 · · · ℎ𝑛,𝑛−1 ℎ𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1)

Матрицы Хессенберга (и их частный случай – трёхдиагональные матрицы) являются ис-
ходными точками многих алгоритмов вычисления собственных значений. Эти матрицы ис-
пользуются, например, в методах подпространства Крылова в процессе построения ортого-
нальных базисов, а также в задаче на нахождение собственных значений матрицы𝑄𝑅-методом
[3].

Если в матрице (1) ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖−𝑗+1 для всех 𝑖, 𝑗, то имеем матрицу Теплица–Хессенберга

𝐴𝑛 ≡ 𝐴𝑛(𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1 𝑎0 0 · · · 0 0
𝑎2 𝑎1 𝑎0 · · · 0 0

· · · · · · · · · . . . · · · · · ·
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−3 · · · 𝑎1 𝑎0
𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 · · · 𝑎2 𝑎1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2)

где 𝑎0 ̸= 0 и 𝑎𝑗 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑗 > 0.
Разлагая детерминант det𝐴𝑛 и перманент 𝑝𝑒𝑟𝐴𝑛 (будем называть их определителем и пер-

манентом Теплица-Хессенберга) по элементам последней строки, получаем формулы

det𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(−𝑎0)
𝑖−1𝑎𝑖 det𝐴𝑛−𝑖, (3)

𝑝𝑒𝑟𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖−1
0 𝑎𝑖𝑝𝑒𝑟𝐴𝑛−𝑖, (4)

где, по определению, det𝐴0 = 1 и 𝑝𝑒𝑟𝐴0 = 1.
Мы будем исследовать последовательности определителей и перманентов Теплица–Хессен-

берга {det𝐴𝑛}𝑛≥0 и {𝑝𝑒𝑟𝐴𝑛}𝑛≥0 специального вида (при 𝑎0 = 2), элементами которых являются
числа Фибоначчи 𝐹𝑛, определяемые рекуррентно:

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2, 𝑛 ≥ 2,

где 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 (последовательность A000045 в Он-лайн энциклопедии целочисленных
последовательностей [4]).

Для простоты обозначений будем писать det(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) вместо det𝐴𝑛(2; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и
𝑝𝑒𝑟(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) — вместо 𝑝𝑒𝑟𝐴𝑛(2; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛).
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Использование определителей и перманентов для исследования чисел Фибоначчи и их
обобщений имеет долгую историю (среди последних работ отметим [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]). В
частности, в [12] и [13] нами анонсированы фибиномильные тождества, полученные с помощью
определителей матрицы Теплица–Хессенберга вида (2) при 𝑎0 = 1.

Некоторые результаты этой статьи были опубликованы без доказательств в [14].

2. Связь чисел Якобсталя, Пелля и Пелля–Люка с числами

Фибоначчи с помощью определителей Теплица–Хессенберга

Напомним определение некоторых известных целочисленных последовательностей, ис-
пользуемых нами далее.

Последовательность Якобсталя {𝐽𝑛}𝑛≥0 — это целочисленная последовательность, кото-
рая может быть задана рекуррентным соотношением

𝐽𝑛 = 𝐽𝑛−1 + 2𝐽𝑛−2, 𝑛 ≥ 2,

где 𝐽0 = 0, 𝐽1 = 1, или с помощью формулы

𝐽𝑛 =
2𝑛 − (−1)𝑛

3
, 𝑛 ≥ 0. (5)

Последовательности Пелля {𝑃𝑛}𝑛≥0 и Пелля–Люка {𝑄𝑛}𝑛≥0 удовлетворяют рекуррентно-
му соотношению

𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛−1 + 𝑢𝑛−2, 𝑛 ≥ 2,

но с разными начальными условиями: 𝑃0 = 0, 𝑃1 = 1 и 𝑄0 = 2, 𝑄1 = 2, соответственно.

Приведем 14 первых членов последовательностей Фибоначчи, Якобсталя, Пелля и Пелля–
Люка в виде таблицы:

𝑛 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

𝐹𝑛 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

𝐽𝑛 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 683 1365 2731

𝑃𝑛 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741 13860 33461

𝑄𝑛 2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 16238 39202 94642

Последовательности Якобсталя, Пелля и Пелля-Люка имеют множество замечательных
свойств, комбинаторных интерпретаций и приложений (см., например, страницы с последова-
тельностями A001045, A000129 и A002203 в [4], соответственно).

С помощью детерминантов Теплица–Хессенберга в следующей теореме установлена связь
между числами Якобсталя, Пелля и Пелля-Люка и числами Фибоначчи.

Теорема 1. Для всех 𝑛 ≥ 1

det(𝐹2, . . . , 𝐹𝑛+1) = (−1)𝑛𝐽𝑛, (6)

det(𝐹3, . . . , 𝐹2𝑛+1) =

{︃
−2

𝑛
2
−1𝑄𝑛, если 𝑛 четное;

2
𝑛+1
2 𝑃𝑛, если 𝑛 нечетное.

(7)

Доказательство. Докажем формулу (6) с помощью метода математической индукции.
Доказательство формулы (7) производится аналогично. Пусть 𝐷𝑛 = det(𝐹2, . . . , 𝐹𝑛+1). Легко
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убедиться, что формула (6) выполняется при 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2. Предположим ее выполнение для
всех 𝑘 ≤ 𝑛− 1, где 𝑛 ≥ 3. Используя рекуррентное соотношения Якобсталя и (3), получаем:

𝐷𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(−2)𝑖−1𝐹𝑖+1𝐷𝑛−𝑖

= 𝐹2𝐷𝑛−1 − 2𝐹3𝐷𝑛−2 +
𝑛∑︁

𝑖=2

(−2)𝑖−1 (𝐹𝑖 + 𝐹𝑖−1)𝐷𝑛−𝑖

= 𝐷𝑛−1 − 4𝐷𝑛−2 +
𝑛∑︁

𝑖=3

(−2)𝑖−1𝐹𝑖𝐷𝑛−𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=3

(−2)𝑖−1𝐹𝑖−1𝐷𝑛−𝑖

= 𝐷𝑛−1 − 4𝐷𝑛−2 +

𝑛−1∑︁
𝑖=2

(−2)𝑖𝐹𝑖+1𝐷𝑛−𝑖−1 + 4

𝑛−2∑︁
𝑖=1

(−2)𝑖−1𝐹𝑖+1𝐷𝑛−𝑖−2

= 𝐷𝑛−1 − 4𝐷𝑛−2 +

(︃
−2

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(−2)𝑖−1𝐹𝑖+1𝐷𝑛−𝑖−1 + 2𝐹2𝐷𝑛−2

)︃
+ 4𝐷𝑛−2

= 𝐷𝑛−1 − 4𝐷𝑛−2 − 2𝐷𝑛−1 + 2𝐷𝑛−2 + 4𝐷𝑛−2

= −𝐷𝑛−1 + 2𝐷𝑛−2.

Из предположения индукции и формулы (5) следует, что

𝐷𝑛 = −(−2)𝑛 − 1

3
+ 2

(−2)𝑛−1 − 1

3

=
(−2)𝑛+1 − 1

3
= (−1)𝑛𝐽𝑛.

Таким образом, формула выполняется при 𝑛. Следовательно, по индукции, эта формула
выполняется для любого натурального 𝑛. 2

3. Детерминанты Теплица-Хессенберга, элементами которых

являются числа Фибоначчи

Следующая теорема дает значения детерминантов Теплица–Хессенберга, элементами ко-
торых являются числа Фибоначчи (последовательные, с четными и нечетными индексами).

Теорема 2. Пусть 𝑛 ≥ 1, кроме указанных случаев. Тогда

det(𝐹0, . . . , 𝐹𝑛−1) =
(−1−

√
3)𝑛−1 − (−1 +

√
3)𝑛−1

√
3

,

det(𝐹0, . . . , 𝐹2𝑛−2) =
(−3−

√
3)𝑛−1 − (−3 +

√
3)𝑛−1

√
3

,

det(𝐹1, . . . , 𝐹𝑛) =
1√
17

(︃(︃
−1 +

√
17

2

)︃𝑛

−

(︃
−1−

√
17

2

)︃𝑛)︃
, (8)
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det(𝐹1, . . . , 𝐹2𝑛−1) =
1

2
√
17

(︃
(
√
17− 3)

(︃
−5−

√
17

2

)︃𝑛

+ (
√
17 + 3)

(︃
−5 +

√
17

2

)︃𝑛)︃
,

det(𝐹2, . . . , 𝐹2𝑛) =
(−1)𝑛 − (−4)𝑛

3
,

det(𝐹3, . . . , 𝐹𝑛+2) = (−1)𝑛−1 · 2
2𝑛+1−(−1)𝑛

4 ,

det(𝐹3, . . . , 𝐹2𝑛+1) =
(−2−

√
2)𝑛 + (−2 +

√
2)𝑛

−2
,

det(𝐹4, . . . , 𝐹𝑛+3) = −1, 𝑛 ≥ 2,

det(𝐹4, . . . , 𝐹2𝑛+2) = (−1)𝑛(1− 2𝑛+1),

det(𝐹5, . . . , 𝐹𝑛+4) = 2𝑛+1 + 1,

det(𝐹5, . . . , 𝐹2𝑛+3) = (−1)𝑛−1, 𝑛 ≥ 2,

det(𝐹6, . . . , 𝐹2𝑛+4) =
(1 +

√
3)𝑛+3 − (1−

√
3)𝑛+3

4
√
3

.

Доказательство. Мы докажем только формулу (8). Остальные формулы могут быть до-
казаны аналогично. Легко проверяется, что формула (8) имеет место при 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2.
Предположим ее выполнение для всех 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, где 𝑛 ≥ 3. Пусть 𝐷𝑛 = det(𝐹1, . . . , 𝐹𝑛).
Используя рекуррентное соотношение (3), получаем

𝐷𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(−2)𝑖−1𝐹𝑖𝐷𝑛−𝑖

= 𝐹1𝐷1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

(−2)𝑖−1𝐹𝑖−1𝐷𝑖−1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

(−2)𝑖−1𝐹𝑖−2𝐷𝑖−1

= 𝐷𝑛−1 − 2
𝑛∑︁

𝑖=1

(−2)𝑖−1𝐹𝑖𝐷𝑛−𝑖−1 + (−2)2
𝑛−2∑︁
𝑖=0

(−2)𝑖−1𝐹𝑖𝐷𝑛−𝑖−2

= 𝐷𝑛−1 − 2𝐷𝑛−1 + 4𝐷𝑛−2 = −𝐷𝑛−1 + 4𝐷𝑛−2.

Учитывая предположение индукции, имеем

𝐷𝑛 = − 1√
17

⎛⎝(︃−1 +
√
17

2

)︃𝑛−1

−

(︃
−1−

√
17

2

)︃𝑛−1
⎞⎠

+
4√
17

⎛⎝(︃−1 +
√
17

2

)︃𝑛−2

−

(︃
−1−

√
17

2

)︃𝑛−2
⎞⎠

=
1√
17

(︃(︃
−1 +

√
17

2

)︃𝑛

−

(︃
−1−

√
17

2

)︃𝑛)︃
.

Таким образом, формула (8) выполняется для всех натуральных 𝑛.
2

4. Перманенты Теплица-Хессенберга, элементами которых

являются числа Фибоначчи

В этом разделе исследуем перманенты Теплица-Хессенберга, элементами которых являют-
ся числа Фибоначчи.



62 Т. П. Гой

Теорема 3. Пусть 𝑛 ≥ 1. Тогда

𝑝𝑒𝑟(𝐹0, . . . , 𝐹𝑛−1) =
(1 +

√
7)𝑛−1 − (1−

√
7)𝑛−1

√
7

,

𝑝𝑒𝑟(𝐹0, . . . , 𝐹2𝑛−2) =
(3 +

√
7)𝑛−1 − (3−

√
7)𝑛−1

√
7

,

𝑝𝑒𝑟(𝐹1, . . . , 𝐹𝑛) =
4𝑛 − (−1)𝑛

5
,

𝑝𝑒𝑟(𝐹1, . . . , 𝐹2𝑛−1) =
2 · 6𝑛 + 3

15
, (9)

𝑝𝑒𝑟(𝐹2, . . . , 𝐹𝑛+1) =
1

2
√
33

⎛⎝(
√
33− 7)

(︃
3−

√
33

2

)︃𝑛−1

+ (
√
33 + 7)

(︃
3 +

√
33

2

)︃𝑛−1
⎞⎠ ,

𝑝𝑒𝑟(𝐹2, . . . , 𝐹2𝑛) =
1√
33

(︃(︃
7 +

√
33

2

)︃𝑛

−

(︃
7−

√
33

2

)︃𝑛)︃
.

Доказательство. Мы докажем формулу (9) с помощью индукции по 𝑛, доказательства
других формул производится аналогично. При 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2 формула (9), как легко прове-
рить, выполняется. Предположим, что эта формула имеет место для 𝑛 − 1, где 𝑛 ≥ 3. Пусть

𝑃𝑛 = 𝑝𝑒𝑟(𝐹1, . . . , 𝐹2𝑛−1). Используя (3) и известную формулу 𝐹2𝑘 =
𝑘∑︀

𝑠=1
𝐹2𝑠−1, получаем

𝑃𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

2𝑖−1𝐹2𝑖−1𝑃𝑛−𝑖

= 𝐹1𝑃𝑛−1 +
𝑛∑︁

𝑖=2

2𝑖−1
(︀
𝐹2𝑖−2 + 𝐹2𝑖−3

)︀
𝑃𝑛−𝑖

= 𝑃𝑛−1 +
𝑛∑︁

𝑖=2

2𝑖−1𝐹2𝑖−2𝑃𝑛−𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=2

2𝑖−1𝐹2𝑖−3𝑃𝑛−𝑖

= 𝑃𝑛−1 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖𝐹2𝑖𝑃𝑛−𝑖−1 + 2
𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖−1𝐹2𝑖−1𝑃𝑛−𝑖−1

= 𝑃𝑛−1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖𝐹2𝑖𝑃𝑛−𝑖−1 + 2𝑃𝑛−1

= 3𝑃𝑛−1 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑖∑︁
𝑘=1

2𝑖𝑃𝑛−𝑖−1𝐹2𝑘−1

= 3𝑃𝑛−1 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖
𝑛−𝑖∑︁
𝑘=1

2𝑘−1𝐹2𝑖−1𝑃𝑛−𝑖−𝑘

= 3𝑃𝑛−1 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖𝑃𝑛−𝑖.

Используя предположение индукции, имеем

𝑃𝑛 = 3 · 2 · 6
𝑛−1 + 3

15
+

𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖 · 2 · 6
𝑛−𝑖−1 + 3

15
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=
6𝑛

15
+

3

5
+

6𝑛

45

𝑛−1∑︁
𝑖=1

3−𝑖 +
1

5

𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝑖

=
2 · 6𝑛 + 3

15
.

Таким образом, формула (9) выполняется для всех натуральных 𝑛. 2

5. Фибиномиальные тождества с мультиномиальными коэффи-

циентами

В этом разделе мы сосредоточимся на получении новых семейств фибиномиальных тож-
деств для произвольного 𝑛 с мультиномиальными коэффициентами. Основным инструментом
для этого будет следующая лемма [15].

ЛЕММА 4. Пусть 𝑇𝑛 — матрица Теплица–Хессенберга (2) и 𝑛 ≥ 1. Тогда

det(𝐴𝑛) = (−𝑎0)
𝑛
∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝑎1
𝑎0

)︂𝑠1 (︂𝑎2
𝑎0

)︂𝑠2

· · ·
(︂
𝑎𝑛
𝑎0

)︂𝑠𝑛

, (10)

𝑝𝑒𝑟(𝐴𝑛) = 𝑎𝑛0
∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝑎1
𝑎0

)︂𝑠1 (︂𝑎2
𝑎0

)︂𝑠2

· · ·
(︂
𝑎𝑛
𝑎0

)︂𝑠𝑛

, (11)

где 𝑝𝑛(𝑠) = (𝑠1+···+𝑠𝑛)!
𝑠1!···𝑠𝑛! — мультиномиальный коэффициент, 𝜎𝑛 = 𝑠1 + 2𝑠2 + · · · + 𝑛𝑠𝑛 и

|𝑠| = 𝑠1 + · · ·+ 𝑠𝑛, причем 𝑠𝑖 ≥ 0.

Используя теперь формулы (10) и (11) для тождеств из теорем 2, 3 после несложных
преобразований, получаем следующее утверждение.

СЛЕДСТВИЕ 5. Для 𝑛 ≥ 1 имеют место тождества:

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛

=

√
3

6

⎛⎝(︃1−
√
3

2

)︃𝑛−1

−

(︃
1 +

√
3

2

)︃𝑛−1
⎞⎠ ,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛

=
1

2
√
7

⎛⎝(︃1 +
√
7

2

)︃𝑛−1

−

(︃
1−

√
7

2

)︃𝑛−1
⎞⎠ ,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛−2

2

)︂𝑠𝑛

=
1

2
√
7

⎛⎝(︃3 +
√
7

2

)︃𝑛−1

−

(︃
3−

√
7

2

)︃𝑛−1
⎞⎠ ,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛−2

2

)︂𝑠𝑛

=
1

2
√
3

⎛⎝(︃3−
√
3

2

)︃𝑛−1

−

(︃
3 +

√
3

2

)︃𝑛−1
⎞⎠ ,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛

2

)︂𝑠𝑛

=
1√
17

(︃(︃
1−

√
17

4

)︃𝑛

−

(︃
1 +

√
17

4

)︃𝑛)︃
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛

2

)︂𝑠𝑛

=
4𝑛 − (−1)𝑛

5 · 2𝑛
, (12)
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∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛

=

√
17

34

(︃
𝛼

(︃
5 +

√
17

4

)︃𝑛

+
8

𝛼

(︃
5−

√
17

4

)︃𝑛)︃
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛

=
2 · 6𝑛 + 3

15 · 2𝑛
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛+1

2

)︂𝑠𝑛

=
−2𝑛+1 − (−1)𝑛

3 · 2𝑛
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛+2

2

)︂𝑠𝑛

=

√
33

132

⎛⎝𝛽

(︃
3−

√
33

4

)︃𝑛−1

− 16

𝛽

(︃
3 +

√
33

4

)︃𝑛−1
⎞⎠ ,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛

2

)︂𝑠𝑛

=
1− 4𝑛

3 · 2𝑛
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛

2

)︂𝑠𝑛

=
1√
33

(︃(︃
7 +

√
33

4

)︃𝑛

−

(︃
7−

√
33

4

)︃𝑛)︃
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹3

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛+2

2

)︂𝑠𝑛

= −2
1−2𝑛−(−1)𝑛

4 ,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹3

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛+1

2

)︂𝑠𝑛

= −1

2

(︃(︃
2 +

√
2

2

)︃𝑛

+

(︃
2−

√
2

2

)︃𝑛)︃
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹4

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛+3

2

)︂𝑠𝑛

=
4𝛿𝑛1 − 1

(−2)𝑛
, (13)

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹4

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛+2

2

)︂𝑠𝑛

= 2−𝑛 − 2,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹5

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹𝑛+4

2

)︂𝑠𝑛

= (−1)𝑛 ·
(︀
2 + 2−𝑛

)︀
,

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹5

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛+3

2

)︂𝑠𝑛

=
(−1)𝑛4𝛿𝑛1 − 1

2𝑛
, (14)

∑︁
𝜎𝑛=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹6

2

)︂𝑠1

· · ·
(︂
𝐹2𝑛+4

2

)︂𝑠𝑛

=
2√
3

⎛⎝(︃−1−
√
3

2

)︃𝑛+3

−

(︃
−1 +

√
3

2

)︃𝑛+3
⎞⎠ ,

где 𝛼 = −3 +
√
17, 𝛽 = −7 +

√
33 и 𝛿𝑛1 – символ Кронекера.

ПРИМЕР 6. Из (13), (14) и (12) соответственно при 𝑛 = 3, 4, 5 имеем

𝐹 3
4 − 4𝐹4𝐹5 + 4𝐹6 = −1;

𝐹 4
5 − 6𝐹 2

5𝐹7 + 8𝐹5𝐹9 + 4𝐹 2
7 − 8𝐹11 = −1;

𝐹 5
1 + 8𝐹 3

1𝐹2 + 12𝐹 2
1𝐹3 + 12𝐹1𝐹

2
2 + 16𝐹1𝐹4 + 16𝐹2𝐹3 + 16𝐹5 = 205.

6. Заключение

Целью этой статьи является установление новых тождеств для чисел Фибоначчи. Исследуя
семейства детерминантов и перманентов Теплица–Хессенберга специального вида, элементам
которых являются числа Фибоначчи, мы получили новые тождества с мультиномиальными
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коэффициентами для этих чисел (последовательных, а также с четными и нечетными индек-
сами). Это, в частности, дало возможность получить формулы, устанавливающие связь чисел
Фибоначчи с числами Пелля, Пелля–Люка и Якобсталя с помощью определителей Теплица–
Хессенберга.
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6. İpek, A. 2011, “On the determinants of pentadiagonal matrices with the classical Fibonacci,
generalized Fibonacci and Lucas numbers”, Eurasian Math. J., vol. 2, no. 2, pp. 60–74.
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