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У статті методами аналітичної теорії диференційних рівнянь 
вивчається рівняння, що виникає при побудові математичної моделі 
асинхронного короткозамкненого двигуна через його кутову швидкість. 
Застосовано нещодавні результати теорії функцій обмеженого індексу 
для того, щоб знайти умови на коефіцієнти цього рівняння, за яких ко-
жен його аналітичний в крузі або цілий розв’язок буде функцією обме-
женого l-індексу для деякої додатної неперевної функції l, що отриму-
ється з умов на коефіцієнти самого рівняння. 

Ключові слова: асинхронний короткозамкнений двигун, кутова 
швидкість, момент вентилятора, диференційне рівняння, математич-
на модель, аналітичний в крузі розв’язок, обмежений індекс, цілий 
розв’язок. 

 
1 Вступ 

Зазначимо, що останні роки вийшло чимало статей присвячених 
аналітичній теорії диференційних рівнянь. Серед них, зокрема, варто 
виділити статті, в яких розглядається клас аналітичних функцій обме-
женого 𝑙𝑙-індексу, де 𝑙𝑙 – деяка додатна неперервна функція. Одна з осно-
вних ідей останніх статей [16, 21, 17, 18, 19, 20, 22, 23] – знайти умови 
на коефіцієнти рівняння, за яких кожен його аналітичний розв’язок ма-
тиме обмежений 𝑙𝑙-індекс. Це у свою чергу автоматично означатиме, що 
усі відповідні розв’язки володітимуть цілим букетом властивостей фун-
кцій з цього класу: вони матимуть певні оцінки зростання, певне лока-
льне поводження у термінах максимуму модуля функцій та їхніх похід-
них на колах різних радіусів, їхні логаритмічні похідні задовольняти-
муть певні оцінки ззовні деякої виняткової множини породженої нуля-
ми цих функцій. До того ж нулі цих функцій будуть рівномірно розпо-
ділені в деякому сенсі на комплексній площині, а їхні первісні матимуть 
обмежений розподіл усіх значень на усій комплексній площині. Описані 
результати також справджуються у певному розумінні й для аналітич-
них функцій від декількох комплексних змінних. 
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Однак відповідні диференційні рівняння у теорії обмеженого інде-
ксу розглядалися без прив’язування до конкретної моделі явищ або 
процесів. У цій статті спробуємо частково усунути цю прогалину та ро-
зглянемо одне з рівнянь, яке виникає при побудові математичної моделі 
роботи асинхронного двигуна. Зазначимо, що в електротехніці багато 
величин мають комплексночислову природу. Це, зокрема, потужність, 
напруга, сила струму, опір, тому з цієї точки зору дослідження власти-
востей аналітичних розв’язків диференційних рівнянь на комплексній 
площині виглядає цілком природним. Адже чисельні методи, які пере-
важно використовуються в електротехніці при розв’язуванні таких рів-
нянь, дають змогу відшукати розв’язок локально, про глобальне пово-
дження розв’язку складно на їхній основі щось стверджувати. Ця стаття, 
по суті, задає напрям подальших досліджень. 

 
2  Основні поняття та побудова рівняння 

Введемо основні позначення: ℝ+ = (0; +∞),𝔻𝔻𝑅𝑅 = {𝑧𝑧 ∈ ℂ: |𝑧𝑧| < 𝑅𝑅} 
– круг радіуса 𝑅𝑅, 𝑙𝑙:𝔻𝔻𝑅𝑅 → ℝ+ – неперервна функція така, що для всіх 
𝑧𝑧 ∈ 𝔻𝔻𝑅𝑅  

𝑙𝑙(𝑧𝑧) > 𝛽𝛽
𝑅𝑅−|𝑧𝑧|

, 𝛽𝛽 = const > 1.                              (1) 
Аналітична функція 𝑓𝑓:𝔻𝔻𝑅𝑅 → ℂ називається [13, 15] функцією  об-

меженого 𝑙𝑙-індексу, якщо існує 𝑚𝑚0 ∈ ℤ+ таке, що для всіх 𝑚𝑚 ∈ ℤ+ та 
всіх 𝑧𝑧 ∈ 𝔻𝔻𝑅𝑅  справедлива така нерівність  

|𝑓𝑓(𝑚𝑚 )(𝑧𝑧)|
𝑚𝑚 !𝑙𝑙𝑚𝑚 (𝑧𝑧)

≤ max �|𝑓𝑓(𝑘𝑘)(𝑧𝑧)|
𝑘𝑘 !𝑙𝑙𝑘𝑘 (𝑧𝑧)

: 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑚𝑚0�.                      (2) 
Найменше таке ціле число 𝑚𝑚0 називається 𝑙𝑙-індексом аналітич-

ної функції 𝑓𝑓 та позначається через 𝑁𝑁(𝑓𝑓, 𝑙𝑙) = 𝑚𝑚0. Первісне означення 
обмеженого індексу для цілих функцій від однієї змінної було запропо-
новане Б. Лепсоном [12]. Для отримання змістовних результатів, крім 
додатності та неперервності, на функцію 𝐿𝐿 накладають додаткові умови. 
Позначимо  

𝜆𝜆(𝜂𝜂) = sup
𝑧𝑧1,𝑧𝑧2∈𝔻𝔻𝑅𝑅

�
𝑙𝑙(𝑧𝑧1)
𝑙𝑙(𝑧𝑧2)

: |𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2| ≤
𝜂𝜂

min{𝑙𝑙(𝑧𝑧1), 𝑙𝑙(𝑧𝑧2)}
�. 

Під записом 𝑄𝑄(𝔻𝔻𝑅𝑅) розуміють клас додатних неперервних функцій 
𝑙𝑙:𝔻𝔻𝑅𝑅 → ℝ+, що задовольняють (1) та  

(∀𝜂𝜂 ∈ [0,𝛽𝛽]): 𝜆𝜆𝐛𝐛(𝜂𝜂) < +∞.                            (3) 
Позначимо 𝑎𝑎+ = max{𝑎𝑎, 0},𝑠𝑠(𝑟𝑟,𝜃𝜃) = 𝑙𝑙(𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃 ), де 𝑟𝑟 > 0,𝜃𝜃 ∈ [0; 2𝜋𝜋]. Через 
𝑊𝑊(𝔻𝔻𝑅𝑅) позначимо клас додатних непервних функцій 𝑙𝑙:𝔻𝔻𝑅𝑅 → ℝ+, що 
задовольняють такі три умови:   

1. для всіх 𝑧𝑧 ∈ 𝔻𝔻𝑅𝑅𝑙𝑙(𝑧𝑧) > 𝛽𝛽
𝑅𝑅−|𝑧𝑧|

, де 𝛽𝛽 = const > 1;  
2. для кожного 𝜃𝜃 ∈ [0,2𝜋𝜋] функція 𝑙𝑙(𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃 ) неперервно диференці-

йовна функція від дійсної змінної 𝑟𝑟 ∈ [0,𝑅𝑅); 
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3. для кожного 𝜃𝜃 ∈ [0,2𝜋𝜋] маємо � 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑟𝑟

1
𝑠𝑠(𝑟𝑟 ,𝜃𝜃)

�
+
→ 0 при 𝑟𝑟 → 𝑅𝑅.  

Умова 3) рівносильна (−𝑠𝑠′𝑟𝑟(𝑟𝑟 ,𝜃𝜃))+

𝑙𝑙2(𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃 )
→ 0 при 𝑟𝑟 → 𝑅𝑅. 

Надалі нижче ми також використаємо усталені позначення з теорії 
математичного моделювання в електроенергетиці. Модель у цій статті 
запозичена з ([1, c.~110],[2, c.~414],[3, c.~24]). Розглянемо перехідний 
процес під час пуску системи асинхронний короткозамкнений двигун – 
вентилятор. Допустимо, що асинхронний двигун розганяється „досить 
повільно”, тобто, що струми в обмотках в процесі розгону завжди дорі-
внюють усталеним струмам при заданій кутовій швидкості. За цієї умо-
ви рівняння руху асинхронного двигуна.  

𝑀𝑀д(𝜔𝜔) −𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 𝐽𝐽 ⋅ 𝑑𝑑𝜔𝜔
𝑑𝑑𝑡𝑡

, (4) 
де 𝜔𝜔 – кутова швидкість системи асинхронний двигун-вентилятор, 
рад/с; 𝐽𝐽 – момент інерції системи, кг⋅м2; 𝑀𝑀д(𝜔𝜔) – момент, який розвиває 
двигун, Н⋅м; 𝑀𝑀в(𝜔𝜔) – момент вентилятора та втрат в асинхронному дви-
гуні та вентиляторі, Н⋅м. 𝑡𝑡 – час, с. На підставі спрощеної формули 
Клосса одержимо  

𝑀𝑀д(𝜔𝜔) = 2⋅𝑀𝑀max
𝜔𝜔0−𝜔𝜔
𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘

+
𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘
𝜔𝜔0−𝜔𝜔

 ,                                      (5) 

де 𝑀𝑀max  – максимальний момент; 𝜔𝜔𝑘𝑘  – критична кутова швидкість дви-
гуна, рад/с; 𝜔𝜔0 – кутова швидкість поля асинхронного двигуна, рад/с. 
Підставляючи (5) у (4), дістанемо таке рівняння:  

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜔𝜔

=
1

𝐽𝐽 � 2 ⋅ 𝑀𝑀max
𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔
𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘

+ 𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘
𝜔𝜔0 −𝜔𝜔

−𝑀𝑀в(𝜔𝜔)�

 

або  
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜔𝜔

=
(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2

𝐽𝐽(2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔))
. 

 

Рівняння вигляду 𝑤𝑤′ = 𝑓𝑓(𝑧𝑧,𝑤𝑤) з точки зору теорії обмеженого індексу 
було розглянуте у [6]. Однак тут у нас простіше рівняння вигляду 
𝑔𝑔(𝑧𝑧)𝑤𝑤′ = 𝑓𝑓(𝑧𝑧), а саме:  

𝐽𝐽(2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 
−𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔))𝑡𝑡′(𝜔𝜔) = (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2.                   (6) 

 
3 Основний результат 

Теорема 1. Якщо 𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 𝐶𝐶−2⋅𝑀𝑀𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 ⋅(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)
(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2 (𝐶𝐶 ∈ ℂ\{0}), то 

кожен цілий розв’язок рівняння (6) буде багаточленом третього степе-
ня, матиме обмежений індекс і його індекс рівний 3. 
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Якщо 𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 𝐶𝐶−2⋅𝑀𝑀𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 ⋅(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)
(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2 (𝐶𝐶 ∈ ℂ\{0}), то кожен цілий 

розв’язок рівняння (6) буде багаточленом першого степеня, матиме 
обмежений індекс і його індекс рівний 1. 

Якщо  
 

𝑀𝑀в(𝜔𝜔) =
2 ⋅ 𝑀𝑀𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 ⋅ (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)(𝐶𝐶1𝜔𝜔 + 𝐶𝐶2) − ((𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2)

(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2(𝐶𝐶1𝜔𝜔 + 𝐶𝐶2)
 

(𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 ∈ ℂ\{0}), то кожен цілий розв’язок рівняння (6) буде багаточле-
ном другого степеня, матиме обмежений індекс і його індекс рівний 2. 

Нехай 𝑙𝑙 ∈ 𝑄𝑄�𝔻𝔻𝜔𝜔𝑘𝑘�. Якщо функція (((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 
−𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔))′′ обмеженого 𝑙𝑙-індексу, то кожен аналітичний в крузі 
|𝜔𝜔| < 𝜔𝜔𝑘𝑘  розв’язок рівняння (6) буде функцією обмеженого 𝑙𝑙-індексу. 

Нехай 𝑙𝑙 ∈ 𝑄𝑄𝑊𝑊(𝔻𝔻𝜔𝜔𝑘𝑘), 𝜔𝜔𝑘𝑘 ,𝜔𝜔0 ∈ ℝ+, функція 𝑀𝑀в(𝜔𝜔) аналітична в 
крузі 𝔻𝔻𝜔𝜔𝑘𝑘 . Якщо існують𝑅𝑅1 ∈ (0,𝜔𝜔𝑘𝑘)та 𝑏𝑏1 > 0такі, що для всіх 
|𝜔𝜔| ≥ 𝑅𝑅1 > 𝜔𝜔0 справджується |𝑀𝑀′в(𝜔𝜔)|

|𝑀𝑀в(𝜔𝜔)|
< 𝑏𝑏1𝑙𝑙(𝜔𝜔) та 𝑙𝑙(𝜔𝜔) ≥ 1, то кожен 

аналітичний в крузі |𝜔𝜔| < 𝜔𝜔𝑘𝑘  розв’язок рівняння (6) буде функцією об-
меженого 𝑙𝑙-індексу. 

Доведення. Цілий розв’язок 𝑡𝑡(𝜔𝜔) рівняння (6) буде у випадку, ко-
ли вираз 

(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2

2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)
 

це багаточлен степеня 0,1 або 2. 
а) Степінь 2 можливий за умови, що 2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − 

−((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 𝐶𝐶 = const,𝐶𝐶 ≠ 0. Звідси,  

𝑀𝑀в(𝜔𝜔) =
𝐶𝐶 − 2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)

(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2 . 

У цьому випадку рівняння (6) зводиться до такого,  
𝑡𝑡′(𝜔𝜔) = 1

𝐽𝐽𝐶𝐶
(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2.                        (7) 

розв’язком якого буде багаточлен третього степеня, що вочевидь є ці-
лою функцією обмеженого індексу. Його індекс рівний 3. 

б) Степінь 0 можливий за умови, що 2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔) − 
−((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 𝐶𝐶((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2),𝐶𝐶 ≠ 0. 
Звідси,  

𝑀𝑀в(𝜔𝜔) =
2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − 𝐶𝐶((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)

(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2  

У цьому випадку рівняння (6) зводиться до такого,  

𝑡𝑡′(𝜔𝜔) =
1
𝐽𝐽𝐶𝐶

, 

розв’язком якого буде багаточлен першого степеня, що вочевидь є ці-
лою функцією обмеженого індексу. Його індекс рівний 1. 

в) Степінь 1 виникне за умови, що  
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2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 

=
(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2

𝐶𝐶1𝜔𝜔 + 𝐶𝐶2
, 

де 𝐶𝐶1 ≠ 0,𝐶𝐶2 ≠ 0. Тоді  
𝑀𝑀в(𝜔𝜔) = 2⋅𝑀𝑀max ⋅(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)(𝐶𝐶1𝜔𝜔+𝐶𝐶2)−((𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2)

(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2(𝐶𝐶1𝜔𝜔+𝐶𝐶2)
. 

У цьому випадку рівняння (6) зводиться до такого,  

𝑡𝑡′(𝜔𝜔) =
𝐶𝐶1𝜔𝜔 + 𝐶𝐶2

𝐽𝐽
. 

Зрозуміло, що його розв’язком буде багаточлен другого степеня, який є 
цілою функцією обмеженого індексу. Його індекс рівний 2. 

Тепер розглянемо випадок аналітичних розв’язків 𝑡𝑡(𝜔𝜔) в крузі. 
Для цього скористаємося результатами про обмеженість індексу аналі-
тичних розв’язків такого лінійного неоднорідного диференційного рів-
няння 𝑒𝑒-го порядку:  

𝑔𝑔0(𝑧𝑧)𝑤𝑤(𝑒𝑒) + 𝑔𝑔1(𝑧𝑧)𝑤𝑤(𝑒𝑒−1) + ⋯+ 𝑔𝑔𝑒𝑒(𝑧𝑧)𝑤𝑤 = ℎ(𝑧𝑧).(8) 
Нижче сформульовані достатні умови обмеженості 𝑙𝑙-індексу його аналі-
тичних в крузі розв’язків. Перше допоміжне твердження в одновимір-
ному випадку отримане у [15], хоча його також можна отримати як на-
слідок пізнішого результату [7] для аналітичних в кулі з ℂ𝑛𝑛  функцій. 
Натомість друге твердження це наслідок відповідного результату для 
аналітичних в кулі функцій з [9]. Через те, що та стаття ще перебуває в 
друці, ми б хотіли згадати вже опубліковані статті, де отриманий відпо-
відний результат для цілих функцій від однієї змінної [11] та від декіль-
кох змінних [8], а також для цілих на зрізках функцій [10].  
Лема 1[[7, 15]]. Нехай 𝑙𝑙 ∈ 𝑄𝑄(𝔻𝔻𝑅𝑅),𝑔𝑔0(𝑧𝑧), … ,𝑔𝑔𝑒𝑒(𝑧𝑧),ℎ(𝑧𝑧) аналітичні в 𝔻𝔻𝑅𝑅  
функції обмеженого 𝑙𝑙-індексу, 𝔻𝔻𝑅𝑅\𝐺𝐺𝛽𝛽(𝑔𝑔0) ≠ ∅ та для кожного  
𝑟𝑟 ∈ (0;𝛽𝛽] знайдеться 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇(𝑟𝑟) > 0 таке, що для всіх 𝑧𝑧 ∈ 𝔻𝔻𝑅𝑅\𝐺𝐺𝑟𝑟(𝑔𝑔0) та 
𝑗𝑗 = 1, … ,𝑒𝑒 виконується нерівність |𝑔𝑔𝑗𝑗 (𝑧𝑧)| ≤ 𝑇𝑇𝑙𝑙𝑗𝑗 (𝑧𝑧)|𝑔𝑔0(𝑧𝑧)|. Тоді аналі-
тична функція 𝑓𝑓:𝔻𝔻𝑅𝑅 → ℂ, яка задовольняє рівняння (8), має обмежений 
𝑙𝑙-індекс. 

Позначимо 𝑄𝑄𝑊𝑊(𝔻𝔻𝑅𝑅) = 𝑄𝑄(𝔻𝔻𝑅𝑅) ∩𝑊𝑊(𝔻𝔻𝑅𝑅). 
Лема 2[[9]]. Нехай 𝑙𝑙 ∈ 𝑄𝑄𝑊𝑊(𝔻𝔻𝑅𝑅), функції 𝑔𝑔0,𝑔𝑔1, . . ,𝑔𝑔𝑒𝑒 , та ℎ аналітичні в 
крузі радіуса 𝑅𝑅 та існує 𝑅𝑅1 ∈ [0,𝑅𝑅) таке, що для всіх 𝑧𝑧 ∈ 𝔻𝔻𝑅𝑅 , |𝑧𝑧| ≥ 𝑅𝑅1, 
наступні умови виконуються   

1. |𝑔𝑔𝑗𝑗 (𝑧𝑧)| ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 𝑙𝑙𝑗𝑗 (𝑧𝑧)|𝑔𝑔0(𝑧𝑧)| for 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑒𝑒; 
2. �𝑔𝑔′𝑗𝑗 (𝑧𝑧)� < 𝐷𝐷𝑗𝑗 ⋅ 𝑙𝑙𝑗𝑗+1(𝑧𝑧)|𝑔𝑔0(𝑧𝑧)| for 0 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑒𝑒; 
3. |ℎ′(𝑧𝑧)| ≤ 𝐷𝐷 ⋅ 𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅ |ℎ(𝑧𝑧)|, 

де 𝑑𝑑𝑗𝑗  та 𝐷𝐷 – невід’ємні сталі, 𝐷𝐷𝑗𝑗  – додатні сталі. Якщо аналітична фу-
нкція 𝑓𝑓:𝔻𝔻𝑅𝑅 → ℂ задовольняє рівняння (8), то f має обмежений 𝑙𝑙-індекс 
та для всіх 𝜃𝜃 ∈ [0,2𝜋𝜋] 
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𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑟𝑟→𝑅𝑅

𝑙𝑙𝑛𝑛 |𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃 )|
∫ 𝑟𝑟0 𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑒𝑒

𝑖𝑖𝜃𝜃 )𝑑𝑑𝑡𝑡
≤ 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥{1,𝐷𝐷∗},(10) 

 де 𝐷𝐷∗ = ∑ 𝑒𝑒
𝑗𝑗=1 𝐷𝐷𝑗𝑗 + (𝐷𝐷 + 1)∑ 𝑒𝑒

𝑗𝑗=1 𝑑𝑑𝑗𝑗 + 𝐷𝐷. 
Продовжимо доведення теореми 1. З огляду на позначення у рів-

нянні (8) у досліджуваному рівнянні (6) 𝑒𝑒 = 1,𝑅𝑅 = 𝜔𝜔𝑘𝑘 , 
𝑔𝑔0(𝜔𝜔) = 𝐽𝐽(2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + 

+(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)), 
ℎ(𝜔𝜔) = (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2, 

відповідно, решту 𝑔𝑔𝑗𝑗 (𝑡𝑡) ≡ 0. Тому для леми 2 треба перевірити умови 2) 
та 3). Умова 2) у нашому випадку рівносильна такій �𝑔𝑔′0(𝜔𝜔)� < 
< 𝐷𝐷0𝐿𝐿(𝜔𝜔)|𝑔𝑔0(𝜔𝜔)|. Справді,  

𝑔𝑔′0(𝜔𝜔) = 𝐽𝐽(−2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘) + 2(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)𝑀𝑀в(𝜔𝜔) − 
−((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀′в(𝜔𝜔)). 

Тоді для всіх |𝜔𝜔| ≥ 𝑅𝑅1 > 𝜔𝜔0 справджується така оцінка  
|𝑔𝑔′0(𝜔𝜔)|
|𝑔𝑔0(𝜔𝜔)|

≤ 

≤
2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ |𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘 | + 2|𝜔𝜔0 −𝜔𝜔| ⋅ |𝑀𝑀в(𝜔𝜔)| + |(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2| ⋅ |𝑀𝑀′

в(𝜔𝜔)|
|2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 −𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)|

≤ 

≤ 𝐴𝐴1 + 𝐴𝐴2 ⋅
|𝑀𝑀′в(𝜔𝜔)|
|𝑀𝑀в(𝜔𝜔)|

,                                            (11) 
де  

𝐴𝐴1 = sup
𝑅𝑅1<|𝜔𝜔 |≤𝜔𝜔𝑘𝑘

2⋅𝑀𝑀max ⋅|𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘 |/|𝑀𝑀в(𝜔𝜔)|+2|𝜔𝜔0−𝜔𝜔|
|2⋅𝑀𝑀max ⋅(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)/𝑀𝑀в(𝜔𝜔)−((𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2)|

, 

𝐴𝐴2 = sup
𝑅𝑅1<|𝜔𝜔|≤𝜔𝜔𝑘𝑘

|(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2|
|2⋅𝑀𝑀max ⋅(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0−𝜔𝜔)/𝑀𝑀в(𝜔𝜔)−((𝜔𝜔0−𝜔𝜔)2+(𝜔𝜔0−𝜔𝜔𝑘𝑘)2)|

. 

З умови теореми, що для всіх |𝜔𝜔| ≥ 𝑅𝑅1 > 𝜔𝜔0 справджується 
|𝑀𝑀′в(𝜔𝜔)|
|𝑀𝑀в(𝜔𝜔)|

< 𝑏𝑏1𝑙𝑙(𝜔𝜔), та нерівності (11) випливає  
|𝑔𝑔′0(𝜔𝜔)|
|𝑔𝑔0(𝜔𝜔)|

< (𝐴𝐴1 + 𝑏𝑏1𝐴𝐴2)𝑙𝑙(𝜔𝜔) = 𝐷𝐷0𝑙𝑙(𝜔𝜔), 

де 𝐷𝐷0 = 𝐴𝐴1 + 𝑏𝑏1𝐴𝐴2. 
З огляду на те, що ℎ(𝜔𝜔) = (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2 багаточлен 

другого степеня, відповідно, ℎ′(𝜔𝜔) = 2(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0), а функція 𝑙𝑙(𝜔𝜔) така, 
що 𝑙𝑙(𝜔𝜔) ≥ 𝛽𝛽

|𝜔𝜔𝑘𝑘 |−|𝜔𝜔 |
, умова 3) леми 2 також буде виконуватися з деякою 

сталою 𝐷𝐷 ≥ 0. Дійсно,  
|ℎ′(𝜔𝜔)|
|ℎ(𝜔𝜔)|

=
2|𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0|

|(𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2|
= 𝑂𝑂 (1) при |𝜔𝜔| → 𝜔𝜔𝑘𝑘 . 

Зазначимо, що ця асимптотична рівність виконується, бо для всіх 
𝜑𝜑 ∈ [0,2𝜋𝜋] 

𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 ≠ 𝑖𝑖(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘) 
за умови, що 0 < 𝜔𝜔0 < 𝜔𝜔𝑘𝑘 . Припустивши протилежне, дістаємо 
𝜔𝜔𝑘𝑘(𝑖𝑖 − 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 ) = 𝜔𝜔0(𝑖𝑖 − 1) або  
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𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 = 𝑖𝑖 −
𝜔𝜔0

𝜔𝜔𝑘𝑘
(𝑖𝑖 − 1) = 𝑖𝑖(1 −

𝜔𝜔0

𝜔𝜔𝑘𝑘
) +

𝜔𝜔0

𝜔𝜔𝑘𝑘
. 

Тоді  

1 = |𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 | = �(1 −
𝜔𝜔0

𝜔𝜔𝑘𝑘
)2 +

𝜔𝜔0
2

𝜔𝜔𝑘𝑘
2 = �1 + 2

𝜔𝜔𝑘𝑘

𝜔𝜔0
(
𝜔𝜔𝑘𝑘

𝜔𝜔0
− 1) < 1 

при 0 < 𝜔𝜔0 < 𝜔𝜔𝑘𝑘 . Отримали суперечність. 
Таким чином, усі умови леми 2 виконані. Отже, за цією теоремою 

кожен аналітичний в крузі |𝜔𝜔| < 𝜔𝜔𝑘𝑘  розв’язок рівняння (4) є функцією 
обмеженого 𝑙𝑙-індексу, де функція 𝑙𝑙 вибрана з умови |𝑀𝑀′в(𝜔𝜔)|

|𝑀𝑀в(𝜔𝜔)|
< 𝑏𝑏1𝑙𝑙(𝜔𝜔) 

для всіх |𝜔𝜔| ∈ (𝑅𝑅1,𝜔𝜔𝑘𝑘), а 𝑅𝑅1 > 𝜔𝜔0. До того ж цей розв’язок має таку оці-
нку зростання:  

lim
𝑟𝑟→𝜔𝜔𝑘𝑘

max
𝜃𝜃∈[0;2𝜋𝜋]

ln|t(𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃 )|
∫ 𝑟𝑟0 𝐿𝐿(s𝑒𝑒𝑖𝑖𝜃𝜃 )𝑑𝑑𝑠𝑠

≤ max{1,𝐷𝐷∗}. 

де 𝐷𝐷∗ = max{𝐴𝐴1, 𝑏𝑏1𝐴𝐴2} + 𝐷𝐷. 
Тепер спробуємо перевірити умови леми 3. Умову 9 перевіряти не 

потрібно, бо у рівнянні 6 лишень 𝑔𝑔0 ≠ 0. Водночас ℎ(𝜔𝜔) = (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + 
+(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2 у нас багаточлен другого степеня, а тому він матиме об-
межений 𝑙𝑙-індекс для будь-якої функції 𝑙𝑙 і цей 𝑙𝑙-індекс дорівнює 2. До-
ведемо, що 𝑔𝑔0(𝜔𝜔) = 𝐽𝐽(2 ⋅ 𝑀𝑀max ⋅ (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔) − ((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + 
+(𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)) має обмежений 𝑙𝑙-індекс. Зрозуміло, що  

𝑔𝑔′′0(𝜔𝜔) = −𝐽𝐽(((𝜔𝜔0 −𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)))′′. 
За умовою теореми 3 функція (((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)))′′ об-
меженого 𝑙𝑙-індексу, тому 𝑔𝑔′′0(𝜔𝜔) також обмеженого індексу. Відповід-
но, функція 𝑔𝑔0(𝜔𝜔) також матиме обмежений 𝑙𝑙-індекс. Отже, виконані 
усі умови леми 3, тому кожний аналітичний в крузі розв’язок 6 матиме 
обмежений 𝑙𝑙-індекс.  
Теорему 1 доведено. 

Зауваження 1. Зазначимо, що умова про обмеженість 
 𝑙𝑙-індексу функції (((𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔)2 + (𝜔𝜔0 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)2)𝑀𝑀в(𝜔𝜔)) обумовлена тим, 
що сума функцій обмеженого індексу не обов’язково буде функцією 
обмеженого індексу [14, 15]. Ба більше, з того, що функція має обмеже-
ний індекс не випливає обмеженість індексу її похідної [15]. Тому тут 
не розписували цю другу похідну від добутку, бо інакше б отримали 
суму трьох виразів, для яких довелося б застосовувати достатні умови 
обмеженості індексу для суми функцій [4, 5]. Однак ці умови відомі 
лише у варіанті для суми двох функцій і подвійне застосування цих 
умов призведе до громіздких умов, які складно перевіряти.  
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In paper, the authors use the methods of the analytical theory of diffe-

rential equations to study the equation arising in a mathematical model of an 
asynchronous short-circuit motor by its angular velocity. Recent results of 
the theory of functions having bounded index are applied in order to find 
conditions on the coefficients of this equation, under which each its analytic 
in a disc solution or an entire solution is a function of the bounded l-index for 
some positive continuous function l obtained from the conditions on the coef-
ficients of the equation. 
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