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Вступ

М е то ю  б ільш осте  досл ідж ень в х е м ії та 
х е м іч н ій  технол огії є вир іш ення  складних 
багатоф акторних експерим ентальних завдань, я к і 
п о в ’язан і з і встановленням н ад ій н и х  л ін ій н и х  і  
н е л ін ій н и х  зв ’я з к ів  м іж  випадковим и  величинами, 
по ш уко м  оптим альних р іш ень якосте  матеріял ів 
та оптим альних ум ов  проведення хем іко -технол о- 
г іч н и х  процесів.

Іс н у ю ть  два р ізн и х  п ід ход и  до вир іш ення  
та ки х  завдань. Т р а д и ц ій н і методи досл ідж ень в 
х е м ії та х е м іч н ій  технол огії п о в ’язан і з 
«пасивним » експериментом , я ки й  потребує 
значних витрат часу та ф інансів. У  таком у 
експерим енті в ир іш е н ню  екстрим альних завдань 
передує всебічне досл ідж ення м ехан ізм у процесу

та властивостей речовини. «П асивний» експери
м ент п о в ’язаний з почерговим  вар ію ванням  
окрем их зм ін н и х  пр и  сталих значеннях ін ш и х . 
Б азую чись на результатах такого  дослідж ення, 
м ож на  створити  тео р ію  процесу, за допом огою  
яко ї м ож на  в ир іш увати  експериментальні 
завдання. А ле точн ість  і  н ад ій н ість  та ки х  
результатів  низька. Т а  й  системи, я к і належить 
описати  теоретично та опти м ізува ти  є багато- 
ф акторними, багатор івневим и та виявляю ться 
н аст іл ьки  складним и, щ о не п ідлягаю ть 
теоретичном у вивченню  у  п р и й н я т і терм іни . 
О кр ім  того, у  б іл ьш осте  вип ад ків  завдання 
вир іш ую ться  експериментально пр и  неповном у 
зна н н і м ехан ізм ів  процесів  та явищ. М етодологія  
находж ення та ки х  р іш ень  залишається неф ормалі- 
зованою.
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У  д р уго м у  м етод і викор и сто вую ть  теор ію  
«активного»  експерименту, щ о дозволяє вибрати 
оптим альну стратегію  досл ідж ення п р и  неповних 
знаннях про об ’ є кт  досл ідж ення  та багато- 
ф акторном у завданні. П р и  цьом у на ко ж н о м у  
етапі досл ідж ення викор и сто вую ть  математичне 
планування експерименту. М атем атичне плану
вання експерим енту базується на загальномето- 
д и ч н и х  ко н ц е п ц ія х : д и сперс ій но ї аналізи; 
ре ґрес ійно ї аналізи; кореляц ійно ї аналізи; рандо- 
м іза ц ії (надання випадкового характеру реал ізац ії 
досл ід ів  та їх  повторень); посл ідовного  експери
менту; оптим ального використання  ф акторного 
простору; ком п актн о сти  інф орм ац ії; статистичних 
о ц ін о к  тощ о.

М е т а  ро б оти  полягала в узагальнені, система
ти за ц ії матеріялу для створення навчально- 
м етодичного п о с іб н и ка  «М атем атичн і методи в 
х е м ії та х е м іч н ій  технології» , розд ілу « К ор ел яц ій 
на аналіза: методи л ін ій н о ї м н о ж и н н о ї кореляц ії 
та реґресії»  для студент ів  спец іяльности  «хем ія» 
осв ітн ьо -кв а л іф іка ц ій н и х  р ів н ів  м аґістра  та 
спеціаліста.

І. Теоретична частина

Теоретичн і основи коре ляц ій н о ї та ре ґрес ій 
н о ї анал ізи викладено в [1 -2 6 ].

1. У  в и п а д к у  к - з м ін н и х  р ів н я н н я  м н о 
ж и н н о ї  р е гр е с ії у  натуральн ій  скал і має вигляд:

у 1(2 ,3 ,...,і,...,к) =  Ь1 +  Ь2х 2 +  Ь3х 3 + ... +  Ь;х ; + .. +  Ькх к ,

(1)
де у 1(2 ,3 ,..., і, ...,к )  -  ум овне середнє значення

залежної величини у 1, яке в ідпов ідає певним  
значенням незалеж них величин х 2, х 3, . .., х ь . .., х к.

2. П ровед ем о  п р о ц е д ур у  н о р м у в а н н я : 
перейдемо до н ово ї випадково ї норм ал ізованої 
зм ін н о ї І!:

ї  =

^ =  8

Уї ~ у . .
8уі ’

X  -  х- ̂ 1

XI

(2)

тод і, вс і величини у і та вс і їх  залежности знайдуть 
вираж ення у  стандартн ій  скал і.

3. Т а к и м  ч и н о м , р ів н я н н я  р е ґр е с ії (1) в  
н о р м о в а н о м у  в и г л я д і набуде форми:

ї1(2,3,...,і,...,к) = Р2*2 + Рз*3 + ... + РРі + .. + Рк̂ к , (3) 

де ї 1(2 ,3 ,... , і, . .. ,к )  -  ум овне середнє значення 

нормованої (стандартної) залеж ної величини 
ї 1, яке в ідпов ідає певним  значенням норм о
ваних незалеж них величин ї2, ї 3, . .., ї ь . .., їк; 
ї 2, ї3, . .., ї ь . .., їк -  значення норм ованих (стан
дартних) незалеж них величин у 2,у3, . , у і, . . , у к;
Р2, р3, . ,  Рі, . ,  Рк -  норм овані (стандартн і) 
коеф іц ієнти  м н о ж и н н о ї ре ґрес ії за р івнянням
(3).

4. Н о р м о в а н і (с та н д а р тн і)  к о е ф іц іє н т и  м н о 
ж и н н о ї  р е ґр е с ії визначим о за системою  л ін ій н и х  
р івнянь:

Г1,2 =  Р 2Г22 +  Р 3Г32 +  Р 4Г42 +  ... +  Р іГі2 +  ... +  РкГк2 

Г1,3 =  Р2Г23 +  в 3Г33 +  Р4Г43 +  ... +  Рі Гі3 +  ... +  РкГк3 

Г1,4 =  Р 2Г24 +  Р 3Г34 +  Р 4Г44 +  ... +  Р іГі4 +  ... +  РкГк4

Г1,і =  Р 2Г2і +  Р3Г3і +  Р 4Г4і +  ... +  Р іГ і +  ... +  РкГк

I (4)

Г1,к Р 2Г2к +  Р 3Г3к +  Р 4Г4к +  ... +  Р іГік +  ... +  РкГИ

де Г12, Г1 3 , Г1 4 , . . . ,  Гц,... Г1к, . ,  Г22, Г33, Гіі, Г3 2 , Г4 2 , Г2 3 ,
Г43, . . . ,  Г ^ ,..., Гкк -  коеф іц ієнти  парної л ін ій н о ї 
кореляц ії м іж  зм ін н и м и  у 1~ х 2 ; у 1~ х 3 ; х 2~ х 3 ; 
х 2~ х 4 ; . ;  х і~ х і; х і~ х к ; . ;  х к~ х к .

5. Щ іл ь н іс т ь  з в ’ я з к у  з м ін н о ї у 1 із  с у ку п н іс т ю  
зм ін н и х  х 2, х 3, . ,  х і, . ,  х к у  випад ку  л ін ій н о ї м н о 
ж и н н о ї коре ляц ії визначається за ко е ф іц іє н т о м  
м н о ж и н н о ї к о р е л я ц ії:

Г1(2,3,..., і , ..., к ) = д/Р2Г12 + Р3Г13 + ■■■ + РіГ1і + ■■■ + Рк Г1к . (5)

6. К о е ф іц іє н т  м н о ж и н н о ї к о р е л я ц ії  п іс л я  
к о р е к ц ії  (врахування числа коеф іц ієн т ів  р івняння  
( 1) -  числа параметрів р івн ян н я  ре ґресії в 
натуральн ій  скал і дор івню є:

?1(2,3,...,і,...,к) = , |  -  [і -  Г12(2,3,...,і,...,к>]. ^N -1 ^ (6)

де N  -  число спостережень;
к  -  число параметр ів (коеф іц ієнт ів ) матема
ти ч н о ї моделі ( 1).
7. Р о зр а х у н о к  к о е ф іц іє н т ів  м а т е м а т и ч н о ї 

м о д е л і ( 1) в натуральн ій  скал і:

8 у1
Ь  = Р ^ У “ , де і=  2, 3 , . ,  і , . ,  к ;  (7)

Ь 1 =  У 1 -  [ Ь 2Х 2 +  Ь 3Х 3 +  ■■■ +  Ь іХ і +  ■■■ +  Ь к Х к ]  ,
(8)

де у 1, х 2, х 3, . . . х і , . . . х к -  середнє значення 

в ід п о в ід н и х  величин.
8. О ц ін к а  середньої к в а д р а т и ч н о ї п о м и л к и

розрахун ку  величини  у 1( 2 ,3 , . . . , і , . . , к )  в р ів н я н н і 

моделі ( 1) дор івню є:

= 8(Уі^ |[і- г12(2,3,...,і,...,к)].^N - 1  |

(9)

ІІ. Числовий приклад

В  основ і цього розд ілу  покладений  числовий  
приклад, взятий з [24].

Середнє значення та середні квадратичн і
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відхилення границі міцности зразків алюмінієвого 
стопу АМг6 (К = 26 топів) та концентрації 
основних інгредієнтів Мд, Ре, 8і у цьому стопі 
приведені в табл. 1. Визначимо коефіцієнти 
моделі (1) у натуральній скалі (емпіричної 
регресії) для границі міцности стопу (у1) як 
функції від концентрації основних інгредієнтів: 
Мд (х2), Ре (х3), 8і (х4) та коефіцієнт множинної 
кореляції.

1. Розрахунок коефіцієнтів парних кореля
цій Гі) між границею міцности стопу у1 та 
концентраціями первнів х2, х3, х4 (Мд, Ре, 8і) 
зведені у табл. 2 (у загальному вигляді) та у 
табл. 3 (у числових значеннях).

2. За формулою (1) рівняння емпіричної 
регресії в натуральній скалі для даного прикладу 
має вигляд:

У1 (2,3,4) = Ь  + Ь2х2 + Ьзхз + Ь4х4. (10)
3. За формулою (3) у нормованій скалі 

рівняння (10) набуває вигляду:
Ї1 (2,3,4) = Р2і 2 + Р3і 3 + Р 4Ї4. (11)

4. Знайдемо коефіцієнти р2, р3, р4, розв’язу
ючи систему лінійних рівнянь:

Г1,2 =  в  2Г22 +  Р з Г3 2  +  в 4 Г4 2  ; 

Г1,3 =  Р 2 Г23  +  в 3 г 33  +  Р 4 Г43  ; * 

Г1 ,4  =  Р  2 Г2 4  +  в 3 Г3 4  +  в 4 Г4 4 '

(12)

Таблиця 1
Статистичні характеристики границі міцности та концентрацій Мд, Ре, 8і в алюмінієвому стопі АМг6

Випадкова
величина

Натуральне
позначення Розмірність Кодоване

позначення
Середня

У1, х і

Середнє 
квадратичне 
відхилення 8і

границя
міцности СТв МПа у1 359,7079 5,8860

концентрація Мд С (Мд) % х2 6,34 0,1136

концентрація Ре С (Ре) % х3 0,30 0,0200

концентрація 8і С (8і) % х4 0,22 0,0500

Матриця вибіркових коефіцієнтів парних кореляцій г̂
Таблиця 2

Випадкова
величина

Коефіцієнт парної кореляції

у1 [СТв] х2 [С (Мд)] х3 [С (Ре)] х4 [С (8і)]

у1 [СТв] Г11 г12 г13 г14

х2 [С (Мд)] Г21 г22 г23 г24

х3 [С (Ре)] Г31 г32 г33 г34

х4 [С (8і)] Г41 г42 г43 г44

Таблиця 3
Значення вибіркових коефіцієнтів парних кореляцій г^між границею міцности 

та концентраціями Мд, Ре, 8і

Випадкова
величина

Коефіцієнт парної кореляції

у1 [СТв] х2 [С (Мд)] х3 [С (Ре)] х4 [С (8і)]

у1 [СТв] 1 0,5352 -0,4273 -0,2659

х2 [С (Мд)] 0,5352 1 -0,4286 -0,6458

х3 [С (Ре)] -0,4273 -0,4286 1 0,6154

х4 [С (8і)] -0,2659 -0,6458 0,6154 1
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5. Для системи лінійних рівнянь (12) знайдемо визначники:

г22 г32 Г42 1 -0 ,4 2 8 6 -0 ,6 4 5 8

Д 0 = г23 Г33 Г43 = -0 ,4 2 8 6 1 0,6154 = +0,3611; (13)

Г24 Г34 Г44 -0 ,6 4 5 8 0,6154 1

г12 г32 Г42 0,5352 -0 ,4 2 8 6 -0 ,6 4 5 8

Д 2 = г13 Г33 Г43 = -0 ,42 73 1 0,6154 = +0,2176; (14)

Г14 Г34 Г44 -0 ,2 6 5 9 0,6154 1

г22 г12 Г42 1 0,5352 -0 ,6 4 5 8

Д 3 = г23 г13 Г43 = -0 ,4 2 8 6 -0 ,42 73 0,6154 = -0 ,1 4 2 4 ; (15)

Г24 Г14 Г44 -0 ,6 4 5 8 -0 ,2 6 5 9 1

г22 г32 г12 1 -0 ,4 2 8 6 0,5352

Д 4 = г23 Г33 г13 = -0 ,4 2 8 6 1 -0 ,42 73 = +0,1320. (16)

Г24 Г34 Г14 -0 ,6 4 5 8 0,6154 -0 ,2 6 5 9

6. Тоді коефіцієнти рівняння (12) будуть
д о р ів н ю в а т и :

^ Р 2

-< Рз

4  = 
4)

А  = 
4

Р4
4
4

+ 0,2176 
+ 0,3611 
-  0,1424 
+ 0,3611 
+ 0,1320 
+ 0,3611

+0,6026

-0,3944

+0,3655

(17)

(18) 

(19)

7. Рівняння (11) у нормованій скалі набуває 
вигляду:

Ї1 (2,3,4) = 0,6026ї2 -  0,3944ї3 + 0,3655і4. (20)
8. Розрахунок коефіцієнтів моделі (10) у 

натуральній скалі за формулами (7), (8), (21)- 
(23) та табл. 1 привів до таких результатів:

8 5 8860
Ь2 = Р 2- ^  = 0,6026 —------ = 31,2227; (21)

2 2 82 0,1136
8 5 8860

Ь3 = Р^ ^ 1 = (-0,3944) 5,8860 = -116,0719 ;(22) 
3 3 83 0,0200

8 5 8860
Ь4 = Р4^  = 0,3655 = 43,0267. (23)

4 4 84 0,0500

Ь1 = у 1 -[Ь 2 х2 + Ь3 х3 + Ь4 х4 ] = 359,7079 -  
-  [31,2227 • 6,34 -116,0719 • 0,30 + (24)

+ 43,0267 • 0,22] = 187,1117.
Тоді модель (10) буде мати вигляд:

у 1(2,3,4) = 187,1117 + 31,2227х2 -

-  116,0719х3 + 43,0267х4.

9. Рівняння залежности границі міцности
алюмінієвого стопу АМг6 від концентрації 
основних компонентів у натуральній скалі та у 
натуральному позначенні має вигляд:

о в = 187,1117 + 31,2227 • С(М§) -  
в (25)

-116 ,0719 • С(Ре) + 43,0267 • С(8і).
10. За формулою (5) множинний коефіцієнт 

кореляції:
г1(2,3,4) =  ,1 р2г12 + рзг13 + р4г14 =

= 70,6026-0,5352 + (-0,3944)-(-0,4273) + 0,3655-(-0,2659) = 
= 0,62758.

(26)
11. Коефіцієнт множинної кореляції після 

корекції -  врахування числа параметрів рівняння 
(10) к = 4; числа експериментів N = 26 -  за 
рівнянням (6) дорівнює:

г1(2,3,4) = ^ 1 - І 1 -  Г12(2,3,4) ] |  Д _ 1  ̂  =

^ |ї - \ ї -0 ,6 2 7 5 8 2ї - ^ ^ - 4 |  = 0,55785.

(27)

12. Оцінка середньої квадратичної помилки
під час розрахунку границі міцности зразка 
алюмінієвого стопу АМг6 за рівнянням моделі (1) 
у натуральній скалі за (9) становить:

«,= 8<У,у1 -  г,2(2,3,4)]'[ N-1 ] =

5,8860 [1 -  0,557852]• 26-1  
26 -  2

4,9858 МП а.

(2 8 )

128



13. В и с у н е м о  н у л ь о в у  г іп о т е зу  Н 0 в ідносно 
генерального м н о ж и н н о го  коеф іц ієнта  кореляц ії 
Рі(2,3,4), о ц ін ко ю  яко го  є в иб ір ков и й  м н о ж и н н и й  
коеф іц ієнт  кореляц ії г1(2,3,4), розрахований за 
ф ормулою  (5):

Н 0: Р і(2,3,4) = 0
?  Г  (29)
Г1(2,3,4) ^  0

14. П е р е в ір к а  н у л ь о в о ї г іп о т е з и  Н 0 (29) за 
кр и ти ч н и м  значенням коеф іц ієнта  кореляц ії, за 
критер ієм  Стью дента та 2-перетворенням Ф іш ера  
привела до та ки х  результатів:

1) за к р и т и ч н и м  зн а ч е н н я м  ко е ф іц іє н та  
к о р е л я ц ії  [ 1, 16]:

•  д л я  а=0,05 |г ,(2 ,3 ,4 )|= 0 ,6 2 7 5 8 >

>гкр ^= 1 -0 ,0 5 /2 = 0 ,9 7 5 ; ґ= ^ 2 = 2 4 }= 0 ,3 8 8 2  [16 ];
(30)

• д л я  а=0,01 |г1(2 ,3 ,4 )= 0 ,6 2 7 5 8 >

> гкр ^= 1 -0 ,0 1 /2 = 0 ,9 9 5 ; ґ= ^ 2 = 2 4 }= 0 ,4 9 5 8  [16],
(31)

тобто, з йм ов ірностям и р=0,95 та р=0,99 при  
р ів н я х  значущ ости а=0,05 та а=0,01 нульова 
гіпотеза  відкидається. Т о д і стверджуємо, щ о за гкр. 
м іж  границею  м іц н о сти  стопу  А М г 6 та 
концентра ц іям и  основних ко м п о н е н т ів  С (М д ), 
С(Ре) та С (8і )  існ ує  статистично н ад ій н ий  
м н о ж и н н и й  л ін ій н и й  зв ’язок, пр и  цьом у с т у п ін ь  
л ін ій н о с т и  м н о ж и н н о го  з в ’ я з к у  дор івню є:
• д л я  а=0,05

1̂(г)0,05 =-
к ( 2 ,3 ,4 ) 0,62758

Гкр(а = 0,05) 0,3882

д л я  а = 0,01

^ 1 ( г ) „,„1 =
Г1 (2 ,3 ,4 ) 0 ,62758

г ( а  =  0 ,01) 0 ,4958

=  1,6166 >  1;

(32)

=  1,2658 >  1,

(33)
а с т у п ін ь  з а л и ш к ів  н е л ін ій н о с т и  у  л ін ій н о м у  
м н о ж и н н о м у  з в ’ я з к у  дор івню є:
• д л я  а=0,05

£2 (г) „,05 =  кр

Гкр(а =  0 ,05) 0 ,3882

Г1(2,3,4)| 0 ,62758
=  0 ,6186  <  1;

(34)
д л я  а = 0,01

42 (г) „,„1 = кр
г ( а  =  0 ,01) 0 ,4958

Г1(2,3,4)| 0,62758
=  0 ,7900  < 1;

(35)
з а га л ь н а  с т у п ін ь  щ іл ь н о с т и  м н о ж и н н о го  зв ’язку  
(л ін ій н о го  +  н ел ін ій н о го ) за гкр.:
•  д л я  а=0,05

1̂2(г)0,05 = ^1(Г)0,05 + ̂ 2(г)0,05 =  1,6166+ 0,6186= 2,2352;

• д л я  а = 0,01

^12(Г)0,01 =  ^1(Г)0,01 +  ^ 2(г)о>о1=1,2658+ „ ,7900= 2 ,0558;

2) за к р и т е р іє м  С ть ю д е н та  [16, 24]:
•  д л я  а=0,05

N  = ■
ІГ|(2,3,4)|

= - 0 ,6 2 7 5 8

ф  -  г12 (2 ,3 ,4 ) ф -  0 ,627582

ху / 26  -  2 =  3 ,9 490  >  ї т ^  =  1- 0 ,0 5 /2  =  0 ,975, (36) 

ґ  =  N - 2  =  2 6 - 2  =  2 4 }  =  2 ,0 6 4 [1 6 ];

•  д л я  а = 0,01 |рр =  3 ,9 4 9 0 >

> їт ^= 1 -0 ,0 1 /2 = 0 ,9 9 5 ; ґ= 2 4 }= 2 ,7 9 7  [16 ], (37)

тобто, з йм ов ірностям и р=0,95 та р=0,99 при  
р ів н я х  значущ ости а=0,05 та а=0,01 нульова 
гіпотеза  Н 0 в ідкидається. Т о д і стверджуємо, щ о за 
ї-кр и те р ієм  м іж  границею  м іц н о сти  стопу  А М г 6 та 
концентра ц іям и  основних ко м п он ен т ів  С (М д ), 
С(Ре) та С (8і)  існ ує  статистично н ад ій н ий  
м н о ж и н н и й  л ін ій н и й  зв ’язок, пр и  цьом у с т у п ін ь  
л ін ій н о с т и  м н о ж и н н о го  з в ’ я з к у  дор івню є:
• д л я  а=0,05

^1(ї)0,05
Р 3,9490

ї т(а = 0,05) 2,064

д л я  а = 0,01

=  1,9133 >  1;

(38)

1̂ (ї)0,01
р 3,9490

р ( а  =  0 ,0 1 ) 2 ,797
=  1,4119 >  1,

(39)
а с т у п ін ь  з а л и ш к ів  н е л ін ій н о с т и  у  л ін ій н о м у  
м н о ж и н н о м у  з в ’ я з к у  дор івню є:
• д л я  а=0,05

Ь ( . ) о „  = =  -2 0 6 4  =  0 ,5 227  <  1;
3 ,9490

(40)
д л я  а = 0,01
*  =  р ( а  =  0 , 0 1 )

2 Vі / 0,01 | ї  |

2,797

3,9490
=  0 ,7083 <  1;

(41)
з а га л ь н а  с т у п ін ь  щ іл ь н о с т и  м н о ж и н н о го  зв ’язку 
(л ін ій н о го + н е л ін ій н о го ) за ї-кр ите р ієм  Стьюдента:
• д л я  а=0,05

^12 ( ї ) 0,05 =  ^  1 ( ї )0,05 +  ^2(ї)о,05=1,9133+ 0,5227= 2,4360 ;

• д л я  а = 0,01

^ 12 ( ї ) „,01 =  Ш о Д Н  +  ^ 2(ї)о,01= 1,4119+ 0,7083= 2,1202 ;

3) за Х -п е р е тв о р е н н я м  Ф іш е р а  [16, 24 ]:
•  д л я  а=0,05

I I  1 ,  1 +  г  (2 ,3 ,4 ) 1 , 1 +  0 ,6 2 7 5 8

1 р| 2  1 -  г1(2 ,3 ,4 ) 2  1 -  0 ,6 2 7 5 8

=  0 ,7 3 7 4  >  [(2Т &  =  1 -а /2  =  1- 0 ,0 5 /2  =

=  0 ,9 7 5 }  =  1,96 [2 4 ])  • ( а  =  1

1

7 2 6  -  3

лІИ -  3 

=  0 ,2 0 8 5 ) =  0 ,4 0 8 7 ];

(4 2 )

Р
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•  д л я  а = 0,01 2р = 0,7374 >

>[(2т ^=0,995}=2,58 [24])̂ (ст2=0,2085)=0,5379],
(43)

тобто, з ймовірностями р=0,95 та р=0,99 при 
рівнях значущости а=0,05 та а=0,01 нульова 
гіпотеза Н0 відкидається. Тоді стверджуємо, що за 
2-перетворенням Фішера між границею міцности 
стопу АМг6 та концентраціями основних 
компонентів С(Мд), С(Ре) та С(8і) існує 
статистично надійний множинний лінійний 
зв’язок, при цьому с т у п ін ь  л ін ій н о с т и  
м н о ж и н н о го  з в ’ я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

^ і ( 2 ) 0,05 =
і2р і 0,7374

[2т(Ч = 0,975) • о2 ] : 

д л я  а = 0,01

0,4087
= 1,8043 > 1;

(44)

^ і ( 2 ) 0,0і =
0,7374

[2т(Ч = 0,995)- о2 ] 0,5379
= 1,3709 > 1,

(45)
а с т у п ін ь  з а л и ш к ів  н е л ін ій н о с т и  у  л ін ій н о м у  
м н о ж и н н о м у  з в ’ я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

[гт(д = 0,975)- о2 ] = 0,4087
^2(2)0,05 0,7374

= 0,5542 < 1;

д л я  а = 0,01
[2т(д = 0,995)- о2 ] = 0,5379 =

(46)

^2(2)0,01 0,7374
= 0,7295 < 1;

(47)
з а га л ь н а  с т у п ін ь  щ іл ь н о с т и  множинного зв’язку 
(лінійного + нелінійного) за 2-перетворенням 
Фішера:
•  д л я  а=0,05

^ ( 2 ) о,05 = 4 і (2 )о,05 +  ^2 (2 )о,05 =  1,8043+ 0,5542= 2,3585

•  д л я  а = 0,01

1̂2 (2) о,01 = £ і (2) о,оі +  ^ 2(2) о,01=1,3709+0,7295= 2,1004-

15. В и с у н е м о  н у л ь о в у  г іп о т е зу  Н 0 в ід н о сн о  
Генерального  множинного коефіцієнта кореляції
Р 1(2 3 4) , оцінкою якого є вибірковий множинний
коефіцієнт кореляції г1(2,3,4), підданий к о р е к ц ії  
за рівнянням (6) з врахування числа параметрів 
рівняння (60): к=4 та числа спостережень N=26:

Н0 : Р 1(2,3,4) = 0
Т  ^  (48)
Г1(2,3,4) ^  0

16. З д ійснем о  п е р е в ір к у  н у л ь о в о ї г іп о т е зи  
Н 0’ (48) за процедурою (30)-(47):

1) за к р и т и ч н и м  зн а ч е н н я м  ко е ф іц іє н та  
к о р е л я ц ії  [1, 16]:
•  д л я  а=0,05 |г1(2,3,4)=0,5579>

>гкр. ^=0,975; і=24}=0,3882 [16]; (49)

•  д л я  а=0,01 |г1(2,3,4)=0,5579>
>гкр. ^=0,995; і=24}=0,4958 [16], (50)

тобто, з ймовірностями р=0,95 та р=0,99 Н0' 
відкидається. Тоді стверджуємо, що за гкр. між ств 
та концентраціями основних компонентів С(Мд), 
С(Ре) та С(8і) існує статистично надійний 
множинний лінійний зв’язок після корекції, при 
цьому с т у п ін ь  л ін ій н о с т и  з в ’ я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

4 і (Т)о, 0 5 = -
Гі (2,3,4) 0,5579

гкр(а = 0,05) 0,3882

д л я  а = 0,01

= 1,4372 > 1;

(51)

^і(т)о,оі =
Гі (2,3,4) 0,5579

г ( а  = 0,01) 0,4958
= 1,1253 > 1,

(52)
а с т у п ін ь  з а л и ш к ів  н е л ін ій н о с т и  у  л ін ій н о м у  
м н о ж и н н о м у  з в ’ я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

^ © 0 .0 5 = ^
Гкр (а = 0,05) 0,3882

Гі (2,3,4) 0,5579
= 0,6958 < 1;

(53)
д л я  а = 0,01

^ 2 © о п і = ^
г ( а  = 0,01) 0,4958

Гі (2,3,4) 0,5579
= 0,8887 < 1;

(54)
за га л ь н а  с т у п ін ь  щ іл ь н о с т и  множинного зв’язку 
(лінійного + нелінійного) за гкр.:
•  д л я  а=0,05

4і2 (г)0,05 =^1(Г)0,05 + ̂ 2(Г)0,05 =  1,4372+0,6958=2,1330;
•  д л я  а = 0,01

4і2 (г)о,оі = ^ і(г)о,оі + ̂ 2(г)о,оі=1,1253+0,8887=2,0140;
2) за к р и т е р іє м  С ть ю д е н та  [16, 24]:

•  д л я  а=0,05

'гі(2,3,4)| ^ —-  0,55785
М  = ^  -  2 =- •V 26 -  2 =

(55)

д/і -  г12(2,3,4) д/1 -  0,55785
= 3,2929 > їт {д = 0,975, і  = 24} = 2,064 [16];

•  д л я  а = 0,01 |рр = 3,2929>іт
> т ^=0,995; і=24}=2,797 [16], (56)

тобто, з ймовірностями р=0,95 та р=0,99 Н0' 
відкидається. Тоді стверджуємо, що за ї-критерієм 
між ств та концентраціями основних компонентів 
С(Мд), С(Ре) та С(8і) існує статистично надійний 
множинний лінійний зв’язок після корекції, при 
цьому с т у п ін ь  л ін ій н о с т и  з в ’ я з к у  д о р ів н ю є :
•  д л я  а=0,05

1̂(ї)0,05
р 3,2929

ї т(а = 0,05) 2,064
= 1,5954 > 1;

(57)

2Р

2Р

2Р
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д л я  а = 0 ,0 1

£ 1 ( і ) 0,01

3,2929
Іт(а = 0,01) 2,797

= 1,1773 > 1,

(58)
а с т у п ін ь  з а л и ш к ів  н е л ін ій н о с т и  у  л ін ій н о м у  
м н о ж и н н о м у  з в ’ я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

£ 2( і ) 0,05
Іт(а = 0,05) 2,064

3,2929
= 0,6268 < 1;

(59)
д л я  а = 0,01

£ 2 ( і ) 0,01
Іт(а = 0,01) _ 2,797

Ір 3,2929
= 0,8494 < 1;

(60)
з а га л ь н а  с т у п ін ь  щ іл ь н о с т и  м н о ж и н н о го  зв ’язку  
(л ін ій н о го  +  н ел ін ій н о го ) за ї-кр и те р ієм  С тью ден- 
та:
•  д л я  а=0,05

^2© 0 ,05 =^(1)0,05 +  ^ 2(і )0,05=1,5954+0,6268= 2,2222;

•  д л я  а = 0,01

^ 12(ї)с,01 =  £1(1)0,01 +  ^ 2(^)с,01 = 1 ,1773+0,8494= 2,0267;

і р

Ір

3) за 2 -п е р е т в о р е н н я м  Ф іш е р а  [16, 24]:
• д л я  а=0,05

ї ї  1 , 1 + г, (2,3,4) 1, 1 + 0,55785
7 = — ІП----- 1--------- = — ІП---------------- =
1 р| 2 1 -  її (2,3,4) 2 1 -  0,55785

= 0,6297 > [(гт ^  = 0,975} = 1,96 [24]) х (61)

х ( а г = 0,2085) = 0,4087];

• д л я  а = 0,01 |7р| = 0,6297 >

>[(7т ^=0,995}=2,58 [24])(ст7-0,2085)-0,5379],
(62)

тобто, з ймовірностями р=0,95 та р=0,99 Н0' 
відкидається. Тоді стверджуємо, що за 2-перетво- 
ренням Фішера між ств та концентраціями

основних компонентів С(Мд), С(Ре) та С(8і) існує 
статистично надійний множинний лінійний 
зв’язок після корекції, при цьому с т у п ін ь  
л ін ій н о с т и  з в ’я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

1̂(г)0,05 =
7р

[2т(д = 0,975) • о2]
0,6297
0,4087

= 1,5407 > 1;

•  д л я  а = 0,01

^ (7)0,01 =
7р

[2т(д = 0,995) • а2]

(63)

0,6297
0,5379

= 1,1707 > 1,

(64)
а с т у п ін ь  з а л и ш к ів  н е л ін ій н о с т и  у  л ін ій н о м у  
м н о ж и н н о м у  з в ’ я з к у  дорівнює:
•  д л я  а=0,05

^2(г)0,05
[7т(д = 0,975) • о2]

12р |
•  д л я  а = 0,01

0,4087
0,6297

0,6491 < 1;

(65)

^ 2 ( 2 ) 0,01 =

[2т(д = 0,995) • 07]
2

Р

0,5379
0,6297

= 0,8542 < 1;

(66)
за га л ь н а  с т у п ін ь  щ іл ь н о с т и  множинного зв’язку 
(лінійного + нелінійного) за 7-перетворенням 
Фішера:
•  д л я  а=0,05

^ 2 (7 )0,05 = ^ (7 )0,05 +  ^2(7 )0,05 =  Р 540^ 0,6491-2,1898

•  д л я  а = 0,01

£12(7)0,01 = ^1(7)0,01 + ̂ « д а -1,1707*0,8542-2,0249-
Підсумкова матриця значень множинних 

коефіцієнтів кореляцій, результати перевірки їх 
значущости за критеріями гкр, І-Стьюдента та Р-пе- 
ретворення Фішера (2) та ступенів лінійности і 
нелінійности приведена у табл. 4.

Таблиця 4
Підсумкова матриця значень множинних коефіцієнтів лінійних кореляцій та ступенів лінійности і 

нелінійности за критеріями гкр, І-Стьюдента та Р-перетворення Фішера (2)

За критерієм
До корекції Після корекції

г1(2,3,4) = 0,62758 г1(2,3,4) = 0,55785

критичним коефіцієнтом 
кореляції (гкр) а-0,05 а - 0,01 а-0,05 а - 0,01

ступінь лінійности ^  (г) 1,6166 1,2658 1,4372 1,1253

ступінь нелінійности £2(г) 0,6186 0,7900 0,6958 0,8887
загальна ступінь щільности

зв’язку ^12(г) 2,2352 2,0558 2,1330 2,0140

Стьюдента (!) а-0,05 а - 0,01 а-0,05 а - 0,01

ступінь лінійности 41 (!) 1,9133 1,4119 1,5954 1,1773

ступінь нелінійности £2(1) 0,5227 0,7083 0,6268 0,8494
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П р о д о в ж ен н я  табл. 4

загальна ступ ін ь  щ ільности
зв ’язку  ^12(1) 2,4360 2,1202 2,2222 2,0267

Р-перетворенням Ф іш ера  

(2 )
а=0,05 а = 0,01 а=0,05 а = 0,01

С туп ін ь  л ін ій н о с ти  (2) 1,8043 1,3709 1,5407 1,1707

С туп ін ь  н ел ін ій н о сти  £2(г ) 0,5542 0,7295 0,6491 0,8542

загальна ступ ін ь  щ ільности
зв ’язку  £12(2)

2,3585 2,1004 2,1898 2,0249

Висновки

1. Розроблено м етодики  застосування 
метод ів м н о ж и н н о ї л ін ій н о ї кореляц ії та регресії в 
х е м ії та х е м іч н ій  технології.

2. Н а  числовом у прикл ад і, взятого з 
хем ічного  матеріялознавства [24 ], показано 
процедуру р о зрахун к ів  коеф іц ієн т ів  л ін ій н о го  
р івн ян н я  м н о ж и н н о ї ре ґрес ії та його  кореляц ії за 
к іл ь к іс т ю  параметрів математичної моделі та 
числа спостережень (числа експерим ентів).

3. Н а  числовом у пр и кл ад і отримано: л ін ій н е  
р івн ян н я  м н о ж и н н о ї ре ґрес ії залежности гр ан и ц і 
м іц н ости  ств в ід  ко н цен тра ц ій  основних 
ко м п он ен т ів  С (М д ), С(Ре) та С (8і )  в алю м ін ієвом у 
сто п і А М г 6.

4. Р озрахований коеф іц ієнт  м н о ж и н н о ї 
кореляц ії та доведена його  значущ ість  та ступен і 
л ін ій н о с ти  та н ел ін ій н о сти  л ін ій н о го  зв ’я зку  (для 
ступеня значущ ости  1 і  5 % ) за кр и ти ч н и м  
коеф іц ієнтом  кореляц ії, критер ієм  Стью дента та 
2-перетворенням Ф іш ера.
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