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В роботi розглянуто алгебри блочно-дiагональних аналiтичних функцiй на просторах
`1 та `2 та дослiджено спектри цих алгебр.

Вступ

Нехай X — банаховий простiр над полем комплексних чисел C, Hb(X) — алгебра
аналiтичних функцiй обмеженого типу на X, тобто Hb(X) складається з аналiтичних
функцiй, обмежених на обмежених пiдмножинах в X. Mb(X) – множина ненульових
лiнiйних мультиплiкативних функцiоналiв (характерiв) на Hb(X). Множину Mb(X) та-
кож називають спектром алгебри Hb(X) (див. [1, 3]).

Вiдомо, що Hb(X) є проективною границею банахових алгебр H∞
uc(Br) — рiвномiрно

неперервних аналiтичних функцiй на кулi Br ⊂ X, r ∈ N. Зокрема Hb(X) = ∩H∞
uc(Br).

Тому Mb(X) є iндуктивною границею множин Mb(Br) характерiв H∞
uc(Br). Зокрема,

(див. [2]),
Mb(X) = ∪Mb(Br).

Позначимо An — алгебру, породжену полiномами степеня ≤ n, зокрема A1 — алгебра,
породжена лiнiйними функцiоналами i сталими функцiями. Нехай In — iдеал, породже-
ний n-однорiдними полiномами з An. Легко бачити, що I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . (див.
[6]).

Теорема 1. [5] Iснує характер ϕ ∈Mb(X), який роздiляє iдеали Ik 6= Ik+1, тобто ϕ(Ik) =
0, ϕ(Ik+1) 6= 0 .

Ця теорема є одним з результатiв, що дозволяє описати елементи спектру алгебри
Hb(X). Проте, у явному виглядi важко зобразити конкретнi елементи Mb(X).
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1 Пiдмножина Nm банахового векторного простору

Нехай X — банаховий простiр з топологiчним базисом Шаудeра {ek}. Розглянемо
пiдмножини X:

N1 = N1(X) =
⋃
k

{λek, λ ∈ C},

N2 = N2(X) =
⋃
k 6=j

span(ek, ej) =
⋃
k,j

(Cek ⊕ Cej),

. . .

Nm = Nm(X) =
⋃

k1 6=...6=km

span(ek1 , . . . , ekm) =
⋃

k1 6=...6=km

(Cek1 ⊕ . . .⊕ Cekm),

. . . .

Зауваження 1.1. Якщо простiр X є скiнченновимiрним, то Nm = X, для m = dimX.

Нехай Hb(Nm) — алгебра звужень функцiй з Hb(X) на Nm, Mb(Nm) — вiдповiдна
множина характерiв. Аналогiчно, як у випадку Hb(X) алгебру Hb(Nm) (див. [2]) можна
розглядати як перетин рiвномiрних алгебр H∞

uc(Nm(r)), де Nm(r) = B(r) ∪ Nm, r ∈ N:

Hb(Nm) = ∩H∞
uc(Nm(r)),

Mb(Nm) = ∪Mb(Nm(r)).

Легко бачити, що оператор звуження Tm : Hb(X) → Hb(Nm) є гомоморфiзмом ал-
гебр. Вiдомо, що ядро кожного гомоморфiзму є iдеал i томуHb(Nm) є фактор-простором
по ядру KerTm гомоморфiзму Tm:

Hb(Nm) = Hb(X)/KerTm.

Твердження 1.1. Нехай ϕ ∈ Mb(Nm), тодi ϕ можнa продовжити до характера ϕ̃ на
Hb(X) за формулою: ϕ̃ = ϕ ◦ Tm.

Доведення. Оскiльки ϕ ∈Mb(Nm), Tm — гомоморфiзм, то ϕ◦Tm також є лiнiйним муль-
типлiкативним функцiоналом i ϕ ◦ Tm : Hb(X) → C, тому ϕ ◦ Tm — характер з Mb(X).
Оскiльки ϕ ◦ Tm можна вважати продовження ϕ у Mb(X), то ϕ̃ := ϕ ◦ Tm.

Таким чином, вивчення спектру алгебри Hb(X) можна звести до вивчення вужчої
множини — спектру алгебри Hb(Nm) i спробувати узагальнити отриманi результати на
Hb(X).

Використовуючи бiномiальну формулу, запишемо загальний вигляд n-однорiдного
полiнома P ∈ P (nX) для довiльного x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ X:

P (x) =
∑

k1,...,km

∑
n1+...+nm=n

xn1
k1
. . . xnm

km
P (en1

k1
, . . . , enm

km
), (1)
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де P — симетрична n-лiнiйна форма, яка вiдповiдає полiному P .
На пiдмножинах Nm простору X загальний вигляд полiномiв дещо простiший:

P ∈ P (nN1) : P (x) =
∑
k

∑
n

Ckx
n
k ,

P ∈ P (nN2) : P (x) =
∑
k 6=j

∑
m

akjx
n−m
k xmj ,

. . . ,

P ∈ P (nNm) : P (x) =
∑

k1 6=... 6=km

∑
n1+...+nm=n

an1 . . . anmx
n1
k1
. . . xnm

km
,

. . . .

Тобто фактично вiд полiнома P (x) ∈ P (nX) при обмеженнi на Nm залишається тiль-
ки йогоm-вимiрна “дiагональ”. Такi полiноми називають блочно-дiагональними (див.[4])
або дiагональними у випадку m = 1.

Твердження 1.2. Простiр полiномiв P (mNm), Nm ⊂ X iзоморфний до простору полi-
номiв P (mX):

P (mNm) ∼= P (mX). (2)

Доведення. Нехай x =
∑

k xkek. Для доведення iзоморфностi достатньо показати, що
оператор звуження Tm : X → Nm є бiєктивним та неперервним. Неперервнiсть випливає
автоматично з обмеженостi оператора. Всi полiноми P (x) розглядаємо на одиничних
базисних векторах e1, . . . , ek, . . ., тобто на одиничнiй кулi, тому ||P || = 1.

Оператор Tm є iнєктивним тодi i тiльки тодi, коли ядро цього оператора KerTm
складається тiльки з {0}. Знайдемо множину полiномiв, для яких Tm(P ) = 0. Запишемо
загальний вигляд полiнома (1), звуженого на Nm. Для довiльного x ∈ Nm iснує набiр
базисних векторiв ek1 , . . . , ekm такий, що x = xk1ek1 + . . . xkmekm . Тому

P (x) = P (λk1ek1 + . . . λkmekm) =
∑

n1+...+nm=m

λn1
k1
. . . λnm

km
P (en1

k1
, . . . , enm

km
).

Даний добуток буде дорiвнювати нулю тодi i тiльки тодi, коли для всiх k1, . . . , km
значення P (en1

k1
, . . . , enm

km
) в рiвностi (1) буде дорiвнювати нулю. Серед полiномiв степеня

m — це тiльки нульовi полiноми. Це означає, що KerTm = {0} в просторi P (mX).
Оскiльки Tm є оператором звуження, тому для кожного образа оператора з P (mNm)

iснує прообраз з P (mX) i Tm є бiєктивним оператором. А, отже, Tm — iзоморфiзм. Це i
доводить iзоморфнiсть просторiв P (mNm), Nm ⊂ X i P (mX) .

Теорема 2. Для кожного характера ψ ∈Mb(X) iснує послiдовнiсть ϕm ∈Mb(Nm) така,
що послiдовнiсть продовжень ϕ̃m ∈ Mb(X) збiгається до ψ в слабко полiномiальнiй
топологiї. Тобто, ϕm(P ) → ψ(P ) при m→ ∞ для кожного полiнома P ∈ Hb(X).
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Доведення. Позначимо ψm — звуження функцiонала ψ на P (≤mNm) — простiр полiномiв
степеня ≤ m на Nm. Оскiльки простiр P (mNm) iзоморфний простору P (mX) вiдносно
оператора звуження Tm для кожного натурального m, то функцiоналу ψm вiдповiдає
функцiонал ϕm ∈ P (≤mNm)

∗ такий, що ϕ̃m = ψ◦Tm. Нехай P — полiном степеня n. Тодi,
для m ≥ n, ψ(P ) = ψm(P ) = ψm ◦ T (P ) = ϕ̃m(P ). Оскiльки T — гомоморфiзм, то ϕ̃m

— гомоморфiзми i, отже ϕm — гомоморфiзми. Таким чином, ми знайшли послiдовнiсть
(ϕm) ⊂M(Nm) таку, що ϕ̃m(P ) = ψ(P ) при m ≥ n = degP . Тому

ϕ̃m(P ) → ψ(P ) при m→ ∞ (3)

для довiльного полiнома P .

Зауваження 1.2. Питання, чи буде виконуватись (3) для довiльної аналiтичної фун-
кцiй f ∈ Hb(X) є вiдкритим, оскiльки не вiдомо, чи залишок ||ψ(f) − ϕ̃m(f)|| буде
прямувати до нуля в топологiї Гельфанта.

Зауваження 1.3. P (2N1) � P (2X). Дiйсно, довiльний полiном другого степеня вигля-
ду

∑
i6=j xixj на множинi N1 ⊂ X буде дорiвнювати нулю, тому не можливо встановити

бiєкцiю мiж цими просторами.

Цей висновок аналогiчно можна узагальнити на випадок Nm :

Зауваження 1.4. P (nNm) � P (nX), Nm ⊂ X, якщо n > m.

2 Опис множини характерiв алгебри дiагональних полiномiв на `1

Нехай X = `1. Розглянемо добуток лiнiйних функцiоналiв f(x) =
∑

k akxk, g(x) =∑
k bkxk, x = (x1, . . . , xk, . . .) ∈ `1 i обмежимо його на N1(`1). Оскiльки x ∈ N1(`1), то

x = (0, . . . , xk, 0, . . .) або x = xkek для деякого k ≥ 1, тому лiнiйнi функцiонали f, g на
N1(`1) матимуть вигляд:

f(x) = akxk, g(x) = bkxk i їх добуток h(x) = akxk · bkxk = ckx
2
k.

Оскiльки (ak)
∞
k=1, (bk)

∞
k=1 ∈ `∞ (як коефiцiєнти), то добуток k-тих координат ak · bk = ck,

k ≥ 1 визначить послiдовнiсть (ck)
∞
k=1, яка також буде належити до `∞.

Якщо A1(X) — алгебра, породжена полiномами степеня n, n ≤ 1 i A1(N1) — вiдповiд-
не обмеження алгебри A1(X) на пiдмножину N1, то множина функцiй Hb(`1)|N1 набли-
жається всеможливими алгебраїчними комбiнацiями лiнiйних функцiоналiв з A1(N1):

A1(N1) = Hb(N1), N1 ⊂ `1.

Теорема 3. Множиною характерiв на Hb(N1) є стоун-чехiвська компактифiкацiя βN
множини натуральних чисел. Довiльний характер ϕ ∈ βN має вигляд:

ϕ(P ) = lim
U
P (ek), де P ∈ P (1N1),U − деякий фiксований ультрафiльтр на N.
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Доведення. Як було зауважено вище, Hb(N1) = A1(N1), тому кожен характер на Hb(N1)

визначається своїми значеннями на P (1N1). З iншого боку, кожен полiном P ∈ P (1N1)

має вигляд:

P (x) = P (xkek) = akxk, де P (ek) = ak. (4)

Перебираючи всеможливi x ∈ N1, кожному полiному P ∈ P (1N1), можна поставити у
вiдповiднiсть послiдовнiсть елементiв {ak} ⊂ `∞.

Нехай ϕ – характер на P (1N1), тодi

(P ·Q)(ek) = ak · bk, де P (ek) = ak, Q(ek) = bk,

i, таким чином,

ϕ({ak} · {bk}) = ϕ({ak})ϕ({bk}).

Це означає, що функцiонал ϕ дiє як мультиплiкативний функцiонал на `∞, а, отже, ϕ
— характер на `∞. Множиною характерiв на `∞, а, отже, i на P (1N1) є стоун-чехiвська
компактифiкацiя множини N, тобто M(`∞) = β(N). Як вiдомо, β(N) можна розглядати
як множину всiх ультрафiльтрiв на N.

Нехай ϕ ∈ β(N), тодi iснує ультрафiльтр на N, що ϕ(P ) = limU ak, де P ∈ P (1N1),
ak ∈ `∞ i з (4) маємо:

ϕ(P ) = lim
U
P (ek), P ∈ P (1N1).

Операцiя взяття границi є лiнiйною i мультиплiкативною, тому ϕ — характер на Hb(N1).
Отже, множиною характреiв на Hb(N1) є стоун-чехiвська компактифiкацiя β(N).

3 Випадок простору `2

Нехай X = `2. Аналогiчно f(x) = akxk i g(x) = bkxk — обмеження лiнiйних функцiо-
налiв на N1(`2) такi, що ряди

∑
k |ak|2 i

∑
k |bk|2 збiжнi. Не завжди, використовуючи

всеможливi алгебраїчнi комбiнацiї, ми зможемо отримати полiноми степенiв ≥ 2. Отже,
не всi аналiтичнi функцiї з Hb(N1) ми зможемо наблизити лiнiйними функцiоналами
f(x) i g(x) (як у випадку простору `1) i A1(N1) 6= Hb(N1).

Приклад 1. Розглянемо полiном вигляду h(x) =
∑

k x
2
k на N1 ⊂ `2. Достатньо показа-

ти, що не iснує функцiоналiв f, g ∈ `∗2 таких, що їх добуток дорiвнює x2k. Припустимо,
що f(x) =

∑
akxk, g(x) =

∑
bkxk. Тодi

akxk · bkxk = x2k, отже ak · bk = 1.

Але ряди (a2k)
∞
k=1 i (b2k)∞k=1 неможуть бути одночасно для кожного абсолютно збiжними,

тому функцiоналiв f(x) i g(x) не iснує.
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Розглядаючи алгебри An(N1) на просторi `2, можна стверджувати, що

A1(N1) 6= A2(N1).

Наступне твердження є аналогом теореми 1 для Hb(N1).

Твердження 3.1. Нехай I1(N1) i I2(N1) — вiдповiднi iдеали алгебр A1(N1) i A2(N1).
Iснує характер ϕ ∈Mb(N1) такий, що ϕ(I1) = 0, ϕ(I2) 6= 0 i

ϕU(P ) = lim
U
P (ek), (5)

де U — деякий фiксований вiльний ультрафiльтр на множинi натуральних чисел.

Доведення. Покажемо, що рiвнiсть (5) задовольняє умови даного твердження.
Якщо P — лiнiйний полiном, то

P (x) =
∑
k

ckxk i ϕU(P ) = lim
k→∞

ck = 0

оскiльки ряд
∑

k |ck|2 є збiжним. Отже,

ϕ(P ) = lim
U
P (ek) = 0.

Нехай P (x) =
∑

k x
2
k ∈ A2(N1). Тодi,

ϕ(P ) = lim
U
P (ek) = lim

U
1 = 1 6= 0.

Функцiонал, який визначається рiвнiстю (5) дорiвнює нулю на всiх однорiдних по-
лiномах першого степеня з Hb(N1) i не дорiвнює нулю на полiномах другого степеня.
Дана рiвнiсть дiйсно задовольняє умови твердження.

Алгебра A3(N1) 6= A2(N1),N1 ⊂ `2, оскiльки полiноми вигляду

P (x) =
∑

ckx
3
k, {ck} ∈ `∞, x ∈ N1(`2) (6)

не породжуються, в загальному випадку, алгебраїчними комбiнацiями полiномiв з
A2(N1). Проте, мiж полiномами вигляду (6) та полiномами з A2(N1) iснує алгебраїчна
залежнiсть:

P 2(x)−Q3(x) = 0,

де Q(x) =
∑

3
√
c2kx

2
k ∈ A2(N1). Тому, якщо ϕ ∈ Mb(N1) такий, що kerϕ ⊃ I2, то

kerϕ ⊃ I3. Тобто, не iснує характера, який роздiляє iдеали I2 та I3. Для m > 3, легко
бачити, що Am(N1) = A3(N1). Таким чином, у випадку N1 ⊂ `2, Mb(N1) =M(A3(N1)).
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