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Знайдено умови iснування з iмовiрнiстю двiчi неперервно диференцiйовного розв’язку
рiвняння коливання однорiдної струни з строго орлiчевими початковими умовами у тер-
мiнах кореляцiйних функцiй. Знайдено оцiнку для розподiлу супремуму розв’язку такої
задачi.

Вступ

При розв’язуванi задач математичної фiзики часто потрiбно враховувати вплив ви-
падкових факторiв, що можуть мати рiзну природу: Випадковi крайовi та початковi
умови, випадковi коефiцiєнти, випадкова права частина та iншi. У зв’язку з цим вини-
кає необхiднiсть в аналiзi, що виражає ймовiрнiсну специфiку розглядуваної задачi. В
залежностi вiд типу задачi, специфiки випадкових факторiв застосовують рiзнi методи
дослiдження.

Вивченню задач математичної фiзики гiперболiчного типу з випадковими початко-
вими умовами iз простору Subϕ(Ω) присвяченi такi роботи: Булдигiн В.В., Козаченко
Ю.В. [1], Козаченко Ю.В., Ковальчук Ю.О. [6, 7], Козаченко Ю.В., Сливка Г.I. [8, 4],
з випадковими початковими умовами iз простору Орлiча — Барраса де Ла Крус Е.,
Козаченко Ю.В. [11]. Задачi математичної фiзики з випадковою строго ϕ-субгауссовою
правою частиною дослiджувалися в роботах Довгая Б.В. [3, 4]. Рiвняння параболiчно-
го типу з випадковими умовами з простору Орлiча розглядалися в роботах Козаченка
Ю.В. i Вереш К.Й. [12]. Посилання на iншi роботи, якi проводилися в цьому напрямку
можна знайти в монографiї [4].

У данiй роботi розглядається крайова задача математичної фiзики гiперболiчного
типу про коливання однорiдної струни з випадковими початковими умовами з простору
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Орлiча. Знайдено умови iснування з ймовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцi-
йовного розв’язку у термiнах кореляцiйних функцiй. Для такої задачi отримано оцiнку
для розподiлу супремуму розв’язку.

1 Випадковi процеси з простору Орлiча

Означення 1.1 ([11]). Парна неперервна опукла функцiя U (x) називається C-функ-
цiєю, якщо U (0) = 0 i U (x) зростає при x > 0.

Означення 1.2 ([11]). Будемо говорити, що C-функцiя u задовольняє g-умовi, якщо
iснують такi сталi z0 > 0, k > 0, A > 0, що для всiх x > z0, y > z0 виконується нерiвнiсть

U(x)U(y) ≤ AU(kxy).

Означення 1.3 ([11]). Нехай (T, ρ) – метричний простiр i ε > 0. Позначимо через
Nρ (t, ε) найменшу можливу кiлькiсть точок ε-сiтки множини T вiдносно псевдометри-
ки ρ. Функцiю (Nρ (t, ε),ε > 0) будемо називати масивнiстю множини T вiдносно псев-
дометрики ρ.

Нехай {Ω, Im, P} стандартний ймовiрнiсний простiр.

Означення 1.4 ([11]). Простором Орлiча Lu (Ω) випадкових величин, породженим С-
функцiєю u (x), називається такий простiр випадкових величин ξ (ω) = ξ, ω ∈ Ω, що
для кожної ξ ∈ Lu (Ω) iснує така константа rξ, що Eu

(
ξ
rξ

)
≤ ∞.

Простiр Орлiча LU (Ω) є банаховим простором вiдносно норми

‖ξ‖LU
= inf

{
r > 0 : Eu

(
ξ

rξ

)
≤ 1

}
.

Означення 1.5 ([11]). Процес X = {X (t) , t ∈ T} належить простору Орлiча LU (Ω),
якщо для всiх t ∈ T випадкова величина X (t) належить LU (Ω).

Означення 1.6 ([11]). Сiм’я випадкових величин ξ з простору Орлiча (Eξ = 0), на-
зивається строго орлiчевою, якщо iснує стала C∆, що для скiнченної кiлькостi ξi ∈ ∆,
i ∈ I i для будь-якого λi ∈ R1 виконується нерiвнiсть∥∥∥∥∥∑

i∈I

λiξi

∥∥∥∥∥
Lu

≤ C∆

E

(∑
i∈I

λiξi

)2
1/2

.

Означення 1.7 ([11]). Випадковий процес X = {X (t) , t ∈ T}, (X ∈ LU (Ω)) називає-
ться строго орлiчевим, якщо сiм’я випадкових величин X = {X (t) , t ∈ T} - є строго
орлiчевою. Випадковi процеси X = {X (t) , t ∈ T} та Y = {Y (t) , t ∈ T} називаються су-
мiсно строго орлiчевими, якщо сiм’я випадкових величин {X (t) , Y (t) , t ∈ T} є строго
орлiчевою.
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Теорема 1 ([2]). Нехай ξ(X), Eξ(X) = 0, X ∈ T , T = {(x, y) |ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, . . . , n}
— неперервне з ймовiрнiстю одиниця випадкове поле. Нехай B(X, Y ) = Eξ(X)ξ(Y ) —
кореляцiйна функцiя поля ξ(X). Нехай iснують частиннi похiднi Bii(X, Y ) = ∂2B(X,Y )

∂Xi∂Yi
,

i = 1, 2. Bii(X,Y ) — кореляцiйнi функцiї похiдних в середньому квадратичному ∂ξ(X)
∂xi

.
Якщо iснує неперервна з ймовiрнiстю одиниця модифiкацiя поля ∂ξ(X)

∂xi
, i = 1, . . . , n,

тодi, ця модифiкацiя є звичайною частинною похiдною випадкового поля ξ(X).

2 Рiвняння коливання струни з випадковими початковими умовами
з простору Орлiча в термiнах кореляцiйних функцiй

Розглянемо першу крайову задачу для однорiдного гiперболiчного рiвняння [9]. Ста-
виться питання про iснування функцiї u = (u (x, y) , x ∈ [0, π] , t ∈ [0, t]), яка задоволь-
няє наступним умовам:

∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
− q(x)u− ρ(x)

∂2u

∂t2
= 0; (1)

x ∈ [0, π] , t ∈ [0, T ] , T > 0;

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ [0, T ] ; (2)

u(x, 0) = ξ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= η(x), x ∈ [0, π] . (3)

Функцiї p = (p(x), x ∈ [0, π]) , q = (q(x), x ∈ [0, π]) , ρ = (ρ(x), x ∈ [0, π]) задовольня-
ють умовам:

1. p(x) > 0, ρ(x) > 0, q(x) ≥ 0, x ∈ [0, π] ;

2. p(x), i ρ(x) – двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї на x ∈ [0, π];

3. q(x) – неперервно диференцiйовна на x ∈ [0, π].

Припустимо, що (ξ(x), x ∈ [0, π]) i (ξ(x), x ∈ [0, π]) є випадковi процеси iз простору
Орлiча i такi, що майже напевно

ξ(0) = ξ(π) = η(0) = η(π) = 0. (4)

Позначимо кореляцiйнi функцiї цих процесiв через

Bξ(x, y) = Eξ(x)ξ(y), Bη(x, y) = Eη(x)η(y), x, y ∈ [0, π] .

Iз рiвностей (4) випливає

Bξ(0, y) = Bξ(x, 0) = Bξ(π, y) = Bξ(x, π) = 0,

Bη(0, y) = Bη(x, 0) = Bη(π, y) = Bη(x, π) = 0.
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Рiвняння (1) описує коливання неоднорiдної струни iз закрiпленими кiнцями (2) i випад-
ковими початковими умовами (3). При цьому випадковий процес ξ(•) описує початкове
положення струни, а випадковий процес η(•) – початкову швидкiсть.

При використаннi методу Фур’є [9] розв’язок задачi шукається у виглядi

u (x, t) =
∞∑
k=1

Xk(x)

[
Akcos

√
λkt+

Bk√
λk

sin
√
λkt

]
, (5)

x ∈ [0, π] , t ∈ [0, T ] , T > 0;

де

Ak =

∫ π

0

ξ(x)Xk(x)ρ(x)dx, Bk =

∫ π

0

η(x)Xk(x)ρ(x)dx, k ≥ 1,

λk, k ≥ 1 — власнi значення, Xk = (Xk)(x), x ∈ [0, π]), k ≥ 1 – вiдповiднi їм власнi
функцiї наступної задачi Штурма-Лiувiлля

d

dx

(
p(x)

dXk(x)

dx

)
− q(x)x(x) + λρ(x)X(x) = 0, x ∈ [0, π], (6)

X(0) = X(π) = 0. (7)

Оскiльки функцiї p(x), ρ(x), q(x) задовольняють умовам 1 - 3, то всi власнi значення
λk, k ≥ 1 додатнi [9], занумеруємо їх так, що λ1 < λ2 < λ3 < . . . λn < . . .. Власнi функцiї
Xk, k ≥ 1 – двiчi неперервно диференцiйовнi на [0, π].

Нехай D = [0, π]× [0, T ], а C(D) – простiр неперервних на D функцiй, який є сепа-
рабельним Банаховим простором.

Лема 2.1. [9] Нехай λk, k ≥ 1 i Xk, k ≥ 1 – власнi значення i вiдповiднi їм власнi
функцiї задачi Штурма-Лiувiлля (4.6)–(4.7), де функцiї p, q, ρ задовольняють умовам
1.–3. Тодi при k → ∞

√
λk = k +O

(
1
k

)
i для всiх x ∈ [0, π]

Xk(x) =

√
2

π
sin k

(∫ x

0

(
ρ(u)

p(u)

) 1
2

du

)
+

βk

k
, sup

k≥1
sup

x∈[0,π]
|βk(x)| < ∞.

Наступнi теореми є частковими випадками теореми 8 та теореми 9 роботи [10].

Теорема 2. Нехай ξ(x), η(x) — випадковi процеси iз простору Орлiча LU(Ω). Для
того, щоб з ймовiрнiстю одиниця в областi D iснував двiчi неперервно диференцiйовний
розв’язок задачi (1)–(3), що зображується у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю
ряду (5), достатньо щоб виконувались умови:

1) iснували неперервнi з ймовiрнiстю одиниця похiднi d2ξ(x)
dx2 , dη(x)

dx
, 0 ≤ x ≤ π;

2) для всiх (x, t) ∈ D збiгаються ряди:

∞∑
k=1

∞∑
l=1

Xk (x)Xl (x)
[
EAkAl cos

√
λkt cos

√
λlt+

EBkBl√
λk

√
λl
sin

√
λkt sin

√
λlt

+2EAkBl√
λl

cos
√
λkt sin

√
λlt ] ,
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∞∑
k=1

∞∑
l=1

√
λk

√
λlXk(x)Xl(x)

[
EAkAl sin

√
λkt sin

√
λlt+

EBkBl√
λk

√
λl
cos

√
λkt cos

√
λlt

−2 EAkBl√
λl

cos
√
λkt sin

√
λlt
]
,

∞∑
k=1

∞∑
l=1

λkλlXk(x)Xl(x)
[
EAkAl cos

√
λkt cos

√
λlt+

EBkBl√
λk

√
λl
sin

√
λkt sin

√
λlt

+2 EAkBl√
λl

cos
√
λkt sin

√
λlt
]
;

3) для n ≥ 1, k = 0, 1, 2

sup
|x−y|≤h
|t−s|≤h

(
E
∣∣S(k)

n (x, t)− S(k)
n (y, s)

∣∣2) 1
2 ≤ σk(h),

де σk(h) – неперервнi монотонно зростаючi функцiї, такi що σk(h) → 0 при h → 0

i виконується умова∫ ε

0+

U (−1)

((
π

2σ(−1)(u)
+ 1

)(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞, (8)

де σ
(−1)
k (ε) – оберненi функцiї до σk(ε).

Приклад 1. Нехай ξ(x) i η(x) сумiсно строго орлiчевi процеси з простору LU(Ω), де
U(x) = |x|p, p > 2 тобто з простору Lp(Ω). Нехай в умовi 8 σk(h) = Ck|h|δ, 0 < δ < 1.

Тодi, для того щоб виконувалась умова 8 потрiбно, щоб для досить малого ε > 0 збiгався
iнтеграл: ∫ ε

0+

((
πC

1
δ
k

2u
1
δ

+ 1

)(
TC

1
δ
k

2u
1
δ

+ 1

)) 1
p

du.

При достатньо малих ε > 0 дана умова буде мати вигляд:

∫ ε

0+

(
πC

1
δ
k

2u
1
δ

· TC
1
δ
k

2u
1
δ

) 1
p

du ≤ D

∫ ε

0+

(
1

u
2
pδ

)
du.

де D =

(
πTC

2
δ
k

4

) 1
p

. Останнiй iнтеграл збiгається коли δ > 2
p
.

Теорема 3. Нехай випадковi процеси ξ(x) i η(x), x ∈ [0, π] є сумiсно строго орлiчевi
процеси з простору LU(Ω), де U(x) = |x|p, при p > 2. Нехай

Bξ(x, y) = Eξ(x)ξ(y), Bη(x, y) = Eη(x)η(y).

Для того, щоб з ймовiрнiстю одиниця в областi D iснував двiчi неперервно диференцii-
йовний розв’язок задачi (1)–(3), зображений у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiр-
нiстю ряду (5), достатньо, щоб виконувались умови:
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1) iснують неперервнi частиннi похiднi x, y ∈ [0, π]

B∗∗
ξ (x, y) =

∂4B(x, y)

∂x2∂y2
, B∗

η(x, y) =
∂2B(x, y)

∂x∂y
,

для достатньо малого h i δ > 2
p

виконуються нерiвностi

sup
|x−y|≤h

(
B∗∗

ξ (x, x) +B∗∗
ξ (y, y)− 2B∗∗

ξ (x, y)
)
≤ C∗∗ |h|δ ,

sup
|x−y|≤h

(
B∗

η(x, x) +B∗
η(y, y)− 2B∗

η(x, y)
)
≤ C1∗ |h|δ ;

2) збiгається наступний ряд

∞∑
k=1

∞∑
l=1

k2l2
[
|EAkAl|+

|EBkBl|
kl

+ 2
|EAkBl|

l

]
< ∞;

3) для довiльних δ > 2
p

виконуються наступна умова

∞∑
k=1

(
k2
(
EA2

k

) 1
2 +

(EB2
k)

1
2

k

)
kδ < ∞.

Накладемо деякi умови на кореляцiйнi функцiї Bξ(x, y) i Bη(x, y). Розглянемо задачу
(1)–(3) при p(x) = ρ(x) = 1. Продовжимо функцiї Bξ(x, y), Bη(x, y) на всю площину
так, щоб вони були перiодичними функцiями з перiодом 2π за x i y i щоб виконувались
рiвностi

Bξ(−x, y) = −Bξ(x, y) = Bξ(x,−y), Bη(−x, y) = −Bη(x, y) = Bη(x,−y).

Нехай

∆τ1τ2f(x, y) = f(x+ τ1, y + τ2)− f(x+, y + τ2)− f(x+ τ1, y) + f(x, y),

B̂ξ =
∂6Bξ(x, y)

∂x3∂y3
, B̂η =

∂4Bη(x, y)

∂x2∂y3
,

Теорема 4. Нехай випадковi процеси ξ(x) i η(x), x ∈ [0, π] є незалежнi строго орлiчевi
процеси з простору LU(Ω), де U(x) = |x|p, при p > 1. Для того, щоб з ймовiрнiстю
одиниця в областi D iснував двiчi неперервно диференцiйовний розв’язок задачi (1)–
(3), при наведених вище обмеженнях, зображений у виглядi рiвномiрно збiжного за
ймовiрнiстю ряду (5), достатньо, щоб виконувались умови:

1) у продовжених на всю площину функцiй Bξ(x, y), Bη(x, y) iснують обмеженi похi-
днi

∂6Bξ(x, y)

∂xi∂yj
, i+ j = 6,

∂4Bη(x, y)

∂xi∂yj
, i+ j = 4;
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2) при достатньо малих τ1 i τ2, τ1 > 0, τ2 > 0 та деякому γ > 0 виконуються умови∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∣∆τ1τ2B̂ξ(x, y)
∣∣∣ dxdy ≤ c1|τ1τ2|γ,

∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∣∆τ1τ2B̂η(x, y)
∣∣∣ dxdy ≤ |c2τ1τ2|γ,

де c1, c2 > 0;

3) при достатньо малому τ > 0 i деякому δ > 2
p

виконуються умови∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∣∆ττ B̂ξ(x, y)
∣∣∣ dxdy ≤ c3τ

δ,

∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∣∆ττ B̂η(x, y)
∣∣∣ dxdy ≤ c4τ

δ

де c3, c4 > 0.

Доведення. Умова 1) даної теореми забезпечує виконання умови 1) теореми 3. Пока-
жемо, що iз виконання умови 2) даної теореми випливає виконання умови 2) тiєї ж
теореми. Для цього достатньо показати, що

|EAkAl| ≤
c

|kl|3+γ , (9)

|EBkBl| ≤
c

|kl|2+γ , (10)

де c — деяка стала.
Оскiльки, за означенням

EAkAl =

∫ π

0

∫ π

0

Bξ(x, y)Xk(x)Xl(y)dxdy,

EBkBl =

∫ π

0

∫ π

0

Bη(x, y)Xk(x)Xl(y)dxdy,

i
Xk(x) =

1

λk

(X ′′
k − q(x)Xk(x)) ,

то iнтегруючи частинами i використовуючи, що

Bξ(0, y) = Bξ(π, y) = Xk(0) = Xk(π) = 0,

отримаємо ∫ π

0

Bξ(x, y)X
′′
k (x)dx =

∫ π

0

∂2Bξ(x, y)

∂x2
Xk(x)dx.

Отже

EAkAl =
1

λkλl

[∫ π

0

∫ π

0

(
∂2Bξ(x, y)

∂x2
− q(x)Bξ(x, y)

)
X ′′

l (y)Xk(x)

−
∫ π

0

∫ π

0

(
∂2Bξ(x, y)

∂x2
− q(x)Bξ(x, y)

)
q(y)Xl(x)Xk(y)dxdy

]
.

Оскiльки
∂2Bξ(x, y)

∂x2
= Eξ′(x)ξ(y), ξ(0) = ξ(π) = 0,
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тобто
∂2Bξ(x, 0)

∂x2
=

∂2Bξ(x, π)

∂x2
= 0,

тодi ∫ π

0

(
∂2Bξ(x, y)

∂x2
− q(x)Bξ(x, y)

)
X ′′

l (y)dy

=

∫ π

0

(
∂4Bξ(x, y)

∂x2∂y2
− q(x)

∂2Bξ(x, y)

∂y2

)
Xl(y)dy.

Отже

EAkAl =
1

λkλl

[∫ π

0

∫ π

0

∂4Bξ(x, y)

∂x2∂y2
Xk(x)(x)Xl(y)dxdy

+

∫ π

0

∫ π

0

F (x, y)Xk(x)Xl(y)dxdy

]
,

де

F (x, y) = Bξ(x, y)q(x)q(y)−
∂2Bξ(x, y)

∂x2
q(y)− ∂2Bξ(x, y)

∂y2
q(x).

За припущенням, функцiя Bξ(x, y) перiодична з перiодом 2π за x i y, то F (x, y) –
перiодична з перiодом 2π за x i y iтака, що виконується

F (−x, y) = −F (x, y) = F (x,−y).

Врахувавши властивостi функцiї F (x, y) i асимптотичнi представлення Xk(x) i λk iз
леми 2.1, iнтегруючи частинами, отримаємо∫ π

0

F (x, y) sin lydy = − 1

2l

∫ π

−π

∂2F (x, y)

∂y2
sin lydy,∫ π

0

F (x, y) sin kxdx = − 1

2k

∫ π

−π

∂2F (x, y)

∂x2
sin kydx,

∫ π

0

∫ π

0

F (x, y) sin kx sin lydxdy

=
1

4k2l2

∫ −π

π

∫ π

−π

∂4F (x, y)

∂x2∂y2
sin kx sin lydxdy.

Отже ∣∣∣∣ 1

λkλl

∫ π

0

∫ π

0

F (x, y)Xk(x)Xl(x)dxdy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

λkλl

1

k2l2

[∫ π

π

∫ π

−π

∂4F (x, y)

∂x2∂y2
sin kx sin lydxdy

− 1

2

√
2

π

∫ π

0

∫ π

−π

∂2F (x, y)

∂x2
sin kxβl(y)dxdy

− 1

2

√
2

π

∫ π

0

∫ π

−π

∂2F (x, y)

∂y2
sin lxβk(x)dxdy

+

∫ π

0

∫ π

0

F (x, y)βl(y)βkxdxdy

∣∣∣∣] ≤ c

k4l4
.
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Аналогiчно, використавши непарнiсть функцiї ∂4Bξ(x,y)

∂x2∂y2
за x i за y , отримаємо∣∣∣∣∫ π

0

∫ π

0

∂4Bξ(x, y)

∂x2∂y2
Xk(x)Xl(y)dxdy

∣∣∣∣
≤ 1

2π

1

kl

∣∣∣∣∫ π

−π

∫ π

−π

∂6Bξ(x, y)

∂x3∂y3
cos kx cos lydxdy

∣∣∣∣+ d1
k2l2

Отже

|EAkAl| ≤
1

4

1

k3l3

∣∣∣∣∫ π

−π

∫ π

−π

∂6Bξ(x, y)

∂x3∂y3
cos kx cos lydxdy

∣∣∣∣+ d2
k4l4

. (11)

Розглянемо ∫ π

−π

∫ π

−π

B̂ξ(x, y) cos kx cos lydxdy.

Оскiльки, функцiя B̂ξ(x, y) перiодична з перiодом 2π за x, i за y, то∫ π

−π

∫ π

−π

B̂ξ(x, y) cos kx cos lydxdy

=

∫ π

−π

∫ π

−π

B̂ξ(x+
π

k
, y +

π

l
) cos kx cos lydxdy.

Крiм того ∫ π

−π

∫ π

−π

B̂ξ(x, y) cos kx cos lydxdy

= −
∫ π

−π

∫ π

−π

B̂ξ(x+
π

k
, y) cos kx cos lydxdy.

Тодi, враховуючи умову 2 даної теореми, отримаємо∣∣∣∣∫ π

−π

∫ π

−π

B̂ξ(x, y) cos kx cos lydxdy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣14
∫ π

−π

∫ π

−π

[ B̂ξ(x+
π

k
, y +

π

l
)− B̂ξ(x+

π

k
, y)

− B̂ξ(x, y +
π

l
) + B̂ξ(x, y)

]
cos kx cos lydxdy

∣∣∣
≤ 1

4

∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∣∆π
k
,π
l
B̂ξ(x, y)

∣∣∣ dxdy ≤ c

kl
. (12)

З (11) i (12) отримаємо, що виконується (10).
Оскiльки

EA2
k = E

(∫ π

0

ξ(x)Xk(x)dx

)2

=

∫ π

0

∫ π

0

Bξ(x, y)Xk(x)Xk(y)dxdy,

то легко довести, що iз виконання умови 3) даної теореми випливає виконання умови
3) теореми 3.
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3 Оцiнки для розподiлу розв’язку задачi про коливання однорiдної
струни

Теорема 5. [5] Нехай (T, ρ) метричний компактний простiр, N(u) — метрична масив-
нiсть простору (T, ρ), X = {X(t), t ∈ T} — сепарабельний випадковий процес iз просто-
ру LU(Ω), де для U виконується умова g. Нехай iснує така функцiя σ = σ(h), 0 ≤ h ≤
sup
t,s∈T

ρ(t, s), що σ(h) монотонно зростає, неперервна i така що sup
ρ(t,s)≤h

‖X(t) − X(s)‖U ≤

σ(h). Якщо для деякого ε виконується умова

ε∫
0

χU

(
N
(
σ(−1)(u)

))
du < ∞, (13)

де

χU(n) =

{
n, n < U(z0);

CUU
(−1)(n), n ≥ U(z0),

CU = k(1 + U(z0))max(1, A), z0, k, A — константи з означення 1.2, σ(−1)(h) — функцiя
обернена до σ(h). Тодi з iмовiрнiстю одиниця випадкова величина sup

t∈T
|X(t)| належить

простору LU(Ω) та

∥∥∥∥sup
t∈T

|X(t)|
∥∥∥∥
U

≤ ‖X(t0)‖U +
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

χU

(
N
(
σ(−1)(u)

))
du = B(t0, θ),

де t0 — довiльна точка з T , ω0 = σ(sup
t∈T

ρ(t0, t)), 0 < θ < 1. Крiм того, для будь-якого

ε > 0 має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup
t∈T

|X(t)| > ε

}
≤
(
U

(
ε

B(t0, θ)

))−1

.

Теорема 6. Нехай в умовах теореми 5 T = {0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T}, ρ ((x, t), (x1, t1)) =

max (|x− x1|, |t− t1|) . Тодi умова 13 виконується, коли для деякого ε > 0 виконується
умова ∫ ε

0

U (−1)

((
π

2σ(−1)(u)
+ 1

)(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

а

B(t0, θ) ≤ B̃(t0, θ) = ‖X(t0)‖U +
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

χU

((
π

2σ(−1)(u)
+ 1

)(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du,

та для довiльного ε > 0

P

{
sup
t∈T

|X(t)| > ε

}
≤
(
U

(
ε

B(t0, θ)

))−1

.
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Доведення. Теорема випливає з теореми 5, оскiльки в цьому випадку

N(u) ≤
(

π

2σ(−1)(u)
+ 1

)(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

)
.

Нехай

un (x, t) =
∞∑
k=n

Xk(x)

[
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

sin
√
λkt

]
.

Нехай як i в теоремi 2 виконується умова

sup
|x−y|≤h
|t−s|≤h

(
E
∣∣S(0)

n (x, t)− S(0)
n (y, s)

∣∣2) 1
2 ≤ σ0(h),

де σ0(h) – неперервнi монотонно зростаючi функцiї, такi що σ0(h) → 0 при h → 0 i
виконується умова∫ ε

0+

U (−1)

((
π

2σ
(−1)
0 (u)

+ 1

)(
T

2σ
(−1)
0 (u)

+ 1

))
du < ∞, (14)

де σ
(−1)
0 (ε) — оберненi функцiї до σ0(ε). Тодi має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup
t∈T

|un(x, t)| > ε

}
≤
(
U

(
ε

B(t0, θ)

))−1

,

де
B(t0, θ) ≤ B̃(t0, θ) = ‖u(x0, t0)‖U+

+
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

χU

((
π

2σ
(−1)
0 (u)

+ 1

)(
T

2σ
(−1)(u)
0

+ 1

))
du.

Лiтература

1. Булдыгин В.В., Козаченко Ю.В. К вопросу применимости метода Фурье для решения задач со
случайными краевыми условиями // Случайные процесы в задачах математической физики. —
1979. — С. 4–35.

2. Гладкая О.Н. Условия дифференцируимости по направлению выборочных функций случайных по-
лей // Теория вероятн. и мат. статистика. — 1977. — Вып. 17. — C. 33–40.

3. Довгай Б.В. Обгрунтування методу Фур’єдля неоднорiдного гiперболiчного рiвняння з випадковою
правою частиною // Укр. мат. журнал. — 2004. — T.56, №5. — С. 616–524.

4. Довгай Б.В., Козаченко Ю.В., Сливка-Тилищак Г.I. Крайовi задачi математичної фiзики з випад-
ковими факторами. — К.: ВПЦ “Київський унiверситет”, 2008. — 175 с.

5. Козаченко Ю.В., Вереш К.Й. Рiвняння теплопровiдностi з випадковими початковими умовами
iз просторiв Орлiча // Теорiя ймовiрностей та математична статистика. — 2009. — Вип. 80. — С.
56–69.



Рiвняння коливання однорiдної струни 327

6. Козаченко Ю.В., Ковальчук Ю.А. Краевые задачи со случайными начальными условиями и фун-
кциональные ряды из subϕ (Ω) I // Укр. мат. журнал. — 1998 . — T.50, №4. — С. 504–515.

7. Козаченко Ю.В., Ковальчук Ю.А. Краевые задачи со случайными начальными условиями и фун-
кциональные ряды из subϕ (Ω)II // Укр. мат. журнал. — 1998. — T.50, №5. — С. 897–906.

8. Козаченко Ю. В., Сливка Г. I. Обґрунтування методу Фур’є для гiперболiчного рiвняння з ви-
падковими початковими умовами // Теорiя ймов. та матем. статист. — 2003. — Вип. 69. — С.
48–63.

9. Положий Г. Н. Уравнения математической физики. – М.: Высшая школа, 1964. — 559 с.

10. Сливка-Тилищак Г.I., Вереш К.Й. Обґрунтування методу Фур’є для гiперболiчного рiвняння з
випадковими початковими умовами з простору Орлiча // Наук. вiсник. Ужгородського ун-ту.
Серiя математика i iнформатика. — 2008. — Вип. 16. — C. 174–183.

11. Barrasa de la Krus E., Kozachenko Yu. V. Boundary-value problems for equations of mathematical
physics with strictly Orlicz Random initial conditions, Random Oper. And Stoch. Eq., 3, 3 (1995),
201–220.

12. Kozachenko Yu.V., Veresh K.J. Boundary-value problems for a nonhomogeneous parabolic equation with
Orlicz right side, Random Oper. and Stoch. Equ., 18 (2010), 97–119.

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,

Київ, Україна

e-mail: aslyvka@tn.uz.ua

Надiйшло 01.03.2012

Slyvka-Tylyshchak A. The equations of homogeneous string vibration with random Orlicz initial

conditions, Carpathian Mathematical Publications, 4, 2 (2012), 316–327.

The conditions of existence with probability one of twice continuously differentiated solution

formulating in terms of correlation functions of the boundary-value problems of homogeneous

string vibration with random strongly Orlicz initial conditions are found. The estimation for

distribution of supremum of this problem has been got too.

Сливка-Тилищак А.И. Уравнение колебания однородной струны из случайными началь-
ными условиями с пространства Орлича // Карпатские математические публикации. —
2012. — Т.4, №2. — C. 316–327.
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