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Олiйник А.П., Штаєр Л.О. Дослiдження впливу параметрiв релаксацiї на збiжнiсть чи-
сельного методу послiдовної верхньої релаксацiї для задачi Дiрiхле // Карпатськi матема-
тичнi публiкацiї. — 2012. — Т.4, №2. — C. 289–296.

Визначено значення параметрiв релаксацiї, якi визначають оптимальну швидкiсть
збiжностi блочного методу послiдовної верхньої релаксацiї для розв’язку задачi Дiрiхле
в двовимiрнiй прямокутнiй областi, доведено збiжнiсть iтерацiйних процедур та додатню
визначенiсть матрицi вiдповiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Вступ

При вирiшеннi задач фiльтрацiї рiдини з урахуванням рiзних типiв граничних умов
виникає задача чисельного розв’язку задачi Дiрiхле з використанням методу релаксацiї
за рядками [1]. В роботах [4, 5] робиться спроба вибору оптимальних параметрiв релак-
сацiї, для яких встановлено умову 0 < ω < 2. Проте, в процесi практичної реалiзацiї
задачi встановлено, що вказанi межi змiни параметра релаксацiї є досить загальними,
в окремих випадках (ω → 0;ω → 2) iтерацiйний процес розв’язку задачi виявляється
розбiжним, а встановленi в роботах [4, 5] значення ωopt = 1, 87 призводять до розбiж-
ностi iтерацiйного процесу. Крiм того, вказане в [4, 5] оптимальне значення ωopt, яке є
меншим з коренiв рiвняння t2ω2 − 16ω + 16 = 0, де t = cos π

p
+ cos π

q
, а p та q — число

вiдрiзкiв, на якi сiтка розбиває кожну зi сторiн прямокутника, в якому знаходиться
розв’язок рiвняння Лапласа при p = q = 45, як легко пересвiдчитись прямим пiдра-
хунком, дорiвнює ωopt = 1, 99. В пропонованiй роботi робиться спроба розробки методу
оптимального вибору параметру релаксацiї для iтерацiйного методу розв’язання задачi
Дiрiхле, дослiджується залежнiсть швидкостi збiжностi вiд типу граничних умов.
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1 Постановка задачi

Задача оцiнки швидкостi фiльтрацiї рiдини в середовищi з опором вирiшується шля-
хом чисельного розв’язання системи рiвнянь фiльтрацiї, яка в прямокутнiй областi

G = {0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ y ≤ H} (1)

записується у виглядi [3] : 

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0;

u = −k

µ

∂p

∂x
;

v = −k

µ

∂p

∂y
+

kρg

µ
,

(2)

де u, v – компоненти вектора швидкостi фiльтрацiї, p – тиск рiдини; µ — динамiчна
в’язкiсть рiдини, k – проникнiсть рiдини, g — прискорення земного тяжiння, ρ — густина
рiдини. Система (2) доповнюється граничними умовами:

p
∣∣
∂G

= f (x, y) , (3)

де f (x, y) ∈ C (G) — у випадку задачi стацiонарної фiльтрацiї, та

p
∣∣
∂G

= g (x, y) , (4)

де g (x, y) – кусково-неперервна функцiя — у випадку фiльтрацiї рiдини через прямо-
кутну область за наявностi її витокiв через бокову поверхню.

Твердження 1.1. Задача (1)–(4) зводиться до задачi Дiрiхле вiдносно функцiї p (x, y).

Доведення. Диференцiюючи друге рiвняння системи (2) по x, а третє — по y, одержує-
мо: 

∂u

∂x
= −k

µ

∂2p

∂x2
;

∂v

∂y
= −k

µ

∂2p

∂y2
.

Звiдки, з урахуванням рiвняння нерозривностi (першого рiвняння системи (2)), одер-
жуємо:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 = −k

µ

(
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2

)
,

∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
= 0. (5)

Рiвняння (5) з граничними умовами (3) або (4) складає задачу Дiрiхле, що i завершує
доведення твердження.
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2 Розробка та дослiдження чисельного методу розв’язання задачi
Дiрiхле

Для чисельного розв’язку задачi Дiрiхле:

∂2u

∂x2
+

∂2v

∂y2
= 0, (x, y) ∈ G,

u
∣∣
∂G

= f (x, y) , f ∈ G (G) , (6)

або
u
∣∣
∂G

= g (x, y) , (7)

де g (x, y) — кусково-неперервна функцiя, використовується метод релаксацiї, розрахун-
кова схема якого записується у виглядi:

uK+1
i,j = (1− ω)uK

i,j +
ω

2 (1 + β2)

[
uK+1
i+1,j + uK+1

i−1,j + β2
(
uK
i,j+1 + uK+1

i,j−1

)]
, (8)

де ω — параметр релаксацiї, 0 < ω < 2 [1], uK
i,j — значення функцiї u в точцi (xi, yj) на

кроцi iтерацiйної процедури за номером K. Рiвняння (8) на кожному кроцi iтерацiйної
процедури мiстить три невiдомi величини: uK+1

i−1,j, u
K+1
i,j та uK+1

i+1,j. Величина uK
i,j є вiдомою

з попереднього кроку iтерацiйної процедури, як i значення uK
i,j+1. Величина uK+1

i,j−1 є
вiдомою з попереднього шару по координатi y. Таким чином, задаючи початкове набли-
ження функцiї u0 (x, y) з урахуванням граничних умов (6) або (7), що встановлюються
за фiзичною картиною процесу фiльтрацiї з урахуванням особливостей фiльтрацiї через
бокову поверхню областi G, одержується наступна система (для зручностi запису не
вказується верхнiй iндекс — номер iтерацiйного процесу, а також iндекс s — номер
шару по y) алгебраїчних лiнiйних рiвнянь з тридiагональною матрицею:

u2 − Au3 = F2,s;

−Au2+u3 − Au4 = F3,s;

−Au3 + u4 − Au5 = F4,s;

−−−−−−−−−−−
− AuI−2 + uI−1 = FI−1,s,

(9)

де 

F2,s = (1− ω)uK
2,s +

ωβ2

2 (1 + β2)

[
uK
2,s+1 + uK+1

2,s−1

]
+ Au

∣∣
∂G

(0; s) ;

Fi,s = (1− ω)uK
i,s +

ωβ2

2 (1 + β2)

[
uK
i,s+1 + uK+1

i,s−1

]
, i = 3, I − 2;

FI−1,s = (1− ω)uK
I−1,s +

ωβ2

2 (1 + β2)

[
uK
I−1,s+1 + uK+1

I−1,s−1

]
+ Au

∣∣
∂G

(I; s) ,

(10)

A = ω
(1+β2)2

; β = ∆x
∆y

, ∆x — крок рiзницевої схеми по координатi x, ∆y — крок iтерацiйної
процедури по координатi y, I — кiлькiсть точок розбиття по x, s — номер шару по y.
Величини (10) на кожному кроцi iтерацiйної процедури є вiдомими. Схема розв’язання
задачi є наступною:
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— задається початкове наближення розв’язку u0 (x, y);
— на кожному шарi по координатi y розв’язується система (9), в результатi чого за

вiдомим uK (x, y) знаходиться наближення uK+1 (x, y);
— якщо виконується умова:∣∣uK (xi, yj)− uK+1 (xi, yj)

∣∣ < ε, ∀ (xi, yj) ,

де ε — заданий рiвень точностi, iтерацiйний процес припиняється.
Використовуючи пропоновану схему до системи (2), знаходимо розв’язок рiвняння

(5) з граничними умовами (3) або (4), пiсля чого знаходиться поле швидкостей ~V (u, v)

за вiдомим розподiлом p (x, y). Виникає питання дослiдження збiжностi iтерацiйного
процесу, що базується на вирiшеннi задачi (9). Як вiдомо [2], якщо в системi лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь матриця Ã – симетрична додатньо визначена матриця, то метод
верхньої релаксацiї

(D + ωA1)
xn+1 − xn

ω
+ Ãxn = f,

де матриця системи A подається у виглядi:

Ã = D + A1 + A2,

де A1 — нижня трикутна матриця, A2 — верхня трикутна матриця; D — дiагональна
матриця, є збiжним при умовi 0 < ω < 2. Зокрема, метод Зейделя (ω = 1) збiгається.
Виникає питання в якiй мiрi вказаним умовам вiдповiдає матриця системи (9).

Твердження 2.1. Матриця системи (9)

Ã =



1 −A 0 0 0 | 0 0 0

−A 1 −A 0 0 | 0 0 0

0 −A 1 −A 0 | 0 0 0

0 0 −A 1 −A | 0 0 0

− − − − − | ...
...

...
0 0 . . . . . . . . . . . . −A 1 −A

0 0 . . . . . . . . . . . . 0 −A 1


, (11)

де

A =
ω

2 (1 + β2)
, β =

∆x

∆y
, (12)

є симетричною додатньо визначеною матрицею.

Доведення. Симетричнiсть матрицi Ã є очевидним фактом, оскiльки ∀i, j виконується
умова:

ãij = ãji.

Необхiдно перевiрити додатню визначенiсть матрицi, тобто, встановити, що будь-
який головний мiнор матрицi Ã є додатнiм. З цiєю метою дослiджується матриця (11)
з умовами: ∆x = ∆y ⇒ β =

∆x

∆y
= 1;

0 <ω < 2.
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Розглянемо визначник матрицi Ã:

det Ã =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −A 0 0 0 |
−A 1 −A 0 0 |
0 −A 1 −A 0 | 0

0 0 −A 1 −A |
− − − − − | − − −

| −A 1 −A

0 | 0 −A 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (13)

Позначимо символом Dm головний мiнор матрицi Ã порядку m. Тодi, очевидно,
det Ã = Dn, де n — порядок квадратної матрицi Ã. Тодi:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −A 0 0 0 |
−A 1 −A 0 0 |
0 −A 1 −A 0 | 0

0 0 −A 1 −A |
− − − − − | − − −

0 | −A 1 −A

(n× n) | 0 −A 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −A 0 0 0 |
−A 1 −A 0 0 |
0 −A 1 −A 0 | 0

0 0 −A 1 −A |
− − − − − | − − −

0 | −A 1 −A

(n− 1)× (n− 1) | 0 −A 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −A 0 0 0 |
−A 1 −A 0 0 |
0 −A 1 −A 0 | 0

0 0 −A 1 −A |
− − − − − | − − −

0 | −A 1 −A

| 0 −A 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(14)

де (n× n) — порядок вiдповiдної матрицi.

Формула (14) є формулою розкладу визначника за першим рядком. Застосовуючи
цю ж формулу для першого стовбця визначника, що є другим доданком в (14), одержує-
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мо:

Dn = Dn−1 + A · (−A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −A 0 0 0 |
−A 1 −A 0 0 |
0 −A 1 −A 0 | 0

0 0 −A 1 −A |
− − − − − | − − −

0 | −A 1 −A

(n− 2)× (n− 2) | 0 −A 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Dn−1 − A2Dn−2.

Отже,
Dn = Dn−1 − A2Dn−2. (15)

Формула (15) є формулою для обчислення будь-якого головного мiнора порядку n. З
(13) встановлюється, що D1 = 1; D2 = 1 = A2, тому будь-яке значення Dn визначається
за рекурентною формулою (15), для значень переметра n, яке дорiвнює кiлькостi точок
розбиття по координатi у прямокутної областi G (1). В рамках допущень (12) одержу-
ється, що для величини Dn справедлива наступна оцiнка (як для монотонної функцiї
аргумента A): {

β = 1;

0 < ω < 2,
⇒ n+ 1

2n
≤ Dn ≤ 1,

тобто, Dn — завжди додатня величина, причому значення n+1
2n

— це значення Dn при
ω = 2; 1 — значення Dn при ω = 0.

Справедливiсть цього твердження очевидна при ω = 0, A = 0, i матриця Ã є одини-
чною, якщо ж ω = 2, то легко встановлюється рекурентна формула

Dn =
n+ 1

2n
. (16)

Проводячи розрахунки для ω = 2 за формулою (15), пересвiдчимось, що при n = 1

та при n = 2 формула (16) є вiрною. Очевидно, D1 = 1; D2 = 1−A2 = 1− 1
4
= 3

4
, тобто,

формула (16) є вiрною. Перевiримо, що (16) справедлива при m = n, якщо допустимо
за методом математичної iндукцiї, що (16) вiрна для m = n− 1 та m = n− 2. Оскiльки:

Dn = Dn−1+A2Dn−2 =
(n− 1) + 1

2n−1
− 1

22
(n− 2) + 1

2n−2
=

n

2n−1
−n− 1

2n
=

2n− n+ 1

2n
=

n+ 1

2n
,

тобто, (16) — вiрна за методом математичної iндукцiї. Таким чином, Ã – додатньо
визначена симетрична матриця, тому вказаний iтерацiйний процес збiгається.

3 Аналiз одержаних результатiв дослiдження збiжностi

Результати розрахункiв Dn для n ≤ 50 подано в таблицi 1.
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Таблиця 1. Залежнiсть значень головних мiнорiв матрицi iтерацiйного про-
цесу Dj , j = 1, ..., N при рiзних значеннях параметра релаксацiї

N значення параметра релаксацiї, ω =

0,2 0,6 1,05 1,4 1,8
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3 0,9950 0,9550 0,8622 0,7550 0,5950
5 0,9900 0,9115 0,7386 0,5550 0,3130
7 0,9851 0,8700 0,6327 0,4077 0,1618
9 0,9801 0,8304 0,5420 0,2995 0,0835
11 0,9752 0,7926 0,4643 0,2200 0,0430
13 0,9703 0,7565 0,3978 0,1616 0,0222
15 0,9655 0,7221 0,3407 0,1187 0,0114
17 0,9607 0,6892 0,2919 0,0872 0,0059
19 0,9558 0,6578 0,2500 0,0641 0,0030
21 0,9511 0,6279 0,2142 0,0471 0,0016
23 0,9463 0,5993 0,1835 0,0346 0,0008
25 0,9416 0,5720 0,1572 0,0254 0,0004
27 0,9368 0,5459 0,1347 0,0187 0,0002
29 0,9322 0,5211 0,1154 0,0137 0,0001
31 0,9275 0,4974 0,0988 0,0101 0,0001
33 0,9228 0,4747 0,0847 0,0074 0,0000
35 0,9182 0,4531 0,0725 0,0054 0,0000
37 0,9136 0,4325 0,0621 0,0040 0,0000
39 0,9091 0,4128 0,0532 0,0029 0,0000
41 0,9045 0,3940 0,0456 0,0022 0,0000
43 0,9000 0,3760 0,0391 0,0016 0,0000
45 0,8955 0,3589 0,0335 0,0012 0,0000
47 0,8910 0,3426 0,0287 0,0009 0,0000
49 0,8865 0,3270 0,0245 0,0006 0,0000

Аналiзуючи одержанi результати, можна зробити висновок про те, що при ω → 2

доведена теоретично збiжнiсть iтерацiйного методу при практичнiй реалiзацiї може не
досягатись, оскiльки в такому випадку визначник матрицi A при великих значеннях
n наближається до нуля, що обумовлює погану збiжнiсть iтерацiйного процесу, а, з
урахуванням похибок округлення – до розбiжностi методу. З iншого боку, при ω → 0

метод збiгається дуже повiльно, саме через те, що з переходом вiд кроку iтерацiйної
процедури за номером K до кроку K+1 розв’язок змiнюється мало через те, що det Ã ≈
1, а матриця Ã близька до одиничної. Проте, можна зробити висновок – при виборi
значення ω необхiдно враховувати величину числа n – тобто, кiлькiсть точок розбиття
по координатi x – при значеннях n ≤ 50 задовiльнi результати при заданому рiвнi
точностi ε = 10−4 одержуються при 0, 8 < ω < 1, 25. Залежнiсть мiж кiлькiстю iтерацiй
до збiжностi та значенням ω подано в таблицi 2.
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Таблиця 2. Залежнiсть мiж кiлькiстю iтерацiй до збiжностi та значенням параметра
релаксацiї

Параметр релаксацiї 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4
Кiлькiсть iтерацiй 9 8 7 7 6 6 5 5 5 5 6 19

Ще одним важливим висновком, який можна зробити за результатами дослiдження
збiжностi iтерацiйного процесу, є залежнiсть швидкостi збiжностi вiд типу граничних
умов – так, в тих випадках, коли граничнi умови вибираються у формi (3), швидкiсть
збiжностi в 2 рази бiльша, нiж у випадку розривних граничних умов (4).

Напрямки подальших дослiджень визначаються необхiднiстю узагальнення вказа-
ної методики на розв’язок задачi Пуасона – коли права частина (5) не дорiвнює нулю,
вивчення поведiнки чисельного розв’язку задачi (5) з умовами (3) i (4) при реальних
фiзичних значеннях величин, що входять в математичнi моделi (2)–(4) при бiльш скла-
дних, нiж (1) просторових конфiгурацiях областей.
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The relaxation parameters values to definite sequential upper relaxation block method con-

vergence optimal velocity have been determined for the Dirichlet’s problem in two-dimensional

rectangle spatial region, the iteration procedure convergence and positive definiteness of the

corresponding linear algebraic equations system matrix have been proved.
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Определены значения параметров релаксации, которые определяют оптимальную ско-
рость сходимости блочного метода последовательной верхней релаксации для решения за-
дачи Дирихле в двухмерной прямоугольной области, доказана сходимость итерационных
процедур и положительная определённость матрицы соответствующей системы линейных
алгебраических уравнений.


