
Карпатськi математичнi Carpathian Mathematical
публiкацiї. Т.4, №2 Publications. V.4, №2

УДК 517.98

Копач М.I.1, Обшта А.Ф.2, Шувар Б.А.2

АНАЛОГИ ДВОСТОРОННIХ МЕТОДIВ КУРПЕЛЯ ДЛЯ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ПIСЛЯДIЄЮ

Копач М.I., Обшта А.Ф., Шувар Б.А. Аналоги двостороннiх методiв Курпеля для дифе-
ренцiальних рiвнянь з пiслядiєю // Карпатськi математичнi публiкацiї. — 2012. — Т.4, №2.
— C. 268–274.

Дослiдженi аналоги двостороннiх методiв Курпеля для диференцiальних рiвнянь з
пiслядiєю, в яких правi частини мають властивiсть гетеротонностi. Встановленi оцiнки
збiжностi алгоритмiв.

Вступ

Диференцiальнi рiвняння з пiслядiєю виникають при моделюваннi реальних проце-
сiв у технiцi, медицинi, бiологiї, економiцi, фiзицi, демографiї й iнших галузях науки i
технiки. В таких моделях, що мають протяжнiсть у часi, стан об’єктiв характеризується
не лише параметрами бiжучого моменту часу, а й нерiдко залежить вiд їхнього попере-
днього стану. Наприклад, в процесах керування соцiальними явищами iстотний вплив
мають ефекти iнформацiйного запiзнення. При поширеннi сигналiв у каналах оберне-
них зв’язкiв, що мають скiнченну швидкiсть, яка пов’язана з iтерацiйнiстю регуляторiв,
теж потрiбно враховувати запiзнення за часом. В другiй половинi ХХ столiття активiзу-
вався iнтерес дослiдникiв до диференцiальних, iнтегральних, iнтегро-диференцiальних
та iнших класiв операторних рiвнянь, що мiстять запiзнення. Першi теореми про iсну-
вання розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та їх поведiнку були
встановленi В. Файтом [6], А.Д. Мишкiсом [5], Норкiном [4] та iншими авторами. Дина-
мiчним системам, що описуються рiвняннями iз запiзненням присвячено чимало робiт.
В багатьох випадках на рiвняння iз запiзненням аргументу можна поширити методику
дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь, в яких невiдомi функцiї залежать
тiльки вiд поточного часу. В данiй статтi методику М.С. Курпеля (див. напр., [1]–[5])
побудови двостороннiх методiв, застосовано для побудови двостороннiх наближень до
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з пiслядiєю.
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1 Постановка задачi

Розглянемо рiвняння вигляду

x′(t) = g(t, x(t), x(τ(t))), (1)

де τ(t) = t − ∆(t) є неперервною при t ∈ [t0, T ] дiйсною функцiєю, причому ∆(t) ≥ 0,
g(t, y, z), h(t, y, z) є неперервними при t ∈ [t0, T ], y, z ∈ S(x0,M) = {x||x − x0| ≤ M},
(x, y, z, x0 ∈ R1) дiйсними функцiями. Шукатимемо неперервно диференцiйовний при
t ∈ [t0, T ] розв’язок x(t) рiвняння (1), який задовольняє початкову умову

x(t) = ϕ(t), t ∈ E0 = {t|t ≤ t0, T ∈ R1}, (2)

з неперервною функцiєю ϕ(t).

2 Обґрунтування алгоритмiв

Умовою А назвемо таке припущення: заданi неперервнi при t ∈ [t0, T ], y, z, p, q ∈
S(x0,M) неспаднi щодо y та p, незростаючi щодо z та q невiд’ємнi функцiї a1i(t, y, z, p, q),
b1i(t, y, z, p, q), α1i(t, y, z, p, q), β1i(t, y, z, p, q), i = 1, 2, для яких iз спiввiдношень t ∈ [t0, T ],
y ≤ z, p ≤ q y, z, p, q ∈ S(x0,M) випливають нерiвностi

(a11(t, y, z, p, q) + α11(t, y, z, p, q))(z − y) + (a12(t, y, z, p, q) + α12(t, y, z, p, q))(q − p)

≤ g(t, z, q)− g(t, y, p),

(b11(t, y, z, p, q) + β11(t, y, z, p, q))(z − y) + (b12(t, y, z, p, q) + β12(t, y, z, p, q))(q − p)

≤ h(t, z, q)− h(t, y, p).

Задамо неперервно диференцiйовнi при t ∈ [t0, T ] функцiї u(t), v(t) ∈ S(x0,M), для
яких

u(t) ≤ ϕ(t) ≤ v(t), t ∈ E0, (3)

u(t) ≤ v(t), t ∈ [t0, T ], (4)

u′(t) ≤ g(t, u(t), u(τ(t)))− h(y, v(t), v(τ(t))), (5)

v′(t) ≥ g(t, v(t), v(τ(t)))− h(t, u(t), u(τ(t))).

Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул:

y0(t) = u(t), z0(t) = v(t), (6)

y′n+1 = a11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))(yn+1(t)− yn(t))

+a12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))(yn+1(τ(t))− yn(τ(t)))

+b11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))(zn+1(t)− zn(t)) (7)

+b12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))(zn+1(τ(t))− zn(τ(t)))

+g(t, yn(t), yn(τ(t)))− h(t, zn(t), zn(τ(t))),

z′n+1 = (a11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))

α11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))))(zn+1(t)− zn(t))
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+(a12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))

+α12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))))(zn+1(τ(t))− zn(τ(t)))

(+b11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))) (8)

+β11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))))(yn+1(t)− yn(t))

(+b12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t)))

+β12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))))(yn+1(τ(t))− yn(τ(t)))

+g(t, zn(t), zn(τ(t)))− h(t, yn(t), yn(τ(t))),

yn+1(t) = zn+1(t) = ϕ(t), t ∈ E0.

Теорема 1. Нехай виконана умова А, заданi функцiї u(t), v(t), якi задовольняють спiв-
вiдношення (3)–(5). Тодi для iтерацiйного процесу (6)–(8) справджуються нерiвностi

yt ≤ yn+1(t) ≤ zn+1(t) ≤ zn(t), n = 0, 1, . . . , t ∈ [t0, T ]. (9)

Доведення. Задля зручностi позначимо:

a1i(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))) = an1i(t),

α1i(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))) = αn
1i(t),

b1i(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))) = bn1i(t), (10)

β1i(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t)), zn(τ(t))) = βn
1i(t).

Iз (4)–(7) випливає

y′1(t)− y′0(t) ≥ a
(0)
11 (t)(y1(t)− y0(t)) + a

(0)
12 (t)(y1(τ(t))− y0(τ(t)))

+b
(0)
11 (t)(z0(t)− z1(t)) + b

(0)
12 (t)(z0(τ(t))− z1(τ(t))), (11)

z′0(t)− z′1(t) ≥ (a
(0)
11 (t) + α

(0)
11 (t))(z0(t)− z1(t))

+(a
(0)
12 (t) + α

(0)
12 )(z0(τ(t))− z1(τ(t)))(b

(0)
11 (y) + β

(0)
11 (t))(y1(t)− y0(t))

+(b
(0)
12 (t) + β

(0)
12 (t))(y1(τ(t))− y0(τ(t))).

Додавши до умов (4)–(7) умову А, отримаємо

z′1 − y′1 ≥ (a
(0)
11 (t) + b

(0)
11 (t))(z1(t)− y1(t)) + (a

(0)
12 (t) + b

(0)
12 (t))(z1(τ(t))− y1(τ(t))). (12)

Застосувавши до нерiвностей (11) та (12) теорему про двостороннi диференцiальнi
нерiвностi iз запiзненням аргументу [2], отримаємо, що y0(t) ≤ y1(t), z1(t) ≤ z0(t) та
y1(t) ≤ z1(t) при t ∈ [t0, T ]. Отже нерiвностi (9) мають мiсце при n = 0.

Припускаючи, що цi нерiвностi справджуються для деякого n = k−1 > 0, аналогiчно
як при встановленнi нерiвностей (11)–(12) для n = k матимемо

y′k+1(t)− y′k(t) ≥ a
(k)
11 (t)(yk+1(t)− yk(t)) + ak12(t)(yk+1(τ(t))− yk(τ(t)))

+b
(k)
11 (t)(zk(t)− zk+1(t)) + bk12(t)(zk(τ(t))− zk+1(τ(t))),
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z′k(t)− z′k+1(t) ≥ (a
(k)
11 (t) + αk

11(t))(zk(t)− zk+1(t)) + (ak12(t) + αk
12(t))(zk(τ(t))− zk+1(τ(t)))

+(b
(k)
11 (t) + βk

11(t))(yk+1(t)− yk(t)) + (bk12(t)− βk
12(t)(yk+1(τ(t))− yk(τ(t)))

та

z′k+1(t)−y′k+1(t) ≥ (a
(k)
11 (t)+bk11(t))(zk+1(t)−yk+1(t))+(a

(k)
11 (t)+bk12(t))(zk+1(τ(t))−yk+1(τ(t)),

що на пiдставi теореми про двостороннi диференцiальнi нерiвностi iз запiзненням ар-
гументу дозволяє стверджувати про виконання нерiвностей yk+1(t) ≥ yk(t), zk+1(t) ≤
zk(t), yk+1(t) ≤ zk(t), при t ∈ [t0, T ].

Згiдно принципу математичної iндукцiї робимо висновок про виконання нерiвностей
(9) для будь-якого n. Теорема доведена.

Теорема 2. Якщо виконанi умови теореми 1 i система рiвнянь

y′(t) = g(t, y(t), y(τ(t)))− h(t, z(t), z(τ(t))),

z′(t) = g(t, z(t), z(τ(t)))− h(t, y(t), y(τ(t))) (13)

з початковою умовою
y(t) = z(t) = ϕ(t) (14)

має на [t0, T ] єдиний в класi неперервно диференцiйовних функцiй розв’язок, то задача
(1)–(2) має єдиний неперервно диференцiйовний розв’язок x∗(t); для цього розв’язку
i послiдовностей yn(t), zn(t), побудованих за допомогою формул (6)–(8), мають мiсце
спiввiдношення

yn(t) ≤ yn+1(t) ≤ x∗(t) ≤ zn+1(t) ≤ zn(t). (15)

При цьому послiдовностi yn(t), zn(t) збiгаються на [t0, T ] рiвномiрно до x∗(t) моно-
тонно не спадаючи та монотонно не зростаючи вiдповiдно.

Доведення. Доведення зводиться за суттю до повторення мiркувань, використаних для
обґрунтування теореми 1

Умовою B назвемо припущення про iснування таких неперервних невiд’ємних фун-
кцiй α2i(t, y, z, p, q), β2i(t, y, z, p, q), i = 1, 2, для яких iз спiввiдношень t ∈ [t0, T ], y ≤
z, p ≤ q, y, z, p, q ∈ S(x0,M) випливають нерiвностi

g(t, z, q)− g(t, y, p) ≤ (a11(t, z, y, p, q) + α21(t, z, y, p, q))(z − y)

+(a12(t, z, y, p, q) + α22(t, z, y, p, q))(q − p),

h(t, z, q)− h(t, y, p) ≤ (b11(t, z, y, p, q) + β21(t, z, y, p, q))(z − y)

+(b12(t, z, y, p, q) + β22(t, z, y, p, q))(q − p),

де функцiї a1i(t, z, y, p, q), b1i(t, z, y, p, q), i = 1, 2, задовольняють умову А.
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Теорема 3. Нехай виконанi умови А та В i заданi функцiї u(t), v(t), якi задовольняють
спiввiдношення (3)–(5). Тодi при t ∈ [t0, T ], n = 0, 1, . . . для послiдовностей yn(t), zn(t),
побудованих за допомогою формул (6)–(8), мають мiсце оцiнки

z′n+1(t)− y′n+1(t) ≤ f (2)
n (t)(zn+1(t)− yn+1(t))

+ϕ(2)
n (t)(zn+1(τ(t))− yn+1(τ(t))) + f (1)

n (t)(zn(t)− yn(t)) +ϕ(1)
n (t)(zn(τ(t))− yn(τ(t))), (16)

де
f (1)
n (t) = a12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))) + b12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))),

ϕ(1)
n (t) = α22(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))) + β22(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))),

f (2)
n (t) = a11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))) + b11(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))),

ϕ(2)
n (t) = α12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))) + β12(t, yn(t), zn(t), yn(τ(t))).

Доведення. Достовiрнiсть оцiнок (16) пiдтверджується за допомогою мiркувань, якi
тiльки подробицями вiдрiзняються вiд мiркувань, за допомогою яких встановленi оцiн-
ки (9) з теореми 1.

Зазначимо, що у тому випадку, коли до системи (7) можна застосувати вiдомий у
теорiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням аргументу метод крокiв, тобто, коли
маємо ситуацiю, за якої

∆(t) ≥ ∆0 > 0,

то за припущень, якi забезпечують виконання нерiвностi z′n(t)−y′n(t) ≥ 0, при t ∈ [t0, T ],
n = 0, 1, . . . , iз (16) можна отримати

z′n+1(t)− y′n+1(t) ≤ fn(t)(zn+1(t)− yn+1(t)) + ϕn(t)(zn(t)− yn(t)), (17)

де fn(t) = f
(2)
n (t) + ϕ

(2)
n (t), fn(t) = f

(1)
n (t) + ϕ

(1)
n (t). Звiдси отримаємо оцiнку вигляду:

zn+1(t)− yn+1(t) ≤
t∫

t0

ϕn(s)(zn(s)− yn(s)) exp
( t∫

s

fn(ξ)dξ
)
ds. (18)

З (17) та (18) можна отримати менш точнi оцiнки, поклавши fn(t) ≤ M1, ϕn(t) ≤ M2.

Якщо ж метод крокiв незастосовний, то виникають додатковi труднощi щодо можли-
востi практичного розв’язання системи (7) щодо yn+1(t), zn+1(t). Тому доцiльно розгля-
нути алгоритм, при побудовi якого використовуються формули (6), (8), але систему
рiвнянь (7) замiнено простiшою системою вигляду:

y′n+1 = a
(n)
11 (t)(yn+1(t)−yn(t))−b

(n)
11 (zn+1(t)−zn(t))+g(t, yn(t), yn(τ(t)))−h(t, zn(t), zn(τ(t))),

(19)
z′n+1(t) = (a

(n)
11 (t) + α

(n)
11 (t))(zn+1(t)− zn(t))− (b

(n)
11 (t) + β

(n)
11 (t))(yn+1(t)− yn(t))

+g(t, zn(t), zn(τ(t)))− h(t, yn(t), yn(τ(t))),

де маємо на увазi позначення (10).
Виконання нерiвностей (9) для n = 0 випливає iз спiввiдношень

y′1(t)− y′0(t) ≥ a
(0)
11 (t)(y1(t)− y0(t)) + b

(0)
11 (t)(z0(t)− z1(t)),
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z′0(t)− z′1(t) ≥ (a
(0)
11 (t) + α

(0)
11 (t))(z0(t)− z1(t))

+(b
(0)
11 (t) + β

(0)
11 (t))(y1(t)− y0(t)),

якi отримуємо безпосередньо з (5), (6) та (19) для n = 0.

Звiдси, як i ранiше, за теоремою про диференцiальнi нерiвностi iз запiзненням ар-
гументу, матимемо y1(t) ≥ y0(t), z0(t) ≥ z1(t), при t ∈ [t0, T ]. Крiм того, при n = 0 з (19)
випливає

z′1(t)− y′1(t) ≥ (a
(0)
11 (t) + β

(0)
11 (t))(z1(t)− y1(t)).

З теореми про диференцiальнi нерiвностi iз запiзненням аргументу можна зробити
висновок, що z1(t) ≥ y1(t), при t ∈ [t0, T ]. Обґрунтуємо можливiсть переходу вiд n − 1

до n в (9). Матимемо

y′n+1(t)− y′n(t) ≥ a
(n)
11 (t)(yn+1(t)− yn(t)) + b

(n)
11 (t)(zn(t)− zn−1(t)),

z′n(t)− z′n+1(t) ≥ (a
(n)
11 (t) + α

(n)
11 (zn(t)− zn+1(t)) + (b

(n)
11 (t))(yn(t)− yn−1(t)).

Звiдси можна зробити висновок про обґрунтованiсть нерiвностей

yn+1(t) ≥ yn(t), zn+1(t) ≤ zn−1(t),

при t ∈ [t0, T ], якщо справджуються нерiвностi yn(t) ≥ yn−1(t), zn(t) ≤ zn−1(t).

Враховуючи це, одержуємо

z′n+1 − y′n+1 ≥ (an11(t) + bn11(t))(zn+1(t)− yn+1(t))

−(a
(n)
11 + b

(n)
11 (t))(zn(t)− yn(t))− a

(n)
11 (t)(zn(t)− zn+1(t))

−β
(n)
11 (t)(yn+1(t)− yn(t)) + (a

(n)
11 (t) + b

(n)
11 (t) + α

(n)
11 (t) + β

(n)
11 (t))(zn(t)− yn(t))

+(a
(n)
12 (t) + b

(n)
12 (t) + α

(n)
12 (t) + β

(n)
12 (t))(zn(τ(t))− yn(τ(t))).

Використовуючи теорему про диференцiальнi нерiвностi iз запiзненням аргументу
матимемо, що zn+1(t) ≥ yn+1(t). Якщо zn(t) ≥ yn(t) при t ∈ [t0, T ], то робимо висновок
про виконання нерiвностей (9) для алгоритму (6), (8), (19).

За зазначених обставин та додаткового припущення про єдинiсть розв’язку задачi
(13), (14) приходимо до такого самого висновку щодо алгоритму (6), (8), (19), який
мiстить теорема 2 щодо алгоритму (6)–(8).

Наступна теорема пiдсумовує отриманий для алгоритму (6), (8), (19) висновок.

Теорема 4. Нехай справджується умова А, заданi неперервно диференцiйовнi при
t ∈ [t0, T ] функцiї u(t), v(t), якi задовольняють спiввiдношення (3)–(5) i задача (13),
(14) має єдиний розв’язок в класi неперервно диференцiйовних на [t0, T ] пар функцiй.
Тодi для єдиного неперервно диференцiйовного на [t0, T ] розв’язку x(t) задачi (1), (2)
i послiдовностей yn(t), zn(t), утворених за допомогою формул (6), (8), (19) мають мiсце
при t ∈ [t0, T ], n = 0, 1, ... спiввiдношення (15).

Приєднання до умов теореми 4 умови В призводить до формального вигляду (16).
Цей факт спричинює те, що надлiнiйну збiжнiсть для алгоритму (6), (8), (19) можна
отримати в тому випадку, коли справджується строга нерiвнiсть у (16) i тому застосов-
ний метод крокiв. Система (7) мiстить запiзнення у доданках з iндексами n+1, тому її
не завжди вдається розв’язати щодо yn+1(t), zn+1(t). Це обгрунтовує потребу побудови
спрощених аналогiв алгоритму (6)–(8), окремi з яких можна знайти в [2].
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