
Карпатськi математичнi Carpathian Mathematical

публiкацiї. Т.4, №2 Publications. V.4, №2

УДК 517.524

Дмитришин Р.I.

БАГАТОВИМIРНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ g-АЛГОРИТМУ БАУЕРА

Дмитришин Р.I. Багатовимiрне узагальнення g-алгоритму Бауера // Карпатськi матема-
тичнi публiкацiї. — 2012. — Т.4, №2. — C. 247–260.

Побудовано алгоритм розвинення заданого формального кратного степеневого ряду
у вiдповiдний багатовимiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними та встановлено умови
iснування такого алгоритму.

Вступ

В аналiтичнiй теорiї неперервних дробiв та їх багатовимiрних узагальнень –– гiл-
лястих ланцюгових дробiв — вивчаються функцiональнi дроби, якi використовуються
для дослiдження голоморфних i мероморфних функцiй. При побудовi таких дробiв, як
один iз методiв, використовують принцип вiдповiдностi [12, с. 148–160]. У результатi
отримано рiзнi типи функцiональних неперервних дробiв (див. [12, с. 220–283]) та їх
узагальнення [1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 7, 8, 11, 13, 14]. Одним iз таких узагальнень є багато-
вимiрнi g-дроби з нерiвнозначними змiнними [2, 3, 4, 7, 9, 10]. У данiй статтi побудовано
алгоритм розвинення заданого формального кратного степеневого ряду (ФКСР) у вiд-
повiдний багатовимiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними, який є багатовимiрним
узагальненням g-алгоритму Бауера [6], i встановлено необхiднi та достатнi умови його
iснування.

1 Вiдповiднiсть

Нехай Pmn(z), Qln(z) — багаточлени степенiв mn i ln вiдповiдно, n ≥ 1, де z =

(z1, z2, . . . , zN) ∈ CN , N ∈ N, причому Qln(0) 6= 0. Рацiональна функцiя

fn(z) =
Pmn(z)

Qln(z)
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називається вiдповiдною деякому ФКСР

L(z) =
∑

|m(N)|≥0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N), (1)

де m(N) = m1,m2, . . . ,mN — мультиiндекс, mi ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ N, 0(N) = 0, 0, . . . , 0,

|m(N)| = m1 +m2 + · · ·+mN , sm(N) ∈ R, zm(N) = zm1
1 zm2

2 · . . . · zmN
N , z ∈ CN , з порядком

вiдповiдностi νn, якщо розвинення fn(z) у ФКСР збiгається з L(z) за всiма однорiдними
багаточленами до степеня νn−1 включно. Послiдовнiсть {fn(z)} є вiдповiдною ряду (1),
якщо

lim
n→∞

νn = ∞.

Задамо множину мультиiндексiв

M = {m(N) : m(N) = m1,m2, . . . ,mN , mp ∈ Z+, 1 ≤ p ≤ N},

на якiй визначимо покомпонентно арифметичнi операцiї :

m(N) + n(N) = m1 + n1,m2 + n2, . . . ,mN + nN , для всiх m(N), n(N) ∈ M;

km(N) = km1, km2, . . . , kmN , для всiх m(N) ∈ M i для всiх k ∈ Z+.

Розглянемо багатовимiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними
s0

1 +
∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

=
s0

1 +
N∑

i1=1

gi(1)zi1

1 +

i1∑
i2=1

gi(2)(1− gi(1))zi2

1 +

i2∑
i3=1

gi(3)(1− gi(2))zi3
1 + ...

, (2)

де s0 > 0, i(k) = i1, i2, . . . , ik — мультиiндекс, 0 < gi(k) < 1, k ≥ 1, 1 ≤ in ≤ in−1, 1 ≤ n ≤
k, i0 = N, gi(0) = 0, z ∈ CN .

Нехай er = δr,1, δr,2, . . . , δr,N — мультиiндекс, δr,s — символ Кронекера, 1 ≤ r, s ≤ N.

Задамо множини мультиiндексiв

I = {i(k) : i(k) = i1, i2, . . . , ik, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i0 = N},

I∗ = {~i∗k : ~i∗k = ei1 + ei2 + · · ·+ eik , i(k) ∈ I}

i вiдображення ϕ : I → I∗, таке, що ϕ(i(k)) =~i∗k для кожного i(k) ∈ I (можна показати,
що вiдображення ϕ є бiєктивне). Покладемо gi(k) = q~i∗k

, i(k) ∈ I, ~i∗k ∈ I∗, i gi(0) = q~i∗0 , де
~i∗0 = e0 = 0, 0, . . . , 0. Тодi дрiб (2) запишемо у виглядi

s0

1 +
∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

q~i∗k
(1− q~i∗k−1

)zik

1

, (3)

де s0 > 0, q~i∗0 = 0, 0 < q~i∗k
< 1, ~i∗k ∈ I∗, z ∈ CN .
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Вiдповiднiсть дробу (3) до ряду (1) означає, що розвинення кожного його n-го пiд-
хiдного дробу

gn(z) =
s0

1 +
n−1

D
k=1

ik−1∑
ik=1

q~i∗k
(1− q~i∗k−1

)zik

1

у ФКСР збiгається з даним рядом за всiма однорiдними багаточленами до степеня n−1

включно, тобто νn = n, n ≥ 1.

2 Алгоритм

Побудуємо та дослiдимо алгоритм розвинення ФКСР (1) у вiдповiдний багатови-
мiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними (3).

Нехай s0(N) > 0 i

Re0(z) =
∑

|m(N)|≥0

(−1)|m(N)| sm(N)

s0(N)

zm(N).

Позначимо через
R′

e0
(z) =

∑
|m(N)|≥0

(−1)|m(N)|se0m(N)z
m(N) (4)

ряд, обернений до кратного степеневого ряду Re0(z). Коефiцiєнти ряду (4) однозначно
визначаються за допомогою рекурентних формул

se0m(N) = −
|m(N)|∑
|r(N)|=1

se0m(N)−r(N)

sr(N)

s0(N)

, mj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N, |m(N)| ≥ 1, (5)

де se00(N) = 1, причому se0n(N) = 0, якщо iснує iндекс j, 1 ≤ j ≤ N, такий, що nj < 0.

Ряд (4) за умов, що se0ej 6= 0, 2 ≤ j ≤ N, запишемо у виглядi

R′
e0
(z) = Pe1(z1)−

N∑
j=2

se0ejzjRej(z),

де

Pe1(z1) =
∞∑

m1=0
mj=0, 2≤j≤N

(−1)m1se0m(N)z
m1
1 , Rej(z) =

∑
|r(N)|≥0

ri=0, j+1≤i≤N

(−1)|r(N)|
se0ej+r(N)

se0ej
zr(N).

Тодi
L(z) =

s0(N)

Pe1(z1)−
N∑
j=2

se0ejzjRej(z)

.

Послiдовнiсть

sn =

∫ 1

0

undϕ(u), n ≥ 0,
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де ϕ(u) — дiйсна i монотонно неспадна функцiя з нескiнченним числом точок росту,
називається цiлком монотонною вiдповiдною нескiнченному розподiлу мас, якщо

∆msn ≥ 0, m ≥ 0, n ≥ 0,

де

∆msn = sn −
(
1

m

)
sn+1 +

(
2

m

)
sn+2 − · · ·+ (−1)m

(
m

m

)
sn+m [17].

Нехай {sm(N)}∞m1=0, mj = 0, 2 ≤ j ≤ N, — цiлком монотонна послiдовнiсть вiдповiдна
нескiнченному розподiлу мас. Тодi згiдно з теоремою 4.1 [17] iснують дiйснi числа q~i∗k

,

ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 такi, що 0 < q~i∗k
< 1, ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i

∞∑
m1=0

mj=0, 2≤j≤N

(−1)m1
sm(N)

s0(N)

zm1
1 ∼

1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k
(1− q~i∗k−1

)z1

1


−1

,

де символ “∼” означає вiдповiднiсть мiж рядом i дробом, q~i∗0 = 0. Звiдси

Pe1(z1) ∼ 1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k
(1− q~i∗k−1

)z1

1
,

оскiльки ряд Pe1(z1) обернений до ряду
∞∑

m1=0
mj=0, 2≤j≤N

(−1)m1
sm(N)

s0(N)

zm1
1 .

Коефiцiєнти неперервного g-дробу, вiдповiдного формальному степеневому ряду, можна
обчислити, використовуючи g-алгоритм Бауера [6]. Згiдно з цим алгоритмом q~i∗k

, ip = 1,

1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 є дiагональними елементами q
(0)
~i∗k

, ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 g-таблицi при
h = 0

q
(0)
~i∗1+

~j∗h

q
(1)
~i∗0+

~j∗h
q
(0)
~i∗2+

~j∗h

q
(1)
~i∗1+

~j∗h
q
(0)
~i∗3+

~j∗h

q
(2)
~i∗0+

~j∗h
q
(1)
~i∗2+

~j∗h

... . . .
... q

(2)
~i∗1+

~j∗h

...
...

(6)

елементи якої визначаються за такими рекурентними спiввiдношеннями (правилами
ромба)

(1− q
(n)
~i∗2r+1+

~j∗h
)(1− q

(n)
~i∗2r+2+

~j∗h
) = (1− q

(n+1)
~i∗2r+

~j∗h
)(1− q

(n+1)
~i∗2r+1+

~j∗h
), r ≥ 0, n ≥ 0,

q
(n)
~i∗2r+

~j∗h
q
(n)
~i∗2r+1+

~j∗h
= q

(n+1)
~i∗2r−1+

~j∗h
q
(n+1)
~i∗2r+

~j∗h
, r ≥ 1, n ≥ 0,

 (7)
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з початковими умовами

q
(n)
~i∗0+

~j∗h
= 0, q

(n)
~i∗1+

~j∗h
=

s
~j∗h−ejh
m(N)+ei1+ejh

s
~j∗h−ejh
m(N)+ejh

, |m(N)| = mi1 = n, n ≥ 0, (8)

причому
q
(n)
~i∗1

=
sm(N)+ei1

sm(N)

, |m(N)| = mi1 = n, n ≥ 0.

Таким чином, можемо записати

L(z) ∼
s0(N)

1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k
(1− q~i∗k−1

)z1

1
−

N∑
j=2

se0ejzjRej(z)

,

де q~i∗0
= 0.

Нехай l — довiльне натуральне число, 2 ≤ l ≤ N, i нехай

{sm(N)}∞ml=0, mj = 0, j 6= l, 1 ≤ j ≤ N

— цiлком монотонна послiдовнiсть вiдповiдна нескiнченному розподiлу мас. Тодi, згiдно
з теоремою 4.1 [17], iснують дiйснi числа q′~i∗k

, ip = l, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 такi, що 0 < q′~i∗k
< 1,

ip = l, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i

∞∑
ml=0

mj=0, j 6=l, 1≤j≤N

(−1)mlsm(N)z
ml
l ∼ s0(N)

1 +
∞

D
k=1

ip=l, 1≤p≤k

q′~i∗k
(1− g′~i∗k−1

)zl

1


−1

,

де q′~i∗0
= 0. Коефiцiєнти q′~i∗k

, ip = l, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 є дiагональними елементами q
(0)
~i∗k

,

ip = l, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 g-таблицi (6) з правилами ромба (7) i початковими умовами (8)
при h = 0.

Оскiльки

−se0m(N) =
sm(N)

s0(N)

= q′~i∗1
, ml = 1, mj = 0, j 6= l, 1 ≤ j ≤ N, i1 = l,

то покладемо q~i∗1
= q′~i∗1

.

Таким чином, можемо записати, що

L(z) ∼
s0(N)

1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k
(1− q~i∗k−1

)z1

1
+

N∑
j1=2

q~j∗1zj1R~j∗1
(z)

,

де q~i∗0
= 0.

Нехай l — довiльне натуральне число, 2 ≤ l ≤ N. Позначимо через

R′
el
(z) =

∑
|m(N)|≥0

mi=0, l+1≤i≤N

(−1)|m(N)|selm(N)z
m(N) (9)
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ряд, обернений до ряду Rel(z). Коефiцiєнти ряду (9) однозначно визначаються за допо-
могою рекурентних формул при mi = 0, jh + 1 ≤ i ≤ N, |m(N)| ≥ 1, i ~j∗h = el

s
~j∗h
m(N) = −

|m(N)|∑
|r(N)|=1

s
~j∗h
m(N)−r(N)

s
~j∗h−ejh
r(N)+ejh

s
~j∗h−ejh
ejh

, (10)

де s
~j∗h
0(N) = 1, причому s

~j∗h
n(N) = 0, якщо iснує iндекс p, 1 ≤ p ≤ N такий, що np < 0.

Ряд (9) за умов, що selej 6= 0, 2 ≤ j ≤ l запишемо у виглядi

R′
el
(z) = Pel+e1(z1)−

l∑
j=2

selejzjRel+ej(z),

де

Pel+e1(z1) =
∞∑

m1=0
mj=0, 2≤j≤N

(−1)m1selm(N)z
m1
1 , Rel+ej(z) =

∑
|r(N)|≥0

ri=0, j+1≤i≤N

(−1)|r(N)|
selej+r(N)

selej
zr(N).

Тодi Rel(z) запишемо у виглядi

Rel(z) =
1

Pel+e1(z1)−
l∑

j=2

selejzjRel+ej(z)

.

Нехай {se0m(N)+el
}∞m1=0, mj = 0, 2 ≤ j ≤ N — цiлком монотонна послiдовнiсть вiдпо-

вiдна нескiнченному розподiлу мас. Тодi згiдно з теоремою 4.1 [17] iснують дiйснi числа
q′~i∗k+el

, ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 такi, що 0 < q′~i∗k+el
< 1, ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i

∞∑
m1=0

mj=0, 2≤j≤N

(−1)m1
se0m(N)+el

se0el
zm1
1 ∼

1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q′~i∗k+el
(1− q′~i∗k−1+el

)z1

1


−1

,

де q′~i∗0+el
= 0.

Оскiльки ряд Pel+e1(z1) обернений до ряду

∞∑
m1=0

mj=0, 2≤j≤N

(−1)m1
se0m(N)+el

se0el
zm1
1 ,

то

Pel+e1(z1) ∼ 1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q′~i∗k+el
(1− q′~i∗k−1+el

)z1

1
,

де q′~i∗k+el
, ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, є дiагональнi елементи q

(0)
~i∗k+el

, ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1,

g-таблицi (6) з правилами ромба (7) i початковими умовами (8), при ~j∗h = el.
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Послiдовнiсть {an} називається ланцюговою, якщо iснують дiйснi числа gn, n ≥ 0

такi, що
0 ≤ gn−1 ≤ 1, an = gn(1− gn−1), n ≥ 1.

Числа gn, n ≥ 0 називаються параметрами ланцюгової послiдовностi {an} [16, с. 79–86].
Для кожної ланцюгової послiдовностi {an} iснують мiнiмальнi mn, n ≥ 0 i макси-

мальнi Mn, n ≥ 0 параметри такi, що

an = mn(1−mn−1), an = Mn(1−Mn−1), n ≥ 1,

i mn ≤ gn ≤ Mn, n ≥ 0, для будь-якої iншої послiдовностi параметрiв {gn} послiдовностi
{an}. Мiнiмальнi i максимальнi параметри обчислюються вiдповiдно за формулами

m0 = 0, mp+1 =


0, mp = 1,

ap+1

1−mp

, mp < 1,
Mp = 1 +

∞

D
r=p+1

−ar
1

, p ≥ 0,

причому, якщо iснує iндекс n+ k такий, що an+k = 0, k ≥ 0, то

Mn = 1 +
n+k−1

D
r=n+1

−ar
1

.

Нехай 0 < qel ≤ M
(1)
el < 1, де

M (1)
el

= 1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

−q′~i∗k+el
(1− q′~i∗k−1+el

)

1
, q′~i∗0+el

= 0,

тодi

Pel(z1) ∼ 1 +
∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k+el
(1− q~i∗k−1+el

)z1

1
,

де коефiцiєнти неперервного дробу визначаються за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень (див. [15]) при ip = 1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i ~j∗h = el

q~i∗1+~j∗h
=

q′~i∗1+~j∗h
1− q~j∗h

=
−s

~j∗h
ei1

1 + s
~j∗h−ejh
ejh

=
s
~j∗h−ejh
ei1+ejh

s
~j∗h−ejh
ejh

(1 + s
~j∗h−ejh
ejh

)
, (11)

q~i∗k+~j∗h
= q′~i∗k+~j∗h

1−

q′~i∗1+~j∗h
q′~i∗2+~j∗h

· . . . · q′~i∗k−1+
~j∗h

(1− q′~i∗1+~j∗h
)(1− q′~i∗2+~j∗h

) · . . . · (1− q′~i∗k−1+
~j∗h
)

1− q~j∗h
−q~j∗h

+
k−1∑
p=1

q′~i∗1+~j∗h
q′~i∗2+~j∗h

· . . . · q′~i∗p+~j∗h
(1− q′~i∗1+~j∗h

)(1− q′~i∗2+~j∗h
) · . . . · (1− q′~i∗p+~j∗h

)

, k ≥ 2. (12)

Нехай t — довiльне натуральне число, 2 ≤ t ≤ l − 1 i нехай

{se0m(N)+el
}∞mt=0, mj = 0, j 6= t, 1 ≤ j ≤ N
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— цiлком монотонна послiдовнiсть вiдповiдна нескiнченному розподiлу мас. Тодi згiдно
з теоремою 4.1 [17] iснують дiйснi числа q′~i∗k+el

, ip = t, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 такi, що
0 < q′~i∗k+el

< 1, ip = t, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i

∞∑
mt=0

mj=0, j 6=t, 1≤j≤N

(−1)mt
se0m(N)+el

se0el
zmt
t ∼

1 +
∞

D
k=1

ip=t, 1≤p≤k

q′~i∗k+el
(1− g′~i∗k−1+el

)zl

1


−1

,

де q′~i∗0+el
= 0. Коефiцiєнти q′~i∗k+el

, ip = t, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 є дiагональними елементами

q
(0)
~i∗k+el

, ip = t, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 g-таблицi (6) з правилами ромба (7) i початковими

умовами (8) при ~j∗h = el.

Нехай 0 < qel ≤ M
(t)
el < 1, де

M (t)
el

= 1 +
∞

D
k=1

ip=t, 1≤p≤k

−q′~i∗k+el
(1− q′~i∗k−1+el

)

1
, q′~i∗0+el

= 0.

Тодi

∞∑
mt=0

mj=0, j 6=t, 1≤j≤N

(−1)mt
se0m(N)+el

se0el
zmt
t ∼

1 +
∞

D
k=1

ip=t, 1≤p≤k

q~i∗k+el
(1− q~i∗k−1+el

)z1

1


−1

,

де коефiцiєнти неперервного дробу визначаються за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень (11), (12) при ip = t, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i ~j∗h = el.

Оскiльки
−selet
1− qel

=
se0el+et

se0el (1 + se0el )
=

s0(N)sel+et − s2el
sel(s0(N) − sel)

= q′el+et ,

−selel
1− qel

=
se0el+el

se0el (1 + se0el )
=

s0(N)sel+el − s2el
sel(s0(N) − sel)

= q′2el ,

то покладемо qel+et = q′el+et i q2el = q′2el .

Таким чином, можемо записати

L(z) ∼
s0(N)

Q~j∗0
(z1) +

N∑
j1=2

q~j∗1
zj1

Q~j∗1
(z1) +

j1∑
j2=2

q~j∗2
(1− q~j∗1

)zj2R~j∗2
(z)

,

де

Q~j∗h
(z1) = 1 +

∞

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k+~j∗h
(1− q~i∗k−1+

~j∗h
)z1

1
, h ≥ 0, n ≥ 0,

причому q~i∗0 = 0 i jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗, якщо h ≥ 1.
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Обчислюючи далi коефiцiєнти

s
~j∗h
m(N), mi = 0, jh + 1 ≤ i ≤ N, |m(N)| ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗,

за допомогою рекурентних формул (10) i продовжуючи процес iтерацiї, за умов, що

{sm(N)}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p, i ≤ N,

{se0m(N)+er
}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p ≤ r − 1, 2 ≤ r ≤ N, 1 ≤ i ≤ N,

{s
~j∗h
m(N)+ejh

}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p ≤ jh − 1, 1 ≤ i ≤ N, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

— цiлком монотоннi послiдовностi вiдповiднi нескiнченним розподiлам мас та

s0(N) > 0, s
~j∗h
en+1 6= 0, 1 ≤ n ≤ jh − 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗, (13)

0 < q~j∗h
≤ M

(n)
~j∗h

< 1, 1 ≤ n ≤ jh − 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗, (14)

де

M
(n)
~j∗h

= 1 +
∞

D
k=1

ip=n, 1≤p≤k

−q′~i∗k+~j∗h
(1− q′~i∗k−1+

~j∗h
)

1
, q′~i∗0+~j∗h

= 0,

q′~i∗k+~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ J ∗

є дiагональними елементами

q
(0)
~i∗k+

~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ J ∗

g-таблицi (6) з правилами ромба (7) i початковими умовами (8), для ряду (1) отримаємо
дрiб (3), де s0 = s0(N), q~i∗k

, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ N, k ≥ 1 є дiагональними

елементами q
(0)
~i∗k

, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ N, k ≥ 1 g-таблицi (6) з правилами ромба
(7) i початковими умовами(8), при h = 0,

q~i∗1+~j∗h
, 1 ≤ i1 ≤ jh − 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗,

q~i∗k+~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 2, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

визначаються за допомогою формул (11) i (12) вiдповiдно.
Таким чином, побудовано рекурентний алгоритм обчислення коефiцiєнтiв дробу (3),

якщо заданi коефiцiєнти ряду (1), який є багатовимiрним узагальненням g-алгоритму
Бауера [6].

Покажемо, що побудований багатовимiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними (3)
є вiдповiдним ФКСР (1). Використовуючи спiввiдношення (7), (8) i (11), згортатимемо
gn(z) при n ≥ 1.

При n = 1 маємо g1(z) = s0. Оскiльки

s0 −
∑

|m(N)|≥0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) =

∑
|m(N)|≥1

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N),
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то g1(z) ∼ L(z), тобто порядок вiдповiдностi ν1 = 1.

При n = 2 можемо записати

g2(z) =
s0

1 +
N∑

j1=1

q~j∗1zj1

=
s0

1−
N∑

j1=1

se0ej1zj1

=
1∑

|m(N)|=0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) +O(z2),

де O(zp) — символiчний запис деякого ФКСР найменший степiнь однорiдних багато-
членiв якого не менший нiж p, p ≥ 2. Оскiльки,

1∑
|m(N)|=0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) +O(z2)−

∑
|m(N)|≥0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) = O′(z2),

де O′(zp) — символiчний запис деякого ФКСР найменший степiнь однорiдних багато-
членiв якого не менший нiж p, p ≥ 2, то g2(z) ∼ L(z), тобто ν2 = 2.

Згiдно описаного вище узагальненого алгоритму Бауера дрiб Q~j∗h
(z1) є вiдповiдним

ряду P~j∗h+e1
(z1), при h ≥ 0, причому jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗, якщо h ≥ 1. Порядок

вiдповiдностi νn = n+ 1. Тому, при n ≥ 3 i 0 ≤ h ≤ n− 3 дрiб

Q
(n−h−1)
~j∗h

(z1) = 1 +
n−h−1

D
k=1

ip=1, 1≤p≤k

q~i∗k+~j∗h
(1− q~i∗k−1+

~j∗h
)z1

1

має розвинення в формальний степеневий ряд

L
(n−h−1)
~j∗h

(z1) =
n−h−1∑
m1=0

mi=0, 2≤i≤N

(−1)m1s
~j∗h
m(N)z

m1
1 +O(zn−h

1 ),

де O(zp1) — символiчний запис деякого формального степеневого ряду найменший сте-
пiнь багаточленiв якого не менший нiж p, p ≥ 3.

Тодi при n = 3 маємо

g3(z) =
s0

Q
(2)
~j∗0

(z1) +
N∑

j1=2

q~j∗1zj1

1 +

j1∑
j2=1

q~j∗2 (1− q~j∗1 )zj2

=
s0

L(2)
e0
(z1)−

N∑
j1=2

se0ej1zj1

1−
j1∑

j2=1

s
ej1
ej2

zj2

=
s0

L(2)
e0
(z1)−

N∑
j1=2

se0ej1zj1P
(2)
~j∗1

=
2∑

|m(N)|=0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) +O(z3),

де

P
(n)
~j∗h

=
n−1∑

|m(N)|=0
mi=0, jh+1≤i≤N

(−1)|m(N)|
s
~j∗h−1

m(N)+ejh

s
~j∗h−1
ejh

zm(N)+O(zn), jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗, n ≥ 2.
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Оскiльки
2∑

|m(N)|=0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) +O(z3)−

∑
|m(N)|≥0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) = O′(z3),

то g3(z) ∼ L(z), тобто ν3 = 3.

Далi, нехай n — довiльне натуральне число, n ≥ 4. Тодi

gn(z) =
s0

Q
(n−1)
~j∗0

(z1) +
N∑

j1=2

q~j∗1
zj1

Q
(n−2)
~j∗1

(z1) +
n−1

D
r=2

jr−1∑
jr=2

q~j∗r (1− q~j∗r−1
)zjr

Q
(n−r−1)
~j∗r

(z1)

=
s0

L(n−1)
e0

(z1)−
N∑

j1=2

se0ej1zj1

L(n−2)
ej1

(z1)−. . .
−

jn−4∑
jn−3=2

s
~j∗n−4
ejn−3

zjn−3

L
(2)
~j∗n−3

(z1)−
jn−3∑

jn−2=2

s
~j∗n−3
ejn−2

zjn−2

1−
jn−2∑

jn−1=1

s
~j∗n−2
ejn−1

zjn−1

=
s0

L(n−1)
e0

(z1)−
N∑

j1=2

se0ej1zj1

L(n−2)
ej1

(z1)−. . .
−

jn−4∑
jn−3=2

s
~j∗n−4
ejn−3

zjn−3

L
(2)
~j∗n−3

(z1)−
jn−3∑

jn−2=2

s
~j∗n−3
ejn−2

zjn−2P
(2)
~j∗n−2

=
s0

L(n−1)
e0

(z1)−
N∑

j1=2

se0ej1zj1

L(n−2)
ej1

(z1)−. . .
−

jn−5∑
jn−4=2

s
~j∗n−5
ejn−4

zjn−4

L
(3)
~j∗n−4

(z1)−
jn−4∑

jn−3=2

s
~j∗n−4
ejn−3

zjn−3P
(3)
~j∗n−3

.

Продовжуючи даний процес, на останньому кроцi отримаємо

gn(z) =
s0

L(n−1)
e0

(z1)−
N∑

j1=2

se0ej1zj1P
(n−1)
~j∗1

=
n−1∑

|m(N)|=0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) +O(zn).

Оскiльки,

n−1∑
|m(N)|=0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) +O(zn)−

∑
|m(N)|≥0

(−1)|m(N)|sm(N)z
m(N) = O′(zn),
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то gn(z) ∼ L(z), тобто νn = n.

В силу довiльностi n робимо висновок, що gn(z) ∼ L(z), при n ≥ 1. Порядок вiдпо-
вiдностi νn = n. Це означає, що розвинення кожного його n-го пiдхiдного дробу gn(z)

у ФКСР збiгається з рядом L(z) за всiма однорiдними багаточленами до степеня n− 1

включно. Оскiльки
lim

n→+∞
νn = lim

n→+∞
n = +∞,

то дрiб (3) є вiдповiдним ряду (1).
Таким чином, справджується теорема:

Теорема 1. Багатовимiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними (3) є вiдповiдним зада-
ному формальному кратному степеневому ряду (1) тодi i лише тодi, коли виконуються
умови (13), (14) i

{sm(N)}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p, i ≤ N,

{se0m(N)+er
}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p ≤ r − 1, 2 ≤ r ≤ N, 1 ≤ i ≤ N,

{s
~j∗h
m(N)+ejh

}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p ≤ jh − 1, 1 ≤ i ≤ N, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

є цiлком монотоннi послiдовностi вiдповiднi нескiнченним розподiлам мас, де коефiцi-
єнти

se0m(N), mj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N, |m(N)| ≥ 1,

s
~j∗h
m(N), mi = 0, jh + 1 ≤ i ≤ N, |m(N)| ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

визначаються за формулами (5) i (10) вiдповiдно.

Нехай {q~i∗k+~j∗h(1 − q~i∗k+~j∗h−eik
)}∞k=1, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1,

1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗, є ланцюговими послiдовностями з вiдповiдними послiдовностями
мiнiмальних параметрiв

{m′
~i∗k+

~j∗h
}∞k=0, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗,

де m′
~j∗h

= 0, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗. Тодi, позначаючи

q~i∗k
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ N, k ≥ 1,

m′
~i∗k+

~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

через
m~i∗k

, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ N, k ≥ 1,

m~i∗k+
~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

вiдповiдно, дрiб (3) запишемо у виглядi
s0

1 +
N∑

i1=1

m~i∗1
zi1

1 +
∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

m~i∗k
(1− δik,ik−1

m~i∗k−1
)zik

1

, (15)
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де s0 > 0, 0 < m~i∗k
< 1, ~i∗k ∈ I∗, z ∈ CN , δi,j — символ Кронекера, 1 ≤ i, j ≤ N.

За схемою доведення теореми 1, можна показати справедливiсть наступної теореми:

Теорема 2. Багатовимiрний g-дрiб з нерiвнозначними змiнними (15) є вiдповiдним
заданому формальному кратному степеневому ряду (1) тодi i лише тодi, коли викону-
ються умови (13) i

{sm(N)}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p, i ≤ N,

{se0m(N)+er
}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p ≤ r − 1, 2 ≤ r ≤ N, 1 ≤ i ≤ N,

{s
~j∗h
m(N)+ejh

}∞mp=0, mi = 0, i 6= p, 1 ≤ p ≤ jh − 1, 1 ≤ i ≤ N, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

є цiлком монотоннi послiдовностi вiдповiднi нескiнченним розподiлам мас, де коефiцi-
єнти

se0m(N), mj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N, |m(N)| ≥ 1,

s
~j∗h
m(N), mi = 0, jh + 1 ≤ i ≤ N, |m(N)| ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

визначаються за формулами (5) i (10) вiдповiдно.

З огляду на вище побудоване багатовимiрне узагальнення g-алгоритму Бауера ко-
ефiцiєнти дробу (15), вiдповiдного заданому ряду (1), можна обчислювати наступним
чином: s0 = s0(N); m~i∗k

, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ N, k ≥ 1 є дiагональними елемен-

тами q
(0)
~i∗k

, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ N, k ≥ 1 g-таблицi (6) з правилами ромба (7) i
початковими умовами(8), при h = 0;

m~i∗k+
~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

є дiагональними елементами

q
(0)
~i∗k+

~j∗h
, ip = n, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ n ≤ jh − 1, k ≥ 1, jr 6= 1, 1 ≤ r ≤ h, ~j∗h ∈ I∗

g-таблицi (6) з правилами ромба (7) i початковими умовами (8).
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The algorithm for the expansion of the given formal multiple power series into the corre-

sponding multidimensional g-fraction with independent variables is constructed and the con-

ditions of existence of such algorithm are established.

Дмитришин Р.И. Многомерное обобщение g-алгоритма Бауера // Карпатские математи-
ческие публикации. — 2012. — Т.4, №2. — C. 247–260.

Построен алгоритм развития данного формального кратного степенного ряда в со-
ответствующую многомерною g-дробь с неравнозначными переменными и установлены
условия существования такого алгоритма.


