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В роботi описано спектри алгебр типу Вiнера функцiй, породжених (p, q)-полiномами
на банахових просторах, а також введено i дослiджено диференцiювання на цих алгебрах.

1 Вступ

У роботах [2], [3], [5], [6] дослiджувались алгебри аналiтичних функцiй на банахових
просторах, зокрема у [3] було вивчено деякi важливi властивостi таких алгебр, у [6] було
описано спектр алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на банаховому просторi. Ми
дослiджуємо алгебру W(X) функцiй, якi можна подати у виглядi абсолютно збiжного
на обмежених пiдмножинах банахового простору ряду (p, q)-полiномiв. На цiй алгебрi
iснує природна структура алгебри Фреше. Також для алгебри W(X) вдається узагаль-
нити деякi iдеї та методи дослiдження алгебр аналiтичних функцiй обмеженого типу.

В данiй роботi описано спектр алгебри W(X), а також введено i дослiджено дифе-
ренцiювання, пов’язанi зi спектром.

2 Основнi означення

Нехай X — комплексний банахiв простiр. Нехай p, q ∈ Z+, де через Z+ позначено
множину цiлих невiд’ємних чисел. Функцiю A : Xp+q → C, яка є лiнiйною по кожному з
перших p аргументiв, антилiнiйною по кожному з останнiх q аргументiв, симетричною

2010 Mathematics Subject Classification: 46J20, 46E15.
Ключовi слова i фрази: (p, q)-полiномами на банахових просторах, алгебри типу Вiнера, спектр, дифе-
ренцiювання.

c©Василишин Т.В., 2012



Спектр та диференцiювання в алгебрах типу Вiнера 213

по перших p аргументах i симетричною по останнiх q аргументах будемо називати (p, q)-
лiнiйною симетричною формою. Простiр неперервних (p, q)-лiнiйних симетричних форм
iз нормою

‖A‖ = sup
‖x1‖≤1,...,‖xp+q‖≤1

|A(x1, . . . , xp+q)|

позначимо Ls(p,qX).
Звуження (p, q)-лiнiйної симетричної форми на дiагональ назвемо (p, q)-полiномом.

Число p назвемо степенем однорiдностi P i позначимо degh P , число q — степенем ан-
тиоднорiдностi P i позначимо dega P . Простiр неперервних (p, q)-полiномiв iз нормою

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

|P (x)|

позначимо P(p,qX).
Для (p, q)-полiнома P назвемо (p, q)-лiнiйну симетричну форму AP , звуженням якої

є P , формою, асоцiйованою з P . У [4] побудовано так звану поляризацiйну формулу,
яка дозволяє за даним (p, q)-полiномом вiдновити асоцiйовану з ним форму:

AP (x1, . . . , xp+q) =
1

(2q + 1)2p+qp!q!

∑
ε1,...,εp+q=±1

ε1ε2 . . . εp+q

2q+1∑
j=1

α2q+1−p
j

× P
(
αj(ε1x1 + . . .+ εpxp) + εp+1xp+1 + . . .+ εp+qxp+q

)
, (1)

де αj = exp
(

2π(j−1)i
2q+1

)
.

За допомогою поляризацiйної формули в [4] одержано оцiнку для норм (p, q)-полi-
нома i асоцiйованої з ним (p, q)-лiнiйної симетричної форми, яку називають поляриза-
цiйною нерiвнiстю:

‖P‖ ≤ ‖AP‖ ≤ c(p, q,X)‖P‖, (2)

де c(p, q,X) — поляризацiйна константа, для якої справедлива подвiйна оцiнка
1 ≤ c(p, q,X) ≤ (p+q)p+q

p!q!
. Зауважимо, що (p+q)p+q

p!q!
= (p+q)p+q

(p+q)!
· (p+q)!

p!q!
. Оскiльки (p+q)p+q

(p+q)!
≤ ep+q

i (p+q)!
p!q!

= Cp
p+q ≤ 2p+q, то (p+q)p+q

p!q!
≤ (2e)p+q. Звiдси одержимо оцiнку

‖P‖ ≤ ‖AP‖ ≤ (2e)p+q‖P‖. (3)

Iз означення норми (p, q)-лiнiйної симетричної форми i оцiнки (3) отримуємо оцiнку

|AP (x1, . . . , xp+q)| ≤ ‖AP‖‖x1‖ . . . ‖xp+q‖. (4)

Iз поляризацiйної формули (1) i поляризацiйної нерiвностi (2) випливає, що простори
Ls(p,qX) i P(p,qX) iзоморфнi.

3 Алгебра типу Вiнера функцiй, породжених (p, q)-полiномами

Позначимо Q+ множину рацiональних чисел, бiльших вiд нуля. Множину функцiй
f : X → C таких, що f =

∑∞
m=0

∑m
k=0 fk,m−k, де fk,m−k ∈ P(k,m−kX), i для кожного
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r ∈ Q+ ряд

‖f‖r =
∞∑

m=0

m∑
k=0

sup
‖x‖≤r

|fk,m−k(x)|

є збiжним, будемо позначати W(X). Множина W(X) зi звичайними операцiями множен-
ня на скаляр, додавання i множення функцiй разом iз системою норм {‖ · ‖r : r ∈ Q+}
є алгеброю Фреше.

Зауважимо, що оскiльки sup‖x‖≤r |fk,m−k(x)| = rm‖fk,m−k‖, то

‖f‖r =
∞∑

m=0

rm
m∑
k=0

‖fk,m−k‖.

Для кожного лiнiйного неперервного функцiонала ϕ на алгебрi W(X) iснує число
r ∈ Q+ таке, що ϕ — неперервний вiдносно норми ‖ · ‖r. Визначимо радiус-функцiю
R : W(X)′ → R, поклавши для ϕ ∈ W(X)′ за R(ϕ) iнфiмум таких r ∈ Q+, що ϕ є
неперервним вiдносно норми ‖ · ‖r.

Звуження лiнiйного функцiонала ϕ ∈ W(X)′ на простiр P(p,qX) будемо позначати
πp,q(ϕ). Наступнi двi теореми встановлюють зв’язок мiж значенням радiус-функцiї i
нормами звужень на простори неперервних (p, q)-полiномiв для лiнiйного функцiонала
на W(X).

Теорема 1. ([1]) Для значення радiус-функцiї на лiнiйному неперервному функцiоналi
ϕ виконується рiвнiсть

R(ϕ) = lim sup
m→∞

max
0≤k≤m

‖πk,m−k(ϕ)‖1/m.

Теорема 2. ([1]) Нехай ϕ — лiнiйний функцiонал на алгебрi W(X). Якщо звуження
ϕ на простори P(p,qX) для всiх p, q ∈ Z+ неперервнi i їх норми задовольняють оцiнку
‖πp,q(ϕ)‖ ≤ csp+q для деяких фiксованих c, s > 0, то ϕ — неперервний лiнiйний функ-
цiонал i R(ϕ) ≤ s.

4 Оператор зсуву

Нехай x ∈ X. Визначимо оператор зсуву Tx на алгебрi W(X) наступним чином:

(Txf)(y) = f(x+ y), де f ∈ W(X), y ∈ X.

Теорема 3. При фiксованому x ∈ X для функцiї f ∈ W(X) значення оператора зсуву
Txf буде належати алгебрi W(X).

Доведення. Нехай f =
∑∞

m=0

∑m
k=0 fk,m−k. Тодi

(Txf)(y) = f(x+ y) =
∞∑

m=0

m∑
k=0

fk,m−k(x+ y).
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Вiдомо, що

fk,m−k(x+ y) =
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kAfk,m−k

(xk−i, yi;xm−k−j, yj),

де Afk,m−k
— це (k,m − k)-лiнiйна симетрична форма, асоцiйована з fk,m−k, а через

Afk,m−k
(xk−i, yi;xm−k−j, yj) позначено Afk,m−k

(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−i

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
i

;x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m−k−j

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
j

).

Звiдси

(Txf)(y) =
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kAfk,m−k

(xk−i, yi;xm−k−j, yj)

=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∞∑
m=i+j

m−j∑
k=i

Ci
kC

j
m−kAfk,m−k

(xk−i, yi; xm−k−j, yj).

Переконаємося, що для кожного r > 0 iснує скiнченна норма ‖Txf‖r. За означенням,

‖Txf‖r =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

sup
‖y‖≤r

∣∣ ∞∑
m=i+j

m−j∑
k=i

Ci
kC

j
m−kAfk,m−k

(xk−i, yi;xm−k−j, yj)
∣∣.

Звiдси

‖Txf‖r ≤
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∞∑
m=i+j

m−j∑
k=i

Ci
kC

j
m−k sup

‖y‖≤r

∣∣Afk,m−k
(xk−i, yi;xm−k−j, yj)

∣∣
=

∞∑
m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k sup

‖y‖≤r

∣∣Afk,m−k
(xk−i, yi;xm−k−j, yj)

∣∣.
Згiдно iз оцiнкою (4),

|Afk,m−k
(xk−i, yi; xm−k−j, yj)| ≤ (2e)m‖fk,m−k‖‖x‖m−i−j‖y‖i+j.

Звiдси
sup
‖y‖≤r

|Afk,m−k
(xk−i, yi;xm−k−j, yj)| ≤ (2e)m‖fk,m−k‖‖x‖m−i−jri+j.

Тому

‖Txf‖r ≤
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k(2e)

m‖fk,m−k‖‖x‖m−i−jri+j

=
∞∑

m=0

(2e)m
m∑
k=0

‖fk,m−k‖
k∑

i=0

Ci
kr

i‖x‖k−i

m−k∑
j=0

Cj
m−kr

j‖x‖m−k−j

=
∞∑

m=0

(2e)m
m∑
k=0

‖fk,m−k‖(r + ‖x‖)k(r + ‖x‖)m−k

=
∞∑

m=0

(2e(r + ‖x‖))m
m∑
k=0

‖fk,m−k‖ = ‖f‖2e(r+‖x‖).
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Отже, ‖Txf‖r ≤ ‖f‖2e(r+‖x‖). Оскiльки f ∈ W(X), то ‖f‖2e(r+‖x‖) — скiнченна, тому
скiнченною для довiльного r буде ‖Txf‖r. Звiдси, Txf ∈ W(X).

Теорема 4. Нехай ϕ — лiнiйний неперервний функцiонал на W(X), f — деяка фiксо-
вана функцiя, яка належить алгебрi W(X). Тодi функцiя x 7→ ϕ(Txf) належить алгебрi
W(X).

Доведення. Нехай f =
∑∞

m=0

∑m
k=0 fk,m−k. Тодi

(Txf)(y) =
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kAfk,m−k

(xi, yk−i; xj, ym−k−j).

Нехай P k−i,m−k−j
x,fk,m−k

: y 7−→ Afk,m−k
(xi, yk−i;xj, ym−k−j). Очевидно, що P k−i,m−k−j

x,fk,m−k
—

(k − i,m− k − j)-полiномом. Тепер

Txf =
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kP

k−i,m−k−j
x,fk,m−k

i

ϕ(Txf) =
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kπk−i,m−k−j(ϕ)(P

k−i,m−k−j
x,fk,m−k

)

=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∞∑
m=i+j

m−j∑
k=i

Ci
kC

j
m−kπk−i,m−k−j(ϕ)(P

k−i,m−k−j
x,fk,m−k

).

Оскiльки вiдображення x 7→ πk−i,m−k−j(ϕ)(P
k−i,m−k−j
x,fk,m−k

) є (i, j)-полiномом, то вiдображен-
ня x 7→

∑∞
m=i+j

∑m−j
k=i C

i
kC

j
m−kπk−i,m−k−j(ϕ)(P

k−i,m−k−j
x,fk,m−k

) також є (i, j)-полiномом. Отже,
вiдображення x 7→ ϕ(Txf) зображається у виглядi ряду (p, q)-полiномiв. Доведемо, що
для довiльного r > 0 буде ‖x 7→ ϕ(Txf)‖r <∞. За означенням,

‖x 7→ ϕ(Txf)‖r =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

sup
‖x‖≤r

∣∣ ∞∑
m=i+j

m−j∑
k=i

Ci
kC

j
m−kϕk−i,m−k−j(P

k−i,m−k−j
x,fk,m−k

)
∣∣.

Звiдси

‖x 7→ ϕ(Txf)‖r ≤
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∞∑
m=i+j

m−j∑
k=i

Ci
kC

j
m−k sup

‖x‖≤r

|πk−i,m−k−j(ϕ)(P
k−i,m−k−j
x,fk,m−k

)|.

Оскiльки |πk−i,m−k−j(ϕ)(P
k−i,m−k−j
x,fk,m−k

)| ≤ ‖πk−i,m−k−j(ϕ)‖‖P k−i,m−k−j
x,fk,m−k

‖ i

‖P k−i,m−k−j
x,fk,m−k

‖ = sup
‖y‖≤1

|P k−i,m−k−j
x,fk,m−k

(y)| = sup
‖y‖≤1

|Afk,m−k
(xi, yk−i; xj, ym−k−j)|

≤ sup
‖y‖≤1

(2e)m‖fk,m−k‖‖x‖i‖y‖k−i‖x‖j‖y‖m−k−j = (2e)m‖fk,m−k‖‖x‖i+j,
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то

sup
‖x‖≤r

|πk−i,m−k−j(ϕ)(P
k−i,m−k−j
x,fk,m−k

)| ≤ sup
‖x‖≤r

(2e)m‖πk−i,m−k−j(ϕ)‖‖fk,m−k‖‖x‖i+j

= (2e)m‖πk−i,m−k−j(ϕ)‖‖fk,m−k‖ri+j.

Оскiльки ϕ — неперервний лiнiйний функцiонал, то R(ϕ) < ∞. Вiзьмемо деяке число
s > R(ϕ). Тодi iснує таке число c > 1, що ‖πk,m−k(ϕ)‖ ≤ csm. Звiдси

‖x 7→ ϕ(Txf)‖r ≤
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kcs

m−i−j(2e)m‖fk,m−k‖ri+j

= c
∞∑

m=0

(2e)m
m∑
k=0

‖fk,m−k‖
k∑

i=0

Ci
ks

k−iri
m−k∑
j=0

Cj
m−ks

m−k−jrj

= c
∞∑

m=0

(2e)m
m∑
k=0

‖fk,m−k‖(r + s)m

= c

∞∑
m=0

(2e(r + s))m
m∑
k=0

‖fk,m−k‖ = c‖f‖2e(r+s) <∞.

Отже, (x 7→ ϕ(Txf)) ∈ W(X).

5 Згортка лiнiйних функцiоналiв

Для лiнiйних неперервних функцiоналiв ϕ, θ ∈ W(X)′ визначимо згортку ϕ ∗ θ як
функцiю на W(X) формулою

(ϕ ∗ θ)(f) = ϕ(x 7→ θ(y 7→ (Txf)(y))), f ∈ W(X).

Очевидно, що ϕ ∗ θ є лiнiйним функцiоналом. Доведемо неперервнiсть.

Теорема 5. Для лiнiйних неперервних функцiоналiв ϕ, θ ∈ W(X)′ згортка ϕ ∗ θ є
лiнiйним неперервним функцiоналом. При цьому R(ϕ ∗ θ) ≤ 2e(R(ϕ) +R(θ)).

Доведення. Оцiнимо норми звужень згортки ϕ ∗ θ на простори (k,m− k)-полiномiв, де
m ≥ 0, 0 ≤ k ≤ m. Для цього оцiнимо значення ϕ ∗ θ на (k,m− k)-полiномi fk,m−k.

(ϕ ∗ θ)(fk,m−k) = ϕ(x 7→ θ(y 7→ (Txfk,m−k)(y))) = ϕ(x 7→ θ(y 7→ fk,m−k(x+ y)))

= ϕ
(
x 7→ θ

(
y 7→

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kAfk,m−k

(xi, yk−i; xj, ym−k−j)
))

=
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kϕ(x 7→ θ(y 7→ Afk,m−k

(xi, yk−i;xj, ym−k−j))).



218 Василишин Т.В.

Оцiнимо значення (ϕ ∗ θ)(fk,m−k) по модулю.

|(ϕ ∗ θ)(fk,m−k)| ≤
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k|ϕ(x 7→ θ(y 7→ Afk,m−k

(xi, yk−i;xj, ym−k−j)))|

≤
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k‖πi,j(ϕ)‖ sup

‖x‖≤1

|θ(y 7→ Afk,m−k
(xi, yk−i; xj, ym−k−j))|

≤
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k‖πi,j(ϕ)‖ sup

‖x‖≤1

‖πk−i,m−k−j(θ)‖ sup
‖y‖≤1

|Afk,m−k
(xi, yk−i; xj, ym−k−j)|

≤
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k‖πi,j(ϕ)‖‖πk−i,m−k−j(θ)‖ sup

‖x‖≤1

sup
‖y‖≤1

‖Afk,m−k
‖‖x‖i‖y‖k−i‖x‖j‖y‖m−k−j

= ‖Afk,m−k
‖

k∑
i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k‖πi,j(ϕ)‖‖πk−i,m−k−j(θ)‖

≤ (2e)m‖fk,m−k‖
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k‖πi,j(ϕ)‖‖πk−i,m−k−j(θ)‖.

Тепер оцiнимо норму лiнiйного функцiонала πk,m−k(ϕ ∗ θ).

‖πk,m−k(ϕ ∗ θ)‖ = sup
‖fk,m−k‖≤1

|πk,m−k(ϕ ∗ θ)(fk,m−k)|

≤ (2e)m
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−k‖πi,j(ϕ)‖‖πk−i,m−k−j(θ)‖.

Вiзьмемо числа s1 > R(ϕ) i s2 > R(θ). Тодi iснують такi числа c1, c2 > 0, що для
довiльних p, q ∈ Z+ буде ‖πp,q(ϕ)‖ ≤ c1s

p+q
1 i ‖πp,q(θ)‖ ≤ c2s

p+q
2 . Використаємо цi оцiнки.

‖πk,m−k(ϕ ∗ θ)‖ ≤ (2e)m
k∑

i=0

m−k∑
j=0

Ci
kC

j
m−kc1s

i+j
1 c2s

k−i+m−k−j
2

= c1c2(2e)
m

k∑
i=0

Ci
ks

i
1s

k−i
2

m−k∑
j=0

Cj
m−ks

j
1s

m−k−j
2 = c1c2(2e)

m(s1 + s2)
m.

Позначимо c = c1c2, s = 2e(s1 + s2). Тодi для норм звужень згортки на простори
(k,m−k)-полiномiв маємо оцiнку ‖πk,m−k(ϕ∗θ)‖ ≤ csm. За теоремою 2 згортка ϕ∗θ є не-
перервним лiнiйним функцiоналом на алгебрi W(X). Для радiус-функцiї маємо оцiнку
R(ϕ ∗ θ) ≤ s = 2e(s1 + s2). Оскiльки s1 i s2 вибранi довiльно, то

R(ϕ ∗ θ) ≤ 2e(R(ϕ) +R(θ)).

Доведемо ще одну властивiсть згортки.
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Теорема 6. Нехай ϕ, θ — лiнiйнi неперервнi функцiонали на алгебрi W(X). Якщо ϕ, θ
є характерами, то ϕ ∗ θ також є характером.

Доведення. Перевiримо, що для довiльних функцiй f, g ∈ W(X) виконується рiвнiсть

(ϕ ∗ θ)(fg) = (ϕ ∗ θ)(f)(ϕ ∗ θ)(g).

За означенням, (ϕ ∗ θ)(fg) = ϕ(x 7→ θ(y 7→ (fg)(x + y))). Оскiльки ϕ, θ є характерами,
то

θ(y 7→ (fg)(x+ y)) = θ(y 7→ f(x+ y)g(x+ y)) = θ(y 7→ f(x+ y))θ(y 7→ g(x+ y))

i

(ϕ ∗ θ)(fg) = ϕ
(
x 7→ θ(y 7→ f(x+ y))θ(y 7→ g(x+ y))

)
= ϕ

(
x 7→ θ(y 7→ f(x+ y))

)
ϕ
(
x 7→ θ(y 7→ g(x+ y))

)
= (ϕ ∗ θ)(f)(ϕ ∗ θ)(g).

Для скiнченної послiдовностi {ϕk}nk=1 ⊂ W(X)′ згортку ϕ1∗. . .∗ϕn будемо позначати
n
+×
k=1

ϕk.

6 Спектр алгебри W(X)

Нехай (n, l) ∈ Z2
+. Визначимо множини Λn,l,Λn,l ⊂ Z2

+ наступним чином

Λn,l = {(i, j) : 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ l},

Λn,l = Λn,l \ {(n, l)}.

Нехай WΛn,l
(X) — замикання пiдалгебри алгебри W(X), породженої (p, q)-полiно-

мами, для яких (p, q) ∈ Λn,l i нехай WΛn,l
(X) — замикання пiдалгебри алгебри W(X),

породженої (p, q)-полiномами, для яких (p, q) ∈ Λn,l.
У [1] доведено таку теорему:

Теорема 7. Нехай ϕ — лiнiйний неперервний функцiонал на W(X) такий, що ϕ(P ) = 0

для кожного P ∈ P(n,lX)∩WΛn,l
(X), але при цьому πn,l(ϕ) 6= 0. Тодi iснує неперервний

комплекснозначний гомоморфiзм ψ на W(X) такий, що πp,q(ψ) = 0, якщо (p, q) ∈ Λn,l,
i πn,l(ψ) = πn,l(ϕ). Радiус-функцiя

R(ψ) ≤ e
n+ l

nn/(n+l)ll/(n+l)
‖πn,l(ϕ)‖1/(n+l).

Iз того, що ψ — характер i πp,q(ψ) = 0 для (p, q) ∈ Λn,l випливає

Наслiдок 6.1. πp,q(ψ) не дорiвнює нулю тiльки якщо iснує k ∈ Z+ таке, що p = kn i
q = kl.
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Побудуємо функцiю κ : Z2
+ → Z+, поклавши κ(i, j) = (i+j)(i+j+1)

2
+ i для (i, j) ∈ Z2

+.
Можна перевiрити, що κ є бiєкцiєю. Позначимо через γ обернене вiдображення до κ.

Нехай Ik буде мiнiмальний замкнутий iдеал алгебри W(X), породжений всiма непе-
рервними (p, q)-полiномами, для яких 0 < κ(p, q) ≤ k.

Множину характерiв алгебри W(X) будемо позначати MW(X).
Нехай для k ≥ 1

Φk = {ϕ ∈MW(X) : kerϕ ⊃ Ik}.

Також покладемо Φ0 =MW(X).
Доведемо деякi допомiжнi результати.

Теорема 8. Якщо для пари (n, l) 6= (0, 0) алгебра WΛn,l
(X) не спiвпадає з алгеброю

WΛn,l
(X), то iснує такий характер ψ ∈ Φκ(n,l)−1, що ψ /∈ Φκ(n,l).

Доведення. Нехай P ∈ P(n,lX) i P /∈ WΛn,l
(X). Оскiльки алгебра WΛn,l

(X) є замкнутим
пiдпростором алгебри W(X), то за теоремою Гана-Банаха iснує лiнiйний функцiонал
ϕ ∈ W(X)′ такий, що ϕ(f) = 0 для кожної функцiї f ∈ WΛn,l

(X) i ϕ(P ) 6= 0. За тео-
ремою 7 iснує характер ψ на алгебрi W(X) такий, що ψp,q = 0, якщо (p, q) ∈ Λn,l i
ψn,l = ϕn,l. Неважко переконатись, що для жодного значення k ∈ N пара (kn, kl) не на-
лежить множинi {(i, j) : 0 < κ(i, j) ≤ κ(n, l)− 1}, тому за наслiдком 6.1 kerψ ⊃ Iκ(n,l)−1

i ψ ∈ Φκ(n,l)−1. Оскiльки ψ(P ) 6= 0, то ψ /∈ Φκ(n,l).

Теорема 9. Якщо ϕ, ψ ∈ MW(X), ϕ, ψ 6= 0 i ψ ∈ Φκ(n,l)−1, то (ϕ ∗ ψ)(P ) = ϕ(P ) + ψ(P )

для довiльного P ∈ P(n,lX).

Доведення. За означенням, (ϕ ∗ ψ)(P ) = ϕ(x 7→ ψ(y 7→ (TxP )(y))). Оскiльки

(TxP )(y) = P (x+ y) =
n∑

i=0

l∑
j=0

Ci
nC

j
l AP (x

i, yn−i;xj, yl−j),

то

ψ(y 7→ (TxP )(y)) =
n∑

i=0

l∑
j=0

Ci
nC

j
l ψ(y 7→ AP (x

i, yn−i; xj, yl−j)).

Оскiльки ψ ∈ Φκ(n,l)−1, то πγ(k)(ψ) = 0 для 1 ≤ k ≤ κ(n, l) − 1. Звiдси випливає, що
πn−i,l−j(ψ) = 0 при (n− i, l − j) ∈ Λn,l \ {(0, 0)}, тому

ψ(y 7→ (TxP )(y)) = ψ(y 7→ AP (x
n; xl)) + ψ(y 7→ AP (y

n; yl))

= ψ(y 7→ P (x)) + ψ(y 7→ P (y)) = P (x)ψ(y 7→ 1) + ψ(P ).

Оскiльки ψ — ненульовий характер, то ψ(y 7→ 1) = 1. Тому

ψ(y 7→ (TxP )(y)) = P (x) + ψ(P ).

Звiдси

(ϕ ∗ ψ)(P ) = ϕ(x 7→ P (x) + ψ(P )) = ϕ(x 7→ P (x)) + ϕ(x 7→ ψ(P ))

= ϕ(P ) + ψ(P )ϕ(x 7→ 1) = ϕ(P ) + ψ(P ).
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Теорема 10. Якщо P ∈ P(n,lX) i послiдовнiсть {ϕj}+∞
j=1 така, що ϕj ∈ Φj−1, то для

довiльного m > κ(n, l) буде (
m
+×
j=1

ϕj)(P ) = (
κ(n,l)
+×
j=1

ϕj)(P ).

Доведення. Оскiльки ϕm ∈ Φm−1 ⊂ Φκ(n,l)−1, то за теоремою 9

(
m
+×
j=1

ϕj)(P ) = ((
m−1
+×
j=1

ϕj) ∗ ϕm)(P ) = (
m−1
+×
j=1

ϕj)(P ) + ϕm(P ).

З того, що ϕm ∈ Φm−1 ⊂ Φκ(n,l) випливає, що ϕm(P ) = 0. Тому (
m
+×
j=1

ϕj)(P ) = (
m−1
+×
j=1

ϕj)(P ).

Продовжуючи аналогiчно, одержимо

(
m−1
+×
j=1

ϕj)(P ) = (
m−2
+×
j=1

ϕj)(P ) = . . . = (
κ(n,l)
+×
j=1

ϕj)(P ).

Для послiдовностi {ϕn}∞n=1 ⊂MW(X), ϕn ∈ Φn−1 нескiнченною згорткою будемо вва-
жати такий лiнiйний мультиплiкативний функцiонал на алгебрi функцiй, породжених
скiнченними лiнiйними комбiнацiями i добутками (p, q)-полiномiв, що (

∞
+×
n=1

ϕn)(P ) =

(
κ(p,q)
+×
n=1

ϕn)(P ) для P ∈ P(p,qX). У випадку, коли цей функцiонал неперервний, його
можна продовжити до лiнiйного неперервного мультиплiкативного функцiонала ϕ на
W(X). В цьому випадку будемо використовувати те саме позначення ϕ =

∞
+×
n=1

ϕn.

Теорема 11. Iснує послiдовнiсть спряжених банахових просторiв {En}∞n=1 i послiдов-
нiсть вiдображень δ(n) : En → MW(X) таких, що довiльний характер ϕ ∈ MW(X) можна
подати у виглядi ϕ =

∞
+×
n=1

δ(n)(un) для деяких елементiв un ∈ En, n = 1, 2, . . ..

Доведення. Покладемо E1 = P(0,1X)′ = X
′′, δ(1) = δ̃ — функцiонал значення функцiї в

точцi X ′′. Припустимо, що простори Ek i вiдображення δ(k) вже побудовано для k < n.
Позначимо En множину {πγ(n)(ϕ) : ϕ ∈ Φn−1}, де πγ(n)(ϕ) — звуження ϕ на пiдпростiр
P(γ(n)X). Очевидно, кожен елемент множини En є лiнiйним функцiоналом на просторi
P(γ(n)X), який перетворюється в нуль на всiх елементах простору P(γ(n)X)∩WΛγ(n)

(X).
Отже, кожен елемент множини En є елементом простору P(γ(n)X)′ ∩ I⊥n−1, де через
I⊥n−1 позначено простiр лiнiйних функцiоналiв на W(X), якi перетворюються в нуль на
iдеалi In−1. Якщо WΛγ(n)

(X) = WΛγ(n)
(X) то En = {0}, iнакше за теоремою 8 множина

En мiстить ненульовi точки.
Покажемо, що En є лiнiйним простором зi звичайними операцiями суми елементiв i

множення на скаляр. Для цього достатньо показати, що цi операцiї не виводять за межi
En.

Нехай ϕ, ψ ∈ Φn−1. Для довiльного P ∈ P(γ(x)X) за теоремою 9 (ϕ ∗ ψ)(P ) = ϕ(P ) +

ψ(P ). Звiдси πγ(n)(ϕ ∗ ψ)(P ) = πγ(n)(ϕ)(P ) + πγ(n)(ψ)(P ). Отже, πγ(n)(ϕ) + πγ(n)(ψ) =

πγ(n)(ϕ ∗ ψ).
Нехай ϕ ∈ Φn−1, a — довiльне комплексне число. Покажемо, що aπγ(n)(ϕ) ∈ En.

Оскiльки aϕ ∈ W(X)′ i aϕ перетворюється в нуль на елементах простору P(γ(n)X) ∩
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WΛγ(n)
(X), то за теоремою 7 iснує такий характер ψ, що πγ(n)(ψ) = πγ(n)(aϕ). Звiдси,

aπγ(n)(ϕ) = πγ(n)(aϕ) = πγ(n)(ψ) ∈ En, оскiльки ψ ∈ Φn−1. Отже, En — лiнiйний простiр.
Визначимо простiр Wn = P(γ(n)X)/(In−1∩P(γ(n)X)). Тодi Wn є банаховим простором

лiнiйних функцiоналiв на просторi En. Визначимо норму ‖ · ‖n на En як супремум
значень на векторi iз En елементiв одиничної кулi простору Wn. Очевидно, простiр W ′

n

спiвпадає з простором P(γ(n)X)′ ∩ I⊥n−1. Як було вже сказано, кожен елемент простору
En мiститься в P(γ(n)X)′∩I⊥n−1. З iншого боку, якщо u ∈ P(γ(n)X)′∩I⊥n−1, то за теоремою
7 iснує такий характер ϕ ∈ Φn−1, що u = πγ(n)(ϕ), отже, u ∈ En. Звiдси робимо висновок,
що En = W ′

n.
Для w ∈ En нехай δ(n)(w) — характер, який iснує за теоремою 7, якщо в ролi лiнiй-

ного функцiонала взяти w. Для довiльного характера ϕ покладемо u1 = πγ(1)(ϕ) ∈ X
′′.

Припустимо, що уже визначено елементи uk ∈ Ek для k < n. Покладемо

un = πγ(n)(ϕ)− πγ(n)

(
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
.

Покажемо, що un ∈ En. Достатньо перевiрити, що для кожного (p, q)-полiнома P ∈
P(γ(n)X), який є добутком (p, q)-полiномiв P1, P2 таких, що (deg1 P1, deg2 P1) = (n1, l1) 6=
(0, 0) i (deg1 P2, deg2 P2) = (n2, l2) 6= (0, 0) буде un(P ) = 0. Iз мультиплiкативностi ϕ i
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk) отримуємо

un(P ) = πγ(n)(ϕ)(P1P2)− πγ(n)

(
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1P2) = ϕ(P1P2)−

(
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1P2)

= ϕ(P1)ϕ(P2)−
(

n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

(
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2)

= πn1,l1(ϕ)(P1)πn2,l2(ϕ)(P2)−
(

n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

(
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2).

За теоремою 10 (
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1) =

(
κ(n1,l1)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

i (
n−1
+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2) =

(
κ(n2,l2)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2).

Згiдно iз припущенням

uκ(n1,l1)(P1) = πn1,l1(ϕ)(P1)−
(

κ(n1,l1)−1

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

i

uκ(n2,l2)(P2) = πn2,l2(ϕ)(P2)−
(

κ(n2,l2)−1

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2).
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Тому, скориставшись теоремою 9, маємо

un(P ) =

(
uκ(n1,l1)(P1) +

(
κ(n1,l1)−1

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

)
×
(
uκ(n2,l2)(P2) +

(
κ(n2,l2)−1

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2)

)
−
(

κ(n1,l1)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

(
κ(n2,l2)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2)

=

(
κ(n1,l1)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

(
κ(n2,l2)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2)

−
(

κ(n1,l1)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P1)

(
κ(n2,l2)

+×
k=1

δ(k)(uk)

)
(P2) = 0.

Розглянемо функцiонал
∞
+×
j=1

δ(j)(uj). Нехай f =
∑s

m=0

∑m
k=0 fk,m−k — довiльна функцiя,

породжена скiнченними лiнiйними комбiнацiями i добутками (p, q)-полiномiв. Оскiльки
uk ∈ Ek, то за теоремою 10 маємо(

∞
+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(f) =

s∑
m=0

m∑
k=0

(
∞
+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(fk,m−k)

= f(0) +
s∑

m=1

m∑
k=0

(
κ(k,m−k)

+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(fk,m−k).

Отже, згортка
∞
+×
j=1

δ(j)(uj) є визначеною на алгебрi функцiй, породжених скiнченними

лiнiйними комбiнацiями i добутками (p, q)-полiномiв. З iншого боку, для довiльного
P ∈ P(k,lX)(

ϕ−
∞
+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(P ) = πk,l(ϕ)(P )−

(
κ(k,l)
+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(P )

= uκ(k,l)(P ) +

(
κ(k,l)−1

+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(P )−

(
κ(k,l)
+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(P )

= δ(κ(k,l))(uκ(k,l))(P ) +

(
κ(k,l)−1

+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(P )−

(
κ(k,l)
+×
j=1

δ(j)(uj)

)
(P ) = 0.

Отже, ϕ спiвпадає з
∞
+×
j=1

δ(j)(uj) на алгебрi функцiй, породжених скiнченними лiнiйними

комбiнацiями i добутками (p, q)-полiномiв. Ця алгебра є щiльною в W(X), тому ϕ =
∞
+×
j=1

δ(j)(uj) на W(X).

7 Диференцiювання на алгебрi W(X)

Нехай up,q ∈ Eκ(p,q). Визначимо лiнiйний функцiонал θ(up,q) на алгебрi W(X) фор-
мулою

θ(up,q)(f) =

{
up,q(f), якщо f ∈ P(p,qX),

0, якщо f ∈ P(m,kX) i (m, k) 6= (p, q).
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Визначимо лiнiйний оператор ∂(p,q)(up,q) на W(X) формулою

∂(p,q)(up,q)(f)(x) = θ(up,q)(y 7→ (Txf)(y)).

Нехай n ≥ p i l ≥ q i нехай AP — це (n, l)-лiнiйна симетрична форма, асоцiйована з
деяким (n, l)-полiномом P . Тодi вiдображення y 7→ AP (x

n−p, yp; xl−q, yq) буде (p, q)-полi-
номом. Значення up,q(y 7→ AP (x

n−p, yp;xl−q, yq)) будемо позначати ÂP (x
n−p; xl−q, up,q).

Теорема 12. Нехай up,q ∈ Eκ(p,q). Тодi оператор ∂(p,q)(up,q) є неперервним оператором
диференцiювання на алгебрi W(X). При цьому для P ∈ P(n,lX)

∂(p,q)(up,q)(P )(x) =

{
Cp

nC
q
l ÂP (x

n−p;xl−q, up,q), якщо n ≥ p i l ≥ q,
0, в iншому випадку.

(5)

Також для кожної функцiї f ∈ W(X), f =
∑∞

m=0

∑m
k=0 fk,m−k,

δ(κ(p,q))(up,q)(f) =
∞∑
n=1

(p!)n

(np)!

(q!)n

(nq)!
∂n(p,q)(up,q)(fnp,nq).

Доведення. Нехай P ∈ P(n,lX). Тодi

∂(p,q)(up,q)(P )(x) = θ(uk)(y 7→ (TxP )(y)) = θ(uk)(y 7→ P (x+ y))

= θ(up,q)(y 7→
n∑

i=0

l∑
j=0

Ci
nC

j
l AP (x

n−i, yi; xl−j, yj))

=
n∑

i=0

l∑
j=0

Ci
nC

j
l θ(up,q)(y 7→ AP (x

n−i, yi;xl−j, yj)).

Оскiльки

θ(up,q)(y 7→ AP (x
n−i, yi;xl−j, yj))

=

{
up,q(y 7→ AP (x

n−i, yi;xl−j, yj)), якщо i = p i j = q,

0, в iншому випадку,

то

∂(p,q)(up,q)(P )(x) =

{
Cp

nC
q
l ÂP (x

n−p;xl−q, up,q), якщо n ≥ p i l ≥ q,

0, в iншому випадку.

Отже, рiвнiсть (5) доведено.
Доведемо, що для кожної функцiї f iз W(X) функцiя g(x) = ∂(p,q)(up,q)(f)(x) буде

належати алгебрi W(X). Нехай f =
∑∞

m=0

∑m
k=0 fk,m−k. Тодi

g(x) =
∞∑

m=0

m∑
k=0

∂(p,q)(up,q)(fk,m−k)(x)

=
∞∑

m=p+q

m−q∑
k=p

Cp
kC

q
m−kup,q(y 7→ Afk,m−k

(xk−p, yp;xm−k−q, yq)).
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Позначимо gk−p,m−k−q(x) = Cp
kC

q
m−kup,q(y 7→ Afk,m−k

(xk−p, yp; xm−k−q, yq)).

Тодi g =
∑∞

m=p+q

∑m−q
k=p gk−p,m−k−q i gk−p,m−k−q ∈ P(k−p,m−k−qX). Оцiнимо норму

(k − p,m− k − q)-полiнома gk−p,m−k−q.
‖gk−p,m−k−q‖= sup

‖x‖≤1

|gk−p,m−k−q(x)|= sup
‖x‖≤1

|Cp
kC

q
m−kup,q(y 7→ Afk,m−k

(xk−p, yp; xm−k−q, yq))|

≤ sup
‖x‖≤1

Cp
kC

q
m−k‖up,q‖‖y 7→ Afk,m−k

(xk−p, yp; xm−k−q, yq)‖

= sup
‖x‖≤1

Cp
kC

q
m−k‖up,q‖ sup

‖y‖≤1

|Afk,m−k
(xk−p, yp; xm−k−q, yq)|

≤ sup
‖x‖≤1

Cp
kC

q
m−k‖up,q‖ sup

‖y‖≤1

‖Afk,m−k
‖‖x‖k−p‖y‖p‖x‖m−k−q‖y‖q = Cp

kC
q
m−k‖up,q‖‖Afk,m−k

‖.

Оскiльки Cp
k ≤ 2k, Cq

m−k ≤ 2m−k i ‖Afk,m−k
‖ ≤ (2e)m‖fk,m−k‖, то

‖gk−p,m−k−q‖ ≤ 2k2m−k(2e)m‖up,q‖‖fk,m−k‖ = (4e)m‖up,q‖‖fk,m−k‖.

Нехай r > 0. Має мiсце оцiнка

‖g‖r =
∞∑

m=p+q

m−q∑
k=p

rm−p−q‖gk−p,m−k−q‖ ≤ ‖up,q‖
∞∑

m=p+q

m−q∑
k=p

rm−p−q(4e)m‖fk,m−k‖.

Позначимо ρ = max{1, r}. Тодi rm−p−q ≤ ρm−p−q ≤ ρm. Тому

‖g‖r ≤ ‖up,q‖
∞∑

m=p+q

m−q∑
k=p

ρm(4e)m‖fk,m−k‖ ≤ ‖up,q‖
∞∑

m=0

m∑
k=0

(4ρe)m‖fk,m−k‖ = ‖up,q‖‖f‖4ρe.

Оскiльки f ∈ W(X), то ‖f‖4ρe < +∞. Тому ‖g‖r < +∞. Отже, g ∈ W(X).
Нехай P ∈ P(n,lX), Q ∈ P(m,rX). Доведемо, що

∂(p,q)(up,q)(PQ) = P∂(p,q)(up,q)(Q) +Q∂(p,q)(up,q)(P ). (6)

Якщо n+m < p або l + r < q, то рiвнiсть очевидна. Нехай n+m ≥ p i l + r ≥ q. Нехай
APQ — форма, асоцiйована з (n+m, l + r)-полiномом PQ. Iз рiвностi (5) випливає, що

∂(p,q)(up,q)(PQ)(x) = Cp
n+mC

q
l+rθ(up,q)(y 7→ APQ(x

n+m−p, yp;xl+r−q, yq)).

Нехай z1, . . . , zn+m, t1, . . . , tl+r ∈ X. Тодi

APQ(z1, . . . , zn+m; t1, . . . , tl+r) =
1

(n+m)!

1

(l + r)!

×
∑

σ∈S(n+m)

∑
τ∈S(l+r)

AP (zσ(1), . . . , zσ(n); tτ(1), . . . , tτ(l))

× AQ(zσ(n+1), . . . , zσ(n+m); tτ(l+1), . . . , tτ(l+r)). (7)

Введемо позначення z = (z1, . . . , zn+m), t = (t1, . . . , tl+r), σ1 = σ|{1,...,n}, σ2 = σ|{n+1,...,n+m},
τ1 = τ |{1,...,l}, τ2 = τ |{l+1,...,l+r}. Розглянувши z як вiдображення з {1, . . . , n+m} в X, а t
як вiдображення з {1, . . . , l + r} в X, формулу (7) перепишемо у виглядi

APQ(z; t) =
1

(n+m)!

1

(l + r)!

∑
σ∈S(n+m)

∑
τ∈S(l+r)

AP (z ◦ σ1; t ◦ τ1)AQ(z ◦ σ2; t ◦ τ2). (8)
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Нехай
a(σ) =

∣∣{1, . . . , n} ∩ σ−1
{
n+m− p+ 1, . . . , n+m

}∣∣,
b(τ) =

∣∣{1, . . . , l} ∩ τ−1
{
l + r − q + 1, . . . , l + r

}∣∣.
Тодi

AP (z ◦ σ1; t ◦ τ1) = AP (x
n−a(σ), ya(σ);xl−b(τ), yb(τ)),

AQ(z ◦ σ2; t ◦ τ2) = AQ(x
m−p+a(σ), yp−a(σ);xr−q+b(τ), yq−b(τ)).

Тепер

∂(p,q)(up,q)(PQ)(x) = Cp
n+mC

q
l+r

1

(n+m)!

1

(l + r)!

∑
σ∈S(n+m)

∑
τ∈S(l+r)

θ(up,q)(y

7→ AP (x
n−a(σ), ya(σ);xl−b(τ), yb(τ))AQ(x

m−p+a(σ), yp−a(σ);xr−q+b(τ), yq−b(τ))).

Оскiльки up,q ∈ Eκ(p,q), то в останньому виразi не дорiвнюють нулю тiльки тi доданки,
для яких a(σ) = p i b(τ) = q або a(σ) = b(τ) = 0. Кiлькiсть тих σ ∈ S(n+m), для яких
a(σ) = p, дорiвнює

∣∣{σ ∈ S(n+m) : a(σ) = p
}∣∣= { Cp

np!(n+m− p)!, при n ≥ p,

0, при n < p.

Аналогiчно ∣∣{τ ∈ S(l + r) : b(τ) = q
}∣∣ = { Cq

l q!(l + r − q)!, при l ≥ q,

0, при l < q,

∣∣{σ ∈ S(n+m) : a(σ) = 0
}∣∣ = { Cp

mp!(n+m− p)!, при m ≥ p,

0, при m < p,∣∣{τ ∈ S(l + r) : b(τ) = 0
}∣∣ = { Cq

r q!(l + r − q)!, при r ≥ q,

0, при r < q,

Звiдси для n ≥ p, m ≥ p, l ≥ q, r ≥ q

∂(p,q)(up,q)(PQ)(x) = Cp
n+m Cq

l+r

1

(n+m)!

1

(l + r)!
p! (n+m− p)! q! (l + r − q)!

×
(
Cp

n C
q
l up,q

(
y 7→ AP (x

n−p, yp; xl−q, yq)AQ(x
m;xr)

)
+ Cp

m Cq
r up,q

(
y 7→ AP (x

n; xl)AQ(x
m−p, yp;xr−q, yq)

))
.

Оскiльки Cp
n+m Cq

l+r
1

(n+m)!
1

(l+r)!
p! (n+m− p)! q! (l + r − q)! = 1, то

∂(p,q)(up,q)(PQ)(x) =
(
Q(x) Cp

n C
q
l up,q

(
y 7→ AP (x

n−p, yp; xl−q, yq)
)

+ P (x) Cp
m Cq

r up,q
(
y 7→ AQ(x

m−p, yp;xr−q, yq)
))
.
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Враховуючи формулу (5), отримуємо ∂(p,q)(up,q)(PQ) = P∂(p,q)(up,q)(Q)+Q∂(p,q)(up,q)(P ).

Отже, ми довели рiвнiсть (6) для випадку n,m ≥ p i l, r ≥ q. Для всiх iнших випадкiв
цю рiвнiсть також перевiрити нескладно.

Iз рiвностi (6) i лiнiйностi оператора ∂(p,q)(up,q) випливає, що цей оператор є опера-
тором диференцiювання на алгебрi W(X).

Нехай P ∈ P(np,nqX). Пiсля n-кратного застосування формули (5) отримаємо

∂n(p,q)(up,q)(P ) = Cp
npC

p
(n−1)p . . . C

p
pC

q
nqC

q
(n−1)q . . . C

q
q δ

(κ(p,q))(up,q)(P )

=
(np)!

(p!)n
(nq)!

(q!)n
δ(κ(p,q))(up,q)(P ).

Звiдси

δ(κ(p,q))(up,q)(P ) =
(p!)n

(np)!

(q!)n

(nq)!
∂n(p,q)(up,q)(P ).

Нехай f ∈ W(X), f =
∑∞

m=0

∑m
k=0 fk,m−k. Тодi

δ(κ(p,q))(up,q)(f) =
∞∑

m=0

m∑
k=0

δ(κ(p,q))(up,q)(fk,m−k)

=
∞∑
n=1

δ(κ(p,q))(up,q)(fnp,nq) =
∞∑
n=1

(p!)n

(np)!

(q!)n

(nq)!
∂n(p,q)(up,q)(fnp,nq).

8 Похiдна за напрямком у дiйсному сенсi на алгебрi W(X)

Нехай h ∈ X. Знайдемо похiдну за напрямком h вiд P ∈ P(p,qX), розглядаючи X як
простiр з дiйсною структурою.

lim
t∈R, t→0

P (x+ th)− P (x)

t

= lim
t∈R, t→0

1

t

(
p∑

i=0

q∑
j=0

Ci
pC

j
qAP (x

p−i, (th)i;xq−j, (th)j)− AP (x
p; xq)

)

= lim
t∈R, t→0

1

t

(
p∑

i=0

q∑
j=0

Ci
pC

j
q t

i+jAP (x
p−i, hi; xq−j, hj)− AP (x

p;xq)

)
= C1

pC
0
qAP (x

p−1, h;xq) + C0
pC

1
qAP (x

p; xq−1, h) = ∂(1,0)(h1,0)(P )(x) + ∂(0,1)(h0,1)(P )(x),

де через h1,0 позначено лiнiйний функцiонал на просторi P(1,0X), який кожному g ∈
P(1,0X) ставить у вiдповiднiсть число g(h), через h0,1 позначено лiнiйний функцiонал на
просторi P(0,1X), який кожному g ∈ P(0,1X) ставить у вiдповiднiсть число g(h). Отже,

lim
t∈R, t→0

P (x+ th)− P (x)

t
= (∂(1,0)(h1,0) + ∂(0,1)(h0,1))(P )(x).
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Для f ∈ W(X) будемо мати

lim
t∈R, t→0

f(x+ th)− f(x)

t
= lim

t∈R, t→0

1

t

(
∞∑

m=0

m∑
k=0

fk,m−k(x+ th)−
∞∑

m=0

m∑
k=0

fk,m−k(x)

)

=
∞∑

m=0

m∑
k=0

lim
t∈R, t→0

fk,m−k(x+ th)− fk,m−k(x)

t
=

∞∑
m=0

m∑
k=0

(∂(1,0)(h1,0) + ∂(0,1)(h0,1))(fk,m−k)(x)

= (∂(1,0)(h1,0) + ∂(0,1)(h0,1))(f)(x).
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