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Розглядається система диференцiальних рiвнянь, яка описує динамiку нескiнченної
системи осциляторiв на двовимiрнiй гратцi. Отримано результат про iснування перiодич-
них за часом розв’язкiв. За допомогою теореми про гiрський перевал отриманi достатнi
умови iснування таких розв’язкiв.

Вступ

У цiй статтi вивчаються рiвняння, що описують динамiку нескiнченної системи лiнiй-
но зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на плоскiй цiлочисловiй гратцi. Нехай
qn,m(t) — узагальнена координата (n,m)-го осцилятора в момент часу t. Припускається,
що кожен осцилятор лiнiйно взаємодiє з чотирма своїми найближчими сусiдами. Рiв-
няння руху системи, що розглядається, мають вигляд:

q̈n,m = −U ′
n,m(qn,m) + an−1,m(qn−1,m − qn,m)− an,m(qn,m − qn+1,m)

+bn,m−1(qn,m−1 − qn,m)− bn,m(qn,m − qn,m+1), (n,m) ∈ Z2. (1)

Рiвняння (1) представляє собою нескiнченну систему звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Якщо an−1,m = an,m = bn,m−1 = bn,m ≡ 1, то лiнiйна частина правої частини
рiвняння дорiвнює (4q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m — двовимiрний
дискретний оператор Лапласа.

Розглядаються такi розв’язки системи (1), що задовольняють крайову умову на не-
скiнченностi:

lim
n,m→±∞

qn,m(t) = 0. (2)

Ця умова означає, що осцилятори знаходяться в станi спокою на нескiнченностi.
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Подiбнi системи є цiкавими з огляду на численнi застосування у фiзицi [11], [13],
[14]. В статтях [1], [5], [15] та [16] вивчались бiжучi хвилi в системах лiнiйно зв’язаних
нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на двовимiрних гратках, а в статтях [2] i [3] —
питання коректностi задачi Кошi для таких систем.

У цiй статтi отримано умови iснування перiодичних за часом розв’язкiв нескiнченної
системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй гратцi. Дана робота
узагальнює результати, отриманi в [6], на випадок двовимiрної гратки.

1 Постановка задачi та основнi припущення

Розглянемо систему осциляторiв з потенцiалом:

Un,m(r) = −dn,m
2

r2 + Vn,m(r),

i покладемо
cn,m = dn,m − an−1,m − an,m − bn,m−1 − bn,m.

Тодi рiвняння (1) набуде вигляду

q̈n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1+

+cn,mqn,m − V ′
n,m(qn,m), (n,m) ∈ Z2. (3)

Враховуючи граничнi умови (2), це рiвняння розглядаємо як диференцiально-опера-
торне

q̈ = Aq −B(q), (4)

де A — оператор лiнiйної взаємодiї осциляторiв, який визначається рiвнiстю

(Aq)n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1 + cn,mqn,m

(такi оператори вивчались в [7]), а нелiнiйний оператор B —

(B(q))n,m = V ′
n,m(qn,m), (5)

в просторi l2 = l2(Z2) дiйсних послiдовностей q = {qn,m} зi скалярним добутком(
q(1), q(2)

)
=

∑
n,m∈Z

q(1)n,mq
(2)
n,m.

Скалярний добуток i норму в l2 позначатимемо вiдповiдно (·, ·) i ‖ · ‖.
Далi нам також знадобиться простiр l∞ — банахiв простiр обмежених послiдовностей

з нормою
‖q‖l∞ = sup

n,m∈Z
|qn,m|.

Зауважимо, що рiвняння (3) у просторi l2 можна подати у гамiльтоновому виглядi{
ṗ = −H ′

q(p, q),

q̇ = H ′
p(p, q)
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з гамiльтонiаном

H(p, q) =
1

2

(
‖p‖2 − (Aq, q)

)
+

∑
n,m∈Z

Vn,m(qn,m),

де p = q̇.

За означенням, розв’язком рiвняння (4) вважається двiчi неперервно диференцiйов-
на функцiя вiд t зi значеннями в l2.

Всюди далi припускається, що

(i) коефiцiєнти an,m, bn,m i cn,m є N-перiодичними, тобто an+N,m = an,m+N = an,m,

bn+N,m = bn,m+N = bn,m, cn+N,m = cn,m+N = cn,m, i A — додатно визначений в l2,
тобто iснує таке α0 > 0, що

(Aq, q) ≥ α0‖q‖2, q ∈ l2;

(ii) для будь-яких n,m ∈ Z функцiя Vn,m(r) — неперервно диференцiйовна, Vn,m(0) =

V ′
n,m(0) = 0 та V ′

n,m(r) = o(r) при r → 0, i виконується умова N -перiодичностi
Vn+N,m(r) = Vn,m+N(r) = Vn,m(r);

(iii) iснує таке µ > 2, що

0 < µVn,m(r) ≤ V ′
n,m(r)r, r 6= 0.

З умови (i) випливає, що оператор A є обмеженим самоспряженим в l2.

Лема 1.1. Нехай Vn,m задовольняє умови (ii) та (iii). Тодi iснують такi константи d > 0

та d0 ≥ 0, якi не залежать вiд n i m, що

Vn,m(r) ≥ d|r|µ − d0. (6)

Доведення. Зафiксуємо r0 > 0. Оскiльки

V ′
n,m(r) ≥ µ

Vn,m(r)

r
,

то згiдно стандартних результатiв про диференцiальнi нерiвностi [10], Vn,m(r) ≥ y(r)

при r ≥ r0, де y(r) — розв’язок диференцiального рiвняння

y′(r) =
µ

r
y(r)

з початковою умовою y(r0) = Vn,m(r0). Останнiй можна знайти в явному виглядi

y(r) =
Vn,m(r0)

rµ0
rµ.

Отже,

Vn,m(r) ≥
Vn,m(r0)

rµ0
rµ, r ≥ r0.
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Тодi для всiх r ≥ 0

Vn,m(r) ≥ Vn,m(r0)

(
rµ

rµ0
− 1

)
=

Vn,m(r0)

rµ0
rµ − Vn,m(r0).

Аналогiчно, для r ≤ 0

Vn,m(r) ≥
Vn,m(−r0)

rµ0
|rµ| − Vn,m(r0).

Звiдси отримуємо (6) з

d = inf
n,m

min

[
Vn,m(−r0)

rµ0
,
Vn,m(r0)

rµ0

]
,

d0 = sup
n,m

max [Vn,m(r0), Vn,m(−r0)] .

Лема 1.2. Нехай виконуються умови (ii) та (iii). Тодi iснує така неперервна монотонно
зростаюча функцiя σ(r), r ≥ 0, що

σ(0) = 0, lim
r→+∞

σ(r) = +∞

i
V ′
n,m(r)r ≤ σ(|r|)r2. (7)

Доведення. Покладемо

σ(r) = max
n,m

sup
|s|≤r

∣∣∣∣V ′
n,m(s)

s

∣∣∣∣ .
Нерiвнiсть (7), неперервнiсть та мононтоннiсть σ(r), а також рiвнiсть σ(0) = 0 очевиднi.
Iз умови (iii) та леми 1.1 випливає, що

σ(r) ≥ const · rµ−2

при достатньо великих r. Оскiльки µ > 2, то σ(r) → +∞ при r → +∞ i тому лему
доведено.

Вiдповiдно до умови просторової перiодичностi системи, природньо розглядати такi
перiодичнi по n i m крайовi умови. Нехай k > 0 — цiле. Розглянемо рiвняння (1) з
крайовою умовою

qn+kN,m = qn,m+kN = qn,m. (8)

Ця задача використовується, як допомiжна, при вивченнi перiодичних розв’язкiв задачi
(1), (2). Запишемо цю задачу у виглядi диференцiально-операторного рiвняння. Позна-
чимо через lk2 простiр kN -перiодичних послiдовностей. Це скiнченновимiрний простiр
розмiрностi kN × kN.

В просторi lk2 введемо норму

‖q‖k =

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

|qn,m|2
1/2
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та скалярний добуток

(p, q)k =

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

pn,mqn,m,

де [kN
2
] — цiла частина kN

2
.

Оператор A дiє також i в просторi lk2 . Цей оператор будемо позначати Ak. Формула
(5) показує, що оператор B також дiє в lk2 . Позначимо його через Bk. Тодi задача (1),
(8) запишеться у виглядi

q̈ = Akq −Bk(q). (9)

Лема 1.3. Нехай виконується умова (i). Тодi

(Akq, q) ≥ α0‖q‖2k, q ∈ lk2 .

Доведення. Оскiльки Ak — самоспряжений скiнченновимiрний оператор, то достатньо
показати, що для будь-якого його власного значення λ маємо λ ≥ α0. Якщо λ — власне
значення Ak з власним вектором q ∈ lk2 , то q є узагальненим власним вектором оператора
A (див. [8], [19]). Отже, λ — точка спектру оператора A. Оскiльки спектр A лежить у
множинi [α0,+∞), отримуємо те, що вимагалося.

Надалi нам знадобляться деякi простори соболєвського типу. Нехай T > 0. Позначи-
мо через XT пiдпростiр T -перiодичних функцiй iз H1

loc(R; l2). Це гiльбертiв простiр зi
скалярним добутком

(q, p)T =

∫ T/2

−T/2

[(q̇(t), ṗ(t)) + (q(t), p(t))]dt.

Вiдповiдна норма в XT позначається через ‖ · ‖T .
Бiльш явно, простiр XT складається iз послiдовностей q = {qn,m(t)}n,m∈Z таких фун-

кцiй qn,m ∈ H1
loc(R), що qn,m(t+ T ) = qn,m(t) i

‖q‖2T =
∑

n,m∈Z

‖qn,m‖2H1(−T/2,T/2) < ∞,

де

‖u‖2H1(a;b) =

∫ b

a

[|u̇(t)|2 + |u(t)|2]dt.

Згiдно теорем про вкладення (див., напр., [8], [9]), XT неперервно вкладений в простiр
CT (R; l2) неперервних T -перiодичних функцiй зi значеннями в l2.

Аналогiчно, XT,k позначає пiдпростiр H1
loc(R, lk2), що складається iз T -перiодичних

функцiй, зi скалярним добутком

(q, p)T,k =

∫ T/2

−T/2

[(q̇(t), ṗ(t))k + (q(t), p(t))k]dt

i вiдповiдною нормою ‖·‖T,k. Його елементи — послiдовностi q = {qn,m(t)} таких функцiй
qn,m ∈ H1

loc(R), що qn,m(t + T ) = qn(t) i qn+kN,m(t) = qn,m+kN(t) = qn,m(t). Як i вище,
XT,k ⊂ CT (R, lk2).
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Перейдемо безпосередньо до варiацiйних постановок для рiвнянь (4) та (9). Першому
з них вiдповiдає функцiонал

Φ(q) =

∫ T/2

−T/2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 + 1

2
(Aq(t), q(t))−

∑
n,m∈ Z

Vn,m(qn,m(t))

]
dt (10)

на просторi XT . Функцiонал, що вiдповiдає рiвнянню (9), має вигляд

Φk(q) =

∫ T/2

−T/2

1

2
‖q̇(t)‖2k +

1

2
(Akq(t), q(t))k −

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

Vn,m(qn,m(t))

 dt (11)

та визначений на просторi XT,k. Цi функцiонали коректно визначенi на вiдповiдних
просторах. Дiйсно, їх квадратичнi члени скiнченнi вiдповiдно до означень просторiв
XT та XT,k. Неквадратичнi члени також скiнченнi, оскiльки, згiдно теорем вкладення,
q(t) — неперервна функцiя на [−T/2, T/2] зi значеннями в l2 або lk2 вiдповiдно, а згiдно
(ii),

|Vn,m(r)| ≤ C|r|2

на будь-якому скiнченному iнтервалi змiни r.

Для формулювання наступного результату нагадаємо, що 〈f, u〉 позначає значення
лiнiйного функцiоналу f на елементi u.

Лема 1.4. Нехай виконуються умови (i) та (ii). Тодi функцiонали Φ i Φk належать
класу C1, а їх похiднi задаються формулами

〈Φ′(q), h〉 =
∫ T/2

−T/2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−

∑
n,m∈Z

V ′
n,m(qn,m(t))hn,m(t)

]
dt (12)

〈Φ′
k(q), h〉 =

∫ T/2

−T/2

(q̇(t), ḣ(t))k + (Akq(t), h(t))k −
kN−[ kN

2
]−1∑

n,m=−[ kN
2

]

V ′
n,m(qn,m(t))hn,m(t)

 dt,

(13)
для h ∈ XT та h ∈ XT,k вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо функцiонал Φ. Нехай q ∈ XT , h ∈ XT та |λ| ≤ 1. Тодi

Φ(q + λh) =

∫ T/2

−T/2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 + λ(q̇(t), ḣ(t)) +

1

2
λ2‖ḣ(t)‖2

+
1

2
(Aq(t) + λAh(t), q(t) + λh(t))−

∑
n,m∈Z

Vn,m(qn,m(t) + λhn,m(t))dt

=

∫ T/2

−T/2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 + λ(q̇(t), ḣ(t)) +

1

2
λ2‖ḣ(t)‖2 + 1

2
(Aq(t), q(t))

+λ(Aq(t), h(t)) +
1

2
λ2(Ah(t), h(t))−

∑
n,m∈Z

Vn,m(qn,m(t) + λhn,m(t))]dt.
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Оскiльки

Φ(q + λh)− Φ(q) =

∫ T/2

−T/2

[λ(q̇(t), ḣ(t)) +
1

2
λ2‖ḣ(t)‖2 + λ(Aq(t), h(t))

+
1

2
λ2(Ah(t), h(t))−

∑
n,m∈Z

(Vn,m(qn,m(t) + λhn,m(t))− Vn,m(qn,m(t)))]dt,

то

〈Φ′(q), h〉 = lim
λ→0

Φ(q + λh)− Φ(q)

λ
=

∫ T/2

−T/2

[(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−

−
∑

n,m∈Z

lim
λ→0

Vn,m(qn,m(t) + λhn,m(t))− Vn,m(qn,m(t))

λhn,m(t)
hn,m(t)]dt

=

∫ T/2

−T/2

[(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−
∑

n,m∈Z

V ′
n,m(qn,m(t))hn,m(t)]dt.

Неважко переконатися, що похiдна Φ′(q), задана формулою (12), неперервна по q ∈ XT .

Випадок Φk аналогiчний.

Наступне твердження зводить знаходження T -перiодичних розв’язкiв рiвнянь (4) та
(9) до пошуку критичних точок вiдповiдних функцiоналiв.

Лема 1.5. Нехай виконуються умови (i)–(iii). Тодi критичнi точки функцiоналiв Φ та
Φk є T -перiодичними розв’язками рiвнянь (4) та (9) вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо тiльки випадок функцiоналу Φ. Другий випадок аналогiчний.
Якщо q ∈ XT — критична точка функцiоналу Φ, то за лемою 1.4

〈Φ′(q), h〉 =
∫ T/2

−T/2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−

∑
n,m∈Z

V ′
n,m(qn,m(t))hn,m(t)

]
dt = 0

для будь-якого h ∈ XT . Або, iнтегруючи частинами перший доданок, маємо∫ T/2

−T/2

[
(−q̈(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−

∑
n,m∈Z

V ′
n,m(qn,m(t))hn,m(t)

]
dt = 0

для будь-якого h ∈ XT . Це означає, що q — слабкий розв’язок рiвняння (4).
Отже,

q̈ = Aq −B(q)

в сенсi узагальнених функцiй. Однак за теоремою вкладення q ∈ C(R, l2). Отже, Aq ∈
C(R, l2) i, згiдно умови (ii), B(q) ∈ C(R, l2). Таким чином, q̈ ∈ C(R, l2) i значить, q —
двiчi неперервно диференцiйовна функцiя зi значеннями в l2. Оскiльки за означенням
простору XT q є T -перiодичною функцiєю, то q — T -перiодичний розв’язок рiвняння
(4).

Далi нам знадобиться наступна проста лема, яка дає нерiвнiсть мiж нормами кри-
тичних точок i вiдповiдними критичними значеннями для функцiоналiв Φk i Φ.
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Лема 1.6. Нехай виконуються умови (i)–(iii). Тодi iснують такi константи ε0 > 0 i
c > 0, якi не залежать вiд k, що для будь-якої критичної точки функцiоналiв Φ або Φk

ε0 ≤ ‖q‖2 ≤ cΦ(q)

або
ε0 ≤ ‖q‖2k ≤ cΦk(q)

вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо випадок функцiоналу Φ. Випадок Φk аналогiчний. Нехай q ∈ l2
— критична точка Φ. Тодi Φ′(q) = 0 i

Φ(q) = Φ(q)− 1

µ
〈Φ′(q), q〉

=

(
1

2
− 1

µ

)∫ T/2

−T/2

{‖q̇(t)‖2 + (Aq(t), q(t))}dt

−
∫ T/2

−T/2

∑
n,m∈Z

(Vn,m(qn,m(t))−
1

µ
V ′
n,m(qn,m(t))qn,m(t))dt.

Згiдно умов (i) та (iii),

Φ(q) ≥ µ− 2

2µ

∫ T/2

−T/2

(‖q̇(t)‖2 + α0‖q(t)‖2)dt

≥ µ− 2

2µ
β0‖q‖2T ,

де β0 = min(1, α0). Звiдси випливає те, що вимагалося в другiй нерiвностi.
Далi, оскiльки 〈Φ′(q), q〉 = 0, то∫ T/2

−T/2

{‖q̇(t)‖2 + (Aq(t), q(t))}dt =
∫ T/2

−T/2

∑
n,m∈Z

V ′
n,m(qn,m(t))qn,m(t)dt.

А тому

β0‖q‖2T ≤
∫ T/2

−T/2

{‖q̇(t)‖2 + (Aq(t), q(t))}dt =
∫ T/2

−T/2

∑
n,m∈Z

V ′
n,m(qn,m(t))qn,m(t)dt.

Використовуючи лему 1.2, отримуємо

β0‖q‖2T ≤ σ(‖q‖C(−T
2
,T
2
;l∞)) · ‖q‖2T .

Оскiльки q 6= 0, то звiдси випливає, що

β0 ≤ σ(‖q‖C(−T
2
,T
2
;l∞)).

Згiдно теореми вкладення,

β0 ≤ σ(‖q‖C(−T
2
,T
2
;l2)) ≤ σ(C · ‖q‖T )
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з деяким C > 0.

Тепер достатньо покласти

ε
1/2
0 = C−1 · σ−1(β0),

i лему доведено.

При доведеннi основної теореми нам знадобиться одна проста властивiсть стацiонар-
них розв’язкiв. Зауважимо, що будь-який стацiонарний, що не залежить вiд t, розв’язок
систем, якi розглядалися вище, є T -перiодичним для будь-якого T > 0. Стацiонарнi
розв’язки задовольняють рiвняння

Aq = B(q) (14)

або
Akq = Bk(q) (15)

в залежностi вiд граничних умов. Зауважимо, що обмеження функцiоналiв Φ та Φk на
простори сталих функцiй мають вигляд T · ϕ(q) i T · ϕk(q), де

ϕ(q) =
1

2
(Aq, q)−

∑
n,m∈Z

Vn,m(qn,m), q ∈ l2,

ϕk(q) =
1

2
(Akq, q)k −

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

Vn,m(qn,m), q ∈ lk2 .

Отже, сталi розв’язки рiвнянь (14) i (15) є критичними точками функцiоналiв ϕ та
ϕk вiдповiдно. Причому, при виконаннi умов (i)–(iii) q ≡ 0 є тривiальним стацiонарним
розв’язком.

Лема 1.7. Нехай виконуються умови (i)–(iii). Тодi iснує така константа δ0 > 0, яка
не залежить вiд k, що для будь-якого ненульового розв’язку q ∈ lk2 (вiдповiдно q ∈ l2)
рiвняння (15) (вiдповiдно (14))

‖q‖k ≥ δ0

(вiдповiдно
‖q‖ ≥ δ0).

Крiм того,

ϕk(q) ≥
µ− 2

2µ
α0δ

2
0,

ϕ(q) ≥ µ− 2

2µ
α0δ

2
0

вiдповiдно.
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Доведення. Розглянемо випадок рiвняння (15). Помноживши його скалярно на q, маємо

(Akq, q)k = (Bk(q), q)k.

Згiдно умови (i), отримуємо

α0‖q‖2k ≤ (Bk(q), q)k =

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

V ′
n,m(qn,m)qn,m. (16)

За лемою 1.2
V ′
n(r)r ≤ σ(|r|)r2, (17)

де функцiя σ(r), r ≥ 0, неперервна, монотонно зростає, σ(0) = 0 i σ(r) → +∞ при
r → +∞.

Iз нерiвностi (16) отримуємо, що

α0‖q‖2k ≤ σ(‖q‖k)‖q‖2k.

Оскiльки q 6= 0, то
σ(‖q‖k) ≥ α0 > 0,

отже,
‖q‖k ≥ β0 = σ−1(α0) > 0.

Доведемо другу частину леми. Оскiльки q — критична точка ϕk, то ϕ′
k(q) = 0. Отже,

ϕk(q) = ϕk(q)−
1

µ
〈ϕ′

k(q), q〉

=

(
1

2
− 1

µ

)
(Akq, q)k −

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

(
Vn,m(qn,m)−

1

µ
V ′
n,m(qn,m)qn,m

)
.

Згiдно умов (i) та (iii),

ϕk(q) ≥
µ− 2

2µ
· α0‖q‖2k ≥

µ− 2

2µ
· α0β

2
0 ,

тобто лему доведено.

2 Основнi результати

Доведемо спочатку iснування T -перiодичних розв’язкiв рiвняння (9). Ця задача має
незалежний iнтерес, однак результат про iснування її розв’язкiв буде використано для
доведення iснування T -перiодичних розв’язкiв рiвняння (4).

Для побудови шуканих розв’язкiв, згiдно леми 1.5, достатньо знайти нетривiальнi
критичнi точки функцiоналу Φk в просторi XT,k. З цiєю метою буде використана теорема
про гiрський перевал.
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Наведемо спочатку деякi попереднi вiдомостi. Нехай ϕ — C1-функцiонал на гiльбер-
товому просторi H. Говорять, що ϕ задовольняє умову Пале–Смейла, якщо виконується
наступна умова:

(PS) Нехай u(m) — така послiдовнiсть елементiв H, що послiдовнiсть ϕ(u(m)) обме-
жена i ϕ′(u(m)) → 0. Тодi u(m) мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.

Зауважимо, що при перевiрцi цiєї умови можна без обмеження загальностi вважати,
що числова послiдовнiсть ϕ′(u(m)) збiгається.

Сформулюємо тепер теорему про гiрський перевал в необхiднiй нам формi (доведен-
ня див. в [18], [20]).

Теорема (Про гiрський перевал). Нехай ϕ — C1-функцiонал на гiльбертовому просторi
H з нормою ‖ · ‖, що задовольняє умову Пале–Смейла. Припустимо, що iснує e ∈ H i
r > 0 такi, що ‖e‖ > r i

β = inf
‖u‖=r

ϕ(u) > ϕ(0) ≥ ϕ(e). (18)

Нехай
b = inf

γ∈Γ
max
τ∈[0,1]

ϕ(γ(τ)), (19)

де
Γ = {γ ∈ C([0; 1];H) : γ(0) = 0, ϕ(γ(1)) ≤ 0}. (20)

Тодi b — критичне значення функцiоналу ϕ i b ≥ β.

Зауваження 2.1. Нехай γ0 ∈ Γ — деякий елемент (шлях). З побудови критичного
значення b маємо

b ≤ max
τ∈[0,1]

ϕ(γ0(τ)).

Це дозволяє оцiнити критичнi значення зверху.

В наступних лемах перевiряються умови цiєї теореми для функцiоналу Φk. Той факт,
що Φk — функцiонал класу C1, вже встановлено в лемi 1.4.

Лема 2.1. При виконаннi умов (i)–(iii) функцiонал Φk задовольняє умову Пале-Смей-
ла.

Доведення. Нехай u(p) ∈ XT,k — така послiдовнiсть, що Φ′
k(u

(p)) → 0 i Φk(u
(p)) ≤ C. Тодi

Φk(u
(p))− 1

µ
〈Φ′

k(u
(p)), u(p)〉 =

(
1

2
− 1

µ

)∫ T/2

−T/2

{‖u̇(p)(t)‖2k

+(Aku
(p)(t), u(p)(t))k}dt−

∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

{Vn,m(u
(p)
n,m(t))

− 1

µ
V ′
n,m(u

(p)
n,m(t))u

(p)
n,m(t)}dt ≥

µ− 2

2µ
β0‖u(p)‖2T,k,

де β0 = min(1, α0). При достатньо великому p маємо

|〈Φ′
k(u

(p)), u(p)〉| ≤ µ.
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Тому
µ− 2

2µ
β0‖u(p)‖2k ≤ C + ‖u(p)‖T,k.

Остання нерiвнiсть не може виконуватися для необмеженої послiдовностi u(p). Таким
чином, вже доведено, що послiдовнiсть u(p) — обмежена.

Оскiльки простiр XT,k — гiльбертiв, а послiдовнiсть u(p) — обмежена, то, переходя-
чи до пiдпослiдовностi, вважаємо, що u(p) → u слабко в XT,k. Оскiльки простiр lk2 —
скiнченновимiрний, то вкладення XT,k ⊂ C(−T/2, T/2; lk2) — компактне. Тому u(p) → u

сильно в C(−T/2, T/2; lk2).

Маємо

〈Φ′
k(u

(p))− Φ′
k(u

(l)), u(p) − u(l)〉 =
∫ T/2

−T/2

{‖u̇(p)(t)− u̇(l)(t)‖2k

+(Aku
(p)(t)− Aku

(l)(t), u(p)(t)− u(l)(t))k}dt−
∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

{V ′
n,m(u

(p)
n,m(t))

−V ′
n,m(u

(l)
n,m(t)}(u(p)

n,m(t)− u(l)
n,m(t))dt ≥ β0‖u(p) − u(l)‖2T,k

−
∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n=−[ kN

2
]

{V ′
n(u

(p)
n,m(t))− V ′

n,m(u
(l)
n,m(t))}(u(p)

n,m(t)− u(l)
n,m(t))dt,

де β0 = min(1, α0). Отже,

β0‖u(p) − u(l)‖2T,k ≤ 〈Φ′
k(u

(p))− Φ′
k(u

(l)), u(p) − u(l)〉

+

∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

{V ′
n,m(u

(p)
n,m(t))− V ′

n,m(u
(l)
n,m(t)}(u(p)

n,m(t)− u(l)
n,m(t))dt. (21)

Оскiльки Φ′
k(u

(p)) → 0 сильно, а u(p) — обмежена, то перший член в правiй частинi
(21) прямує до нуля при p, l → ∞. Другий член також збiгається до нуля, оскiльки
u(p) → u сильно в C(−T/2, T/2; lk2). Отже, ‖u(p) − u(l)‖T,k → 0 при p, l → ∞. Таким
чином, u(p) — послiдовнiсть Кошi в XT,k. Враховуючи перехiд до пiдпослiдовностi на
початку доведення, отримуємо те, що вимагалося.

Лема 2.2. Нехай виконуються умови (i)–(iii). Тодi iснують такi r0 > 0 i e ∈ XT з
‖e‖k > r0, що

inf
‖u‖T,k=r0

Φk(u) > 0 (22)

i Φk(e) ≤ 0. Число r0 може бути вибране таким, що не залежить вiд k.

Доведення. Використаємо нерiвнiсть (17). Згiдно (iii),

Vn,m(r) ≤ µ−1σ(|r|)r2.
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Маємо

Φk(u) =
1

2

∫ T/2

−T/2

{‖u̇(t)‖2k + (Aku(t), u(t))k}dt−
∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

Vn,m(un,m(t))dt

≥ 1

2

∫ T/2

−T/2

{‖u̇(t)‖2k + (Aku(t), u(t))k}dt− µ−1σ(‖u‖k)
kN−[ kN

2
]−1∑

n,m=−[ kN
2

]

|un,m(t)|2dt.

Використовуючи (i) i той факт, що другий iнтеграл в правiй частинi бiльший за ‖u‖2T,k,
отримуємо

Φk(u) ≥
β0

2
‖u‖2T,k − µ−1σ(‖u‖T,k)‖u‖2T,k

= {β0

2
− µ−1σ(‖u‖k)}‖u‖2T,k,

де β0 = min(1, α0). Виберемо r0 iз умови σ(r0) = µβ0/4. Отримаємо

Φk(u) ≥
β0

4
r20,

що доводить (22).
Для доведення другого твердження зафiксуємо ненульовий елемент u ∈ XT,k. Згiдно

леми 1.1, маємо при τ > 0

Φk(τu) =
1

2

∫ T/2

−T/2

{‖τ u̇(t)‖2k + (Ak(τu(t)), τu(t))k}dt

−
∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

Vn,m(τun(t))dt

≤ τ 2

2

∫ T/2

−T/2

{‖u̇(t)‖2k + (Aku(t), u(t))k}dt

−dτµ
∫ T/2

−T/2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

|un,m(t)|µdt+Nd0T.

Оскiльки µ > 2, то при достатньо великому τ > 0 маємо Φk(τu) < 0. Таким чином,
твердження леми виконується з e = τu.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (i)–(iii). Тодi для будь-яких T > 0 i натураль-
ного k рiвняння (9) має ненульовий T -перiодичний розв’язок q = q(T,k). При цьому для
будь-якого T > 0 iснують такi константи ε0 > 0 i C > 0, якi не залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖q(T,k)‖ ≤ C,

ε0 ≤ Φk(q
(T,k)) ≤ C.

Бiльше того, iснує таке T0 > 0, яке не залежить вiд k, що q(T,k) не є сталою функцiєю i
залежить вiд t при всiх T ≥ T0.
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Доведення. Згiдно лем 2.1 i 2.2, для функцiоналу Φk виконуються всi умови теореми
про гiрський перевал. Таким чином, iснування розв’язку q 6= 0 доведено. Залишається
перевiрити, що при достатньо великих T розв’язок q = q(T,k) не є сталим.

Нехай q(0) — деякий сталий розв’язок. Тодi, згiдно леми 1.7, для вiдповiдного критич-
ного значення Φk(q

(0)) маємо

Φk(q
(0)) ≥ µ− 2

2µ
α0δ

2
0 · T, (23)

де δ0 > 0 з леми 1.7.
Тепер оцiнимо Φk(q

(T,k)) = Φk(q) зверху. Нехай u ∈ XT , u 6= 0. Тодi, як показано в
доведеннi леми 2.2, Φk(τu) ≤ 0 при всiх достатньо великих τ > 0. Згiдно зауваження 2.1,
для критичного значення маємо

Φk(q) ≤ max
τ≥0

Φk(τu). (24)

Вiзьмемо в якостi u(t) таку функцiю, що un,m(t) ≡ 0 при (n,m) 6= (0, 0), u0,0(t) =

sin(2πt/ηT ) при 0 ≤ t ≤ ηT i u0,0(t) = 0 при ηT ≤ t ≤ T, де η ∈ (0, 1) буде вибрано
пiзнiше. Припускається, що u0,0(t) продовжена на всю вiсь як T -перiодична функцiя.
Тодi, використовуючи лему 1.1, одержуємо

Φk(τu) =
τ 2

2

∫ ηT

0

{|u̇0,0(t)|2 + c0,0|u0,0(t)|2}dt−
∫ ηT

0

V0,0(τu0,0(t))dt

≤ τ 2

2

∫ ηT

0

{|2π
T

cos
2πt

ηT
|2 + c0,0| sin

2πt

ηT
|2}dt− dτµ

∫ ηT

0

| sin 2πt

ηT
|µdt+ d0ηT. (25)

Покладемо

Aµ =

∫ 1

0

| sin 2πt|µdt.

Зауважимо, що

A2 =

∫ 1

0

sin2 2πt · dt =
∫ 1

0

cos2 2πt · dt = 1

2
.

Iз (25) випливає, що

Φk(τu) ≤
τ 2

4
{4π

2

ηT
+ c0,0ηT} − dAµ(ηT )τ

µ + d0ηT.

Нехай T0 =
2π

η
√
c0,0

i T ≥ T0. Тодi
4π2

ηT
≤ c0,0ηT

i

Φk(τu) ≤
τ 2

2
c0,0(ηT )− dAµτ

µ(ηT ) + d0(ηT )

= η[
τ 2

2
c0,0 − dAµτ

µ + d0] · T.
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Нехай
m0 = max

τ≥0
[
τ 2c0,0
2

− dAµτ
µ + d0].

Тодi, згiдно (24),
Φk(q) ≤ ηm0T. (26)

Виберемо тепер η таким, що

η <
µ− 2

2µm0

α0δ
2
0.

Тодi з (23) i (26) випливає наступне

Φk(q) ≤ ηm0T <
µ− 2

2µ
α0δ

2
0T ≤ Φk(q

(0)).

Звiдси слiдує, що при T ≥ T0 розв’язок q = q(T,k) не може бути сталим.

Зауваження 2.2. Зауважимо, що числа η,m0, так як i α0, δ0, не залежать вiд k i T.
Отже, при будь-яких k i T ≥ T0 справджується нерiвнiсть

Φk(q
(T,k)) ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T, (27)

де η < µ−2
2µm0

α0δ
2
0 — довiльне.

Тепер встановимо основний результат статтi — iснування T -перiодичних розв’язкiв
рiвняння (4). Розв’язки цього рiвняння, за лемою 1.5, є критичними точками функцiона-
лу Φ. Для цього функцiоналу справедливим буде твердження аналогiчне лемi 2.2. Однак,
умова Пале-Смейла не виконується. Ми не будемо це доводити. Зауважимо тiльки, що
в доведеннi леми 2.1 використана компактнiсть вiдповiдного вкладення, яка вiдсутня у
випадку функцiоналу Φ.

Таким чином, теорема про гiрський перевал не може бути застосована до функцiона-
лу Φ, i тому розв’язки вiдповiдної задачi будуть побудованi як границя розв’язкiв q(T,k)

при k → ∞. Для цього спочатку встановимо двi простi леми. Перша з них отримана в
[17], а друга легко з неї слiдує.

Лема 2.3. Нехай v(k) ∈ l2, причому ‖v(k)‖ — обмежена i v(k) → 0 в l∞. Тодi для будь-
якого p > 2 : v(k) → 0 в lp, де lp — банахiв простiр всiх p–сумовних послiдовностей
q = {qn,m} з нормою

‖q‖lp =

[ ∑
n,m∈Z

|qn,m|p
]1/p

.

Доведення. Маємо

‖v(k)‖plp =
∑

n,m∈Z

|v(k)n,m|p =
∑

n,m∈Z

|v(k)n,m|p−2|v(k)n,m|2

≤ { sup
n,m∈Z

|v(k)n,m|}p−2 ·
∑

n,m∈Z

|v(k)n,m|2 = ‖v(k)‖pl∞‖v(k)‖2.

Оскiльки p > 2 i ‖v(k)‖l∞ → 0, звiдси слiдує те, що й вимагалося.
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Перш нiж сформулювати наступну лему, нагадаємо, що ‖ · ‖lkp на просторi kN -
перiодичних послiдовностей визначається формулою

‖u‖lkp =

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

|un,m|p
1/p

.

При кожному фiксованому k i рiзних p цi норми еквiвалентнi, але ця еквiвалентнiсть
не є рiвномiрною по k.

Лема 2.4. Нехай u(k) ∈ lk2 , причому ‖u(k)‖k — обмежена i u(k) → 0 в l∞. Тодi для
будь-якого p > 2 маємо ‖u(k)‖lkp → 0.

Доведення. Визначимо послiдовнiсть v(k) ∈ l2 наступним чином: v
(k)
n,m = u

(k)
n,m при

−[kN
2
] ≤ n,m ≤ kN − [kN

2
] − 1 i v

(k)
n,m = 0 в протилежному випадку. Тодi неважко

бачити, що
‖v(k)‖l∞ ≤ ‖u(k)‖l∞ ,

‖v(k)‖lp = ‖u(k)‖lkp .

Отже, ‖v(k)‖l∞ → 0 i ‖v(k)‖ = ‖u(k)‖k — обмежена. За лемою 2.3

‖v(k)‖lp = ‖u(k)‖lkp → 0

для будь-якого p > 2, тобто лему доведено.

Сформулюємо тепер основний результат цiєї статтi.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (i)–(iii). Тодi для будь-якого T > 0 задача (1),
(2), тобто рiвняння (4), має ненульовий T -перiодичний розв’язок. При цьому iснує таке
T0 > 0, що при T ≥ T0 цей розв’язок не є сталим.

Доведення. Позначимо через q(k)(t) = {q(k)n,m(t)}n,m∈Z розв’язок q(T,k), побудований в тео-
ремi 1. Згiдно просторової перiодичностi, {q(k)n+kN,m(t)} i {q(k)n,m+kN(t)} — також розв’язки
задачi (1), (8). За теоремою 1 маємо

ε0 ≤ ‖q(k)‖T,k ≤ C, (28)

ε0 ≤ Φk(q
(k)) ≤ C, (29)

де константи 0 < ε0 ≤ C не залежать вiд k. Згiдно теореми вкладення, збiльшуючи
константу C, отримуємо, що

‖q(k)‖C(−T/2,T/2;lk2 )
≤ C. (30)

Зокрема, для будь-яких n,m ∈ Z

‖q(k)n,m‖C(−T/2,T/2) ≤ C. (31)
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Тепер доведемо наступну властивiсть розв’язкiв q(k). Для будь-якого k iснує таке nk ∈ Z,
що

‖q(k)nk,mk
‖C(−T/2,T/2) ≥ δ (32)

з деяким δ > 0, що не залежить вiд k. Для доведення цього, покладемо

u(k)
n,m = ‖q(k)n,m‖C(−T/2,T/2).

Тодi для u(k) = {u(k)
n,m}

‖u(k)‖2lk2 =

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

‖q(k)n,m‖2C(−T/2,T/2) ≤ C2
1

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

‖q(k)n,m‖2H1(−T/2,T/2)

= C2
1‖q(k)‖2T,k ≤ C2

1C
2

з деяким C1 > 0, що не залежить вiд k. Тут використана неперервнiсть вкладення

H1

(
−T

2
,
T

2

)
⊂ C

(
−T

2
,
T

2

)
та нерiвнiсть (28). Таким чином, ‖u(k)‖k — обмежена. Нерiвнiсть (32) означає, що

u(k)
nk,mk

≥ δ

з деякими nk i mk. Припустимо, що остання нерiвнiсть не виконується. Тодi ‖u(k)‖l∞ → 0.

Отже, згiдно леми 2.4, ‖u(k)‖lkp → 0 для будь-якого p > 2. Однак,

‖u(k)‖p
lkp
=

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

‖q(k)n,m‖
p
C(−T/2,T/2).

Оскiльки вкладення

C

(
−T

2
,
T

2

)
⊂ Lp

(
−T

2
,
T

2

)
неперевне, то звiдси випливає, що

‖u(k)‖p
lkp
≥ C2

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

‖q(k)n,m‖
p
Lp(−T/2,T/2)

= C2‖q(k)‖pLp(−T/2,T/2;lkp)
.

Таким чином,
‖q(k)‖Lp(−T/2,T/2;lkp)

→ 0 (33)

при k → ∞.

Зафiксуємо тепер довiльне p > 2. Тодi для будь-якого ε > 0 знайдеться така констан-
та M = Mε > 0, що
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|V ′
n,m(r)| ≤ ε|r|+M |r|p−1, |r| ≤ C. (34)

Справдi, згiдно умови (ii),

|V ′
n,m(r)| ≤ ε|r|, |r| ≤ rε,

з деяким rε > 0. При rε ≤ |r| ≤ C маємо

|V ′
n,m(r)| ≤ M |r|p−1,

де

M = max
n,m

sup
rε≤|r|≤C

|V ′
n,m(r)|
|r|p−1

.

Звiдси випливає (34).
Оскiльки q(k) — критична точка функцiоналу Φk, то

〈Φ′
k(q

(k)), q(k)〉 =
∫ T/2

−T/2

{‖q̇(k)(t)‖2k + (Akq
(k)(t), q(k)(t))k}dt

−
kN−[ kN

2
]−1∑

n,m=−[ kN
2

]

∫ T/2

−T/2

V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))dt = 0.

Використовуючи (34) та (31), отримуємо, що

β0‖q(k)‖2T,k ≤
∫ T/2

−T/2

{‖q̇(k)(t)‖2k + (Akq
(k)(t), q(k)(t))k}dt

=

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

∫ T/2

−T/2

V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))dt

≤ ε

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

∫ T/2

−T/2

|q(k)n,m(t)|2dt+M

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

∫ T/2

−T/2

|q(k)n,m(t)|pdt

= ε‖q(k)‖2L2(−T/2,T/2;lk2 )
+M‖q(k)‖p

Lp(−T/2,T/2;lkp)

≤ ε‖q‖2T,k +M‖q(k)‖p
Lp(−T/2,T/2;lkp)

.

Вибираючи ε = β0

2
, одержуємо наступне

β0

2
‖q(k)‖2T,k ≤ M‖q(k)‖p

Lp(−T/2,T/2;lkp)
.

Згiдно (33), звiдси слiдує, що
‖q(k)‖T,k → 0

при k → ∞. Однак, це суперечить першiй нерiвностi в (28). Тим самим властивiсть (32)
доведена.
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Замiнюючи, якщо потрiбно, q(k)n,m на (q
(k)
n+aN,m+bN) з деякими a, b ∈ Z, можемо вважати,

що в (32) 0 ≤ nk,mk ≤ N − 1. Однак, таких значень nk i mk скiнченне число. Тому,
переходячи до пiдпослiдовностi (по k), можемо вважати, що всi nk i mk спiвпадають,
тобто nk = n0 i mk = m0. Тодi

‖q(k)n0,m0
‖C(−T/2,T/2) ≥ δ > 0. (35)

Згiдно нерiвностi (28) i компактностi вкладення

H1

(
−T

2
,
T

2

)
⊂ C

(
−T

2
,
T

2

)
,

переходячи до пiдпослiдовностi (по k), можемо вважати, що для будь-яких n,m ∈ Z
iснує таке qn,m ∈ H1(−T

2
, T
2
), що q

(k)
n,m → qn,m слабко в H1(−T

2
, T
2
) i сильно в C(−T

2
, T
2
).

Покладемо q = (qn,m). Переходячи до границi в (35), отримуємо

‖qn0,m0‖C(−T
2
,T
2
) ≥ δ0 > 0,

тобто q 6= 0. Далi, для будь-якого натурального l i достатньо великого k :

∑
|n|,|m|≤l

‖q(k)n,m‖2H1(−T
2
,T
2
)
≤

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

‖q(k)n,m‖2H1(−T
2
,T
2
)
= ‖q(k)‖ ≤ C2,

згiдно (28). Переходячи до границi при k → ∞ та враховуючи слабку напiвнеперерв-
нiсть норми в H1 знизу, отримуємо∑

|n|,|m|≤l

‖qn‖2H1(−T
2
,T
2
)
≤ C2.

Тепер перехiд до границi при m → ∞ показує, що ‖q‖T ≤ C < ∞ i q ∈ XT .

Покажемо тепер, що q — критична точка функцiоналу Φ. Для цього перевiримо, що

〈Φ′(q), h〉 = 0 (36)

для будь-якого h ∈ XT . Однак, множина таких функцiй h = {hn,m}n,m∈Z, що hn,m = 0

для всiх n,m ∈ Z, окрiм скiнченного числа, — всюди щiльна в XT . Тому рiвнiсть (36)
достатньо перевiрити тiльки для таких функцiй.

Нехай h = (hn,m) ∈ XT така, що hn,m = 0 при |n|, |m| ≥ l. Для достатньо великого
k коректно визначена така функцiя h(k) ∈ XT,k, що h

(k)
n,m = hn,m при −[kN

2
] ≤ n,m ≤

kN − [kN
2
]− 1. Оскiльки q(k) — критична точка Φk, то

0 = 〈Φ′
k(q

(k)), h(k)〉 =
kN−[ kN

2
]−1∑

n,m=−[ kN
2

]

∫ T/2

−T/2

q̇(k)n,m(t)ḣ
(k)
n,m(t)dt

+

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

∫ T/2

−T/2

(an−1,mq
(k)
n−1,m(t) + an,mq

(k)
n+1,m(t) + bn,m−1q

(k)
n,m−1(t) + bn,mq

(k)
n,m+1(t)
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+cn,mq
(k)
n,m(t))h

(k)
n,m(t)dt−

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

∫ T/2

−T/2

V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))h

(k)
n,m(t)dt.

Згiдно означення h(k), при достатньо великому k сумування в правiй частинi останньої
формули поширюється, фактично, на область |n|, |m| ≤ l, i ми отримуємо

∑
|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

q̇(k)n,m(t)ḣ
(k)
n,m(t)dt+

∑
|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

(an−1,mq
(k)
n−1,m(t) + an,mq

(k)
n+1,m(t)

+bn,m−1q
(k)
n,m−1(t) + bn,mq

(k)
n,m+1(t) + cn,mq

(k)
n,m(t))hn,m(t)dt

−
∑

|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))hn,m(t)dt = 0.

Оскiльки qn → q слабко в H1(−T
2
, T
2
) i сильно в C(−T

2
, T
2
), то в останнiй рiвностi можна

перейти до границi при k → ∞. В результатi отримуємо∑
|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

q̇n,mḣn,mdt+ (an−1,mqn−1,m(t) + an,mqn+1,m(t) + bn,m−1qn,m−1(t) + bn,mqn,m+1(t)

+cn,mqn,m(t))hn,m(t)dt−
∑

|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

V ′
n,m(qn,m(t))hn,m(t)dt = 0.

При зробленому виборi h це i є рiвнiсть (36). Таким чином, iснування ненульового
розв’язку доведено.

Залишається перевiрити, що q не може бути константою, якщо T — достатньо велике.
Маємо

Φk(q
(k)) = Φk(q

(k))− 1

2
〈Φ′

k(q
(k)), h(k)〉

=

kN−[ kN
2

]−1∑
n,m=−[ kN

2
]

∫ T/2

−T/2

{1
2
V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))q

(k)
n,m(t)− Vn,m(q

(k)
n,m(t))}dt.

Оскiльки, згiдно (iii), всi доданки в правiй частинi невiд’ємнi, то для довiльного фiксо-
ваного l i достатньо великого k

Φk(q
(k)) ≥

∑
|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

{1
2
V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))q

(k)
n,m(t)− Vn,m(q

(k)
n,m(t))}dt.

Згiдно зауваження 2.2, звiдси слiдує, що∑
|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

{1
2
V ′
n,m(q

(k)
n,m(t))q

(k)
n,m(t)− Vn,m(q

(k)
n,m(t))}dt ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T

при достатньо малому η i

T ≥ T0 =
2π

η
√
c0,0
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(див. доведення теореми 2). Оскiльки для будь-яких n i m маємо q
(k)
n,m → qn,m в C(−T

2
, T
2
),

то, переходячи до границi, отримуємо

∑
|n|,|m|≤l

∫ T/2

−T/2

{1
2
V ′
n,m(qn,m(t))qn,m(t)− Vn,m(qn,m(t))}dt ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T.

Тепер перейдемо до границi при l → ∞. В результатi отримаємо

∑
n,m∈Z

∫ T/2

−T/2

{1
2
V ′
n,m(qn,m(t))qn,m(t)− Vn,m(qn,m(t))}dt ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T.

Оскiльки Φ′(q) = 0, то лiва частина цiєї нерiвностi рiвна

Φ(q) = Φ(q)− 1

2
〈Φ′(q), q〉.

Таким чином,

Φ(q) ≤ ηm0T <
µ− 2

2µ
α0δ

2
0T. (37)

Згiдно леми 2.1, для будь-якого ненульового сталого розв’язку вiдповiдне критич-
не значення не менше правої частини (37). Звiдси, як i в доведеннi теореми 2, робимо
висновок, що розв’язок q не може бути сталим при T ≥ T0. Теорему доведено.
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It is considered the system of differential equations that describes the dynamics of an

infinite system of oscillators on 2D–lattice. Results on existence of the time periodic solutions

are obtained. By means of the mountain pass theorem, it is obtained sufficient conditions for

the existence of such solutions.
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Рассматривается система дифференциальных уравнений, описывающая динамику бес-
конечной системы осцилляторов на двумерной решетке. Получено результат о существова-
нии периодических по времени решений. С помощью теоремы о горном перевале получены
достаточные условия существования таких решений.


