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При допомозi парафункцiй трикутних матриць дослiджуються два класи взаємно обер-
нених многочленiв розбиттiв.

1 Вступ

У [8] були введенi многочлени вiд багатьох змiнних, пов’язанi iз диференцiюван-
ням складних функцiй (формула Бруно), в яких пiдсумовування проводиться за не-
впорядкованими розбиттями натурального числа на натуральнi доданки. У монографiї
Рiордана [5] цi многочлени були названi многочленами Белла. Цикловi iндикатори симе-
тричних груп (див. [5, с. 82–85]) також є деякими многочленами розбиттiв. Многочлени
розбиттiв з’являються також у формулi Варiнга [6], в якiй степеневi суми виражаються
через елементарнi симетричнi многочлени та у багатьох iнших випадках. Дослiджен-
ня властивостей деяких многочленiв розбиттiв їх узагальнень та iнтерпретацiй можна
знайти також у роботах Платонова [4], Кузьмiна i Леонової [2], [3].

Взаємно оберненi пари многочленiв розбиттiв

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

c(n;λ1, . . . λn) · xλ1
1 · . . . · xλn

n ,

xn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

d(n;λ1, . . . λn) · yλ1
1 · . . . · yλn

n

виникають, зокрема, у теорiї чисел (див. [1, с. 304–307]) та теорiї симетричних много-
членiв (див. [1, с. 336–338]).

У статтi вивчаються два загальнi класи взаємно обернених многочленiв розбиттiв.
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2 Основнi поняття про парафункцiї трикутних матриць
та многочлени розбиттiв

Нехай K — деяке числове поле.

Означення 2.1. [1]. Трикутну таблицю

A =


a11
a21 a22
...

... . . .
an1 an2 · · · ann


n

(1)

чисел iз числового поля K назвемо трикутною матрицею, елемент a11 — верхнiм
елементом цiєї трикутної матрицi, а число n — її порядком.

Означення 2.2. [1]. Нехай A — трикутна матриця (1). Парадетермiнантом та пара-
перманентом трикутної матрицi A називають вiдповiдно числа:

ddet(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

pper(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

де пiдсумовування проводиться за множиною натуральних розв’язкiв рiвняння p1 +

p2 + . . .+ pr = n, а символом {ai,j} позначено факторiальний добуток елемента ai,j, що

задається рiвнiстю {aij} =
i∏

k=j

aik.

Розглянемо трикутну матрицю вигляду

A =


τ11 · x1

τ21 · x2

x1
τ22 · x1

... · · · . . .
τn1 · xn

xn−1
τn2 · xn−1

xn−2
· · · τnn · x1


n

=

(
τij ·

xi−j+1

xi−j

)
1≤j≤i≤n

, (2)

де x0 = 1, τij — деякi дробово-рацiональнi функцiї аргументiв i, j.

Означення 2.3. Многочленами розбиттiв назвемо многочлени виду

P (x1, . . . , xn) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

c(n;λ1, . . . λn) · xλ1
1 · . . . · xλn

n ,

де λi — цiлi невiд’ємнi числа, a c(n;λ1, λ2, . . . , λn) — деякi дробово-рацiональнi вирази.

У [1] доведено, що парафункцiї трикутних матриць виду (2) є матричними зобра-
женнями деяких многочленiв розбиттiв, причому справедлива теорема
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Теорема 1. Справедливi наступнi формули обернення многочленiв розбиттiв:
1)

yi =

〈
τsr

xs−r+1

xs−r

〉
16r6s6i

, xi =

〈
τ−1
s,s−r+1

ys−r+1

ys−r

〉
16r6s6i

, i = 1, 2, . . . ;

2)

yi =

[
τsr

xs−r+1

xs−r

]
16r6s6i

, xi = (−1)i−1

〈
τ−1
s,s−r+1

ys−r+1

ys−r

〉
16r6s6i

, i = 1, 2, . . . .

Таким чином, при допомозi теореми 1 можна будувати загальнi класи взаємно обер-
нених многочленiв розбиттiв. Для цього потрiбно так пiдiбрати елементи τij у матрицi
(2), щоб парафункцiї матриць iз цiєї теореми можна було явно виразити у виглядi сум
за невпорядкованими розбиттями.

Теорема 2. [7]. Нехай

Zm(x1, x2, . . . , xn) =



x1
x2

x1
x1

. . . . . .
. . .

xn

xn−1

xn−1

xn−2
. . . x1

0 xn

xn−1
. . . x2

x1
x1

. . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 . . . 0 xn

xn−1
. . . x2

x1
x1


m

, n 6 m,

тодi справедливi тотожностi:

pper(Zm(x1, . . . , xn)) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=m

(λ1 + λ2 + . . .+ λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ1

1 xλ2
2 · . . . · xλn

n ,

ddet (Zm(x1, . . . , xn)) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=m

(−1)m−(λ1+λ2+...+λn)
(λ1 + λ2 + . . .+ λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
·xλ1

1 xλ2
2 ·. . .·xλn

n ,

де λi, i = 1, 2, . . . , n, — цiлi невiд’ємнi числа.

3 Взаємно оберненi многочлени розбиттiв

Теорема 3. Справедливi рiвностi:

yn = �
�
�
��

B
B
B
BB

a1x1
a2
a1

x2

x1
a1x1

a3
a2

x3

x2

a2
a1

x2

x1
a1x1

· · · · · · · · · · · ·
an

an−1

xn

xn−1

an−1

an−2

xn−1

xn−2
· · · a2

a1

x2

x1
a1x1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
aλ1
1 aλ2

2 · . . . · aλn
n

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . , (3)
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xn = �
�
�
��

B
B
B
BB

1
a1
y1

1
a1

y2
y1

a1
a2
y1

1
a1

y3
y2

a1
a2

y2
y1

a2
a3
y1

· · · · · · · · · · · ·
1
a1

yn
yn−1

a1
a2

yn−1

yn−2
· · · an−2

an−1

y2
y1

an−1

an
y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

an

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . , (4)

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn. Причому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (3), (4)
задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = a1x1yn−1 + . . .+ (−1)n−2an−1xn−1y1 + (−1)n−1anxny0, y0 = 1, y<0 = 0, (5)

xn =
an−1

an
y1xn−1 + . . .+ (−1)n−2 a1

an
yn−1x1 + (−1)n−1 1

an
ynx0, x0 = 1, x<0 = 0. (6)

Доведення. Для доведення рiвностей (3), (4) достатньо замiнити у теоремi 2 при m = n

змiннi xi, i = 1, 2, . . ., виразами aixi. Далi слiд зауважити, що многочлени розбиттiв (3),
(4), внаслiдок теореми 1, взаємно оберненi до многочленiв розбиттiв (3). Винесемо iз
j-го стовпця (j = 1, 2, . . .) за знак парадетермiнанта множник aj−1

aj
, (тут ми вважаємо,

що a0 = 1) тодi отримаємо очевиднi рiвностi

xn =
1

a1

a1
a2

· . . . · an−1

an

〈
yi−j+1

yi−j

〉
1≤j≤i≤n

=
1

an

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k · k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . .

Для доведення того факту, що многочлени розбиттiв (3), (4) задовольняють вiдпо-
вiдно рекурентнi рiвностi (5), (6) достатньо розкласти парадетермiнанти iз рiвностей
(3), (4) за елементами останнього рядка.

Теорема 4. Справедливi рiвностi:

yn =


a1x1
a2
a1

x2

x1
a1x1

a3
a2

x3

x2

a2
a1

x2

x1
a1x1

· · · · · · · · · · · ·
an

an−1

xn

xn−1

an−1

an−2

xn−1

xn−2
· · · a2

a1

x2

x1
a1x1


n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
aλ1
1 aλ2

2 · . . . · aλn
n

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . ,
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xn = (−1)n−1�
�
�
��

B
B
B
BB

1
a1
y1

1
a1

y2
y1

a1
a2
y1

1
a1

y3
y2

a1
a2

y2
y1

a2
a3
y1

· · · · · · · · · · · ·
1
a1

yn
yn−1

a1
a2

yn−1

yn−2
· · · an−2

an−1

y2
y1

an−1

an
y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

an

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn. Причому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (3), (4)
задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = a1x1yn−1 + a2x2yn−2 + . . .+ an−1xn−1y1 + anxny0, y0 = 1, y<0 = 0,

xn = −an−1

an
y1xn−1 −

an−2

an
y2xn−2 − . . .− a1

an
yn−1x1 +

1

an
ynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

Доведення цiєї теореми аналогiчне до доведення теореми 3.

4 Приклади взаємно обернених многочленiв розбиттiв

1. Розглянемо перший випадок, при ai = i!, де i = 1, 2, . . . , n, отримаємо:

yn = 1!x1yn−1 − 2!x2yn−2 + . . .+ (−1)n−2(n− 1)!xn−1y1 + (−1)n−1(n)!xny0, y0 = 1, y<0 = 0.

yn = �
�
�
��

B
B
B
BB

x1

2x2

x1
x1

3x3

x2
2x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
n xn

xn−1
(n− 1)xn−1

xn−2
· · · 2x2

x1
x1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
1!λ12!λ2 · . . . · n!λn

λ1!λ2! · . . . · λn

xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . , (7)

де k = λ1 + λ2 + . . .+ λn.

xn =
1

n1
y1xn−1 −

1

n2
y2xn−2 + . . .+ (−1)n−2 1

nn−1
yn−1x1 + (−1)n−1 1

nn
ynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

xn = �
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2
y1

y3
y2

1
2
y2
y1

1
3
y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1

yn−2
· · · 1

n−1
y2
y1

1
n
y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

n

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k · k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . .
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2. Розглянемо другий випадок, при ai =
1
i!
, де i = 1, 2, . . . , n будемо мати:

yn =
1

1!
x1yn−1−

1

2!
x2yn−2+ . . .+(−1)n−2 1

(n− 1)!
xn−1y1+(−1)n−1 1

(n)!
xny0, y0 = 1, y<0 = 0.

yn = �
�
�
��

B
B
B
BB

x1
1
2
x2

x1
x1

1
3
x3

x2

1
2
x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
1
n

xn

xn−1

1
n−1

xn−1

xn−2
· · · 1

2
x2

x1
x1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

λ1! · (1!)λ1 · λ2 · (2)!λ2 · . . . · λn · (n!)λn
xλ1
1 xλ2

2 ·. . .·xλn
n , n = 1, 2, . . . ,

де k = λ1 + λ2 + . . .+ λn.

xn = n1y1xn−1 − n2y2xn−2 + . . .+ (−1)n−2nn−1yn−1x1 + (−1)n−1nnynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

xn = �
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2
y1

3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1

yn−2
· · · (n− 1)y2

y1
ny1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

n!

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k · k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . .

3. Розглянемо третiй випадок, при ai = i, де i = 1, 2, . . . , n, отримаємо:

yn = x1yn−1 − 2x2yn−2 + . . .+ (−1)n−2(n− 1)xn−1y1 + (−1)n−1nxny0, y0 = 1, y<0 = 0.

yn = �
�
�
��

B
B
B
BB

x1

2x2

x1
x1

3
2
x3

x2
2x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
n

n−1
xn

xn−1

n−1
n−2

xn−1

xn−2
· · · 2x2

x1
x1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
1λ12λ2 · . . . · nλn

λ1!λ2! · . . . · λn

xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . ,

де k = λ1 + λ2 + . . .+ λn.

xn =
n− 1

n
y1xn−1 −

n− 2

n
y2xn−2 + . . .+ (−1)n−2 1

n
yn−1x1 + (−1)n−1 1

n
ynx0, x0 = 1, x<0 = 0.
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xn = �
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2
y1

y3
y2

1
2
y2
y1

2
3
y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1

yn−2
· · · n−2

n−1
y2
y1

n−1
n
y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

n

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k · k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . .

4. Розглянемо випадок при ai =
1
i
, де i = 1, 2 . . . , n, отримаємо:

yn = x1yn−1 −
1

2
x2yn−2 + . . .+ (−1)n−2 1

n− 1
xn−1y1 + (−1)n−1 1

n
xny0, y0 = 1, y<0 = 0.

yn = �
�
�
��

B
B
B
BB

x1
1
2
x2

x1
x1

2
3
x3

x2

1
2
x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
n−1
n

xn

xn−1

n−2
n−1

xn−1

xn−2
· · · 1

2
x2

x1
x1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

1λ1 · λ1! · 2λ2 · λ2! · . . . · nλn · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . ,

де k = λ1 + λ2 + . . .+ λn.

xn =
n

n− 1
y1xn−1−

n

n− 2
y2xn−2+ . . .+(−1)n−2n ·yn−1x1+(−1)n−1n ·ynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

xn = �
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2
y1

2
3
y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1

yn−2
· · · n−1

n−2
y2
y1

n
n−1

y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

n

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k · k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . .

Пiдставивши у теорему 4 тi ж значення, що i в теорему 3, отримаємо:

Теорема 5. При ai = i!, i = 1, 2, . . . , n,

yn =


x1

2x2

x1
x1

3x3

x2
2x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
n xn

xn−1
n− 1xn−1

xn−2
· · · 2x2

x1
x1


n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
1!λ12!λ2 · . . . · n!λn

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . . (8)
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xn = (−1)n−1�
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2
y1

y3
y2

1
2
y2
y1

1
3
y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1

yn−2
· · · 1

n−1
y2
y1

1
n
y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

n!

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . , (9)

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn. Причому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (8), (9)
задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = x1yn−1 + 2!x2yn−2 + . . .+ (n− 1)!xn−1y1 + n!xny0, y0 = 1, y<0 = 0,

xn = − 1

n1
y1xn−1 −

1

n2
y2xn−2 − . . .− 1

nn−1
yn−1x1 +

1

nn
ynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

Теорема 6. При ai =
1
i!
, i = 1, 2, . . . , n,

yn =


x1
1
2
x2

x1
x1

1
3
x3

x2

1
2
x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
1
n

xn

xn−1

1
n−1

xn−1

xn−2
· · · 1

2
x2

x1
x1


n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!

1!λ1 · λ1! · 2!λ2 · λ2! · . . . · n!λn · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . . (10)

xn = (−1)n−1�
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2
y1

3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1

yn−2
· · · (n− 1)y2

y1
ny1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

= n!
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . , (11)

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn. Причому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (10), (11)
задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = x1yn−1 +
1

2!
x2yn−2 + . . .+

1

(n− 1)!
xn−1y1 +

1

n!
xny0, y0 = 1, y<0 = 0,

xn = −n1y1xn−1 − n2y2xn−2 − . . .− nn−1yn−1x1 + nnynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

Теорема 7. При ai =
1
i
, i = 1, 2, . . . , n,

yn =


x1
1
2
x2

x1
x1

2
3
x3

x2

1
2
x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
n−1
n

xn

xn−1

n−2
n−1

xn−1

xn−2
· · · 1

2
x2

x1
x1


n
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=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!

1λ1 · λ1! · 2λ2 · λ2! · . . . · nλn · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . . (12)

xn = (−1)n−1�
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2
y1

3
2
y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1

yn−2
· · · n−1

n−2
y2
y1

n
n−1

y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

= n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . , (13)

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn. Причому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (12), (13)
задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = x1yn−1 +
1

2
x2yn−2 + . . .+

1

n− 1
xn−1y1 +

1

n
xny0, y0 = 1, y<0 = 0,

xn = − n

n− 1
y1xn−1 −

n

n− 2
y2xn−2 − . . .− nyn−1x1 + nynx0, x0 = 1, x<0 = 0.

Теорема 8. При ai = i, i = 1, 2, . . . , n,

yn =


x1

2x2

x1
x1

3
2
x3

x2
2x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · ·
n

n−1
xn

xn−1

n−1
n−2

xn−1

xn−2
· · · 2x2

x1
x1


n

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
1λ12λ2 · . . . · nλn

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ1
1 xλ2

2 · . . . · xλn
n , n = 1, 2, . . . . (14)

xn = (−1)n−1�
�
�
��

B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2
y1

y3
y2

1
2
y2
y1

2
3
y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1

yn−2
· · · n−2

n−1
y2
y1

n−1
n
y1

B
B
B
BB

�
�
�
�� n

=
1

n

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ1
1 yλ2

2 · . . . · yλn
n , n = 1, 2, . . . , (15)

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn. Причому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (14), (15)
задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = x1yn−1 + 2x2yn−2 + . . .+ (n− 1)xn−1y1 + nxny0, y0 = 1, y<0 = 0,

xn = −n− 1

n
y1xn−1 −

n− 2

n
y2xn−2 − . . .− 1

n
yn−1x1 +

1

n
ynx0, x0 = 1, x<0 = 0.
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