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Розглядається параболiчна крайова задача Сiньорiнi в густому з’єднаннi Ωε, яке є
об’єднанням деякої областi Ω0 та великої кiлькостi ε-перiодично розташованих тонких
криволiнiйних цилiндрiв. На бiчних поверхнях цилiндрiв заданi умови Сiньорiнi. Вивчено
асимптотичну поведiнку розв’язку такої задачi коли ε → 0, тобто коли кiлькiсть тонких
цилiндрiв необмежено зростає, а їхня товщина прямує до нуля. За допомогою методу
iнтегральних тотожностей доведено теорему збiжностi та показано, що умови Сiньорiнi
трансформуються (при ε → 0) в диференцiальнi нерiвностi в областi, що заповнюється
тонкими цилiндрами.

Вступ

Багатомасштабне моделювання та чисельний аналiз є новою областю сучасних до-
слiджень, що надзвичайно широко розвивається, i в майбутньому матиме великий вплив
на обчислювальну науку та прикладну математику. Це пов’язано з перспективою роз-
витку бiльш ефективних методiв, якi мають бути поєднанням нового класу чисельних
i аналiтичних прийомiв моделювання. Одним iз таких класiв задач багатомасштабно-
го моделювання є крайовi задачi в сингулярно збурених областях. Iснує багато типiв
збурених областей, якi потребують рiзних методiв дослiдження.

В роботi розглянуто крайову задачу в сингулярно збуренiй областi, а саме в густому
з’єднаннi типу 3:2:1. Густим з’єднанням типу k : p : d називається область в Rn, яка
складається iз деякої областi (тiло густого з’єднання) та великої кiлькостi тонких обла-
стей, що ε-перiодично розташованi вздовж деякої множини (зона приєднання) на межi
тiла густого з’єднання. Тип k : p : d густого з’єднання вiдповiдає граничним розмiрно-
стям (ε→ 0) тiла з’єднання, зони приєднання та кожної з приєднаних тонких областей
вiдповiдно.
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Останнiм часом крайовi задачi в густих з’єднаннях iнтенсивно дослiджуються ([7]–
[11], [14], [24]–[26]), оскiльки такi з’єднання є прототипами багатьох сучасних iнженер-
них конструкцiй, таких як мiкро-електромеханiчнi системи, а також багато iнших фi-
зичних та бiологiчних систем з дуже вiдмiнними характерними розмiрами i складною
структурою. Так, в енергозберiгаючих технологiях очистки води вiд шкiдливих органi-
чних домiшок почали використовувати густi абсорбери (поглиначi), якi мають форму
густих з’єднань ([17]).

Незважаючи на величезний прогрес обчислювальних засобiв, неможливо знайти
прийнятнi чисельнi розв’язки крайових задач в таких областях, оскiльки збiльшен-
ня кiлькостi компонент для густої мультиструктури природно приводить до суттєвого
збiльшення часу обчислень та iстотно ускладнює пiдтримання прийнятого рiвня точно-
стi. Таким чином, важливою задачею прикладної математики є асимптотичний аналiз
крайових задач в таких областях. Метою цього аналiзу є розробка строгих асимпто-
тичних методiв для крайових задач в густих з’єднаннях рiзних типiв. Їх суть полягає
у вивченi асимптотичної поведiнки розв’язку задачi, коли кiлькiсть компонент густо-
го з’єднання необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля. Асимптотичнi методи
дають обгрунтовану можливiсть замiнити складнi моделi бiльш простiшими i вже далi
проводити чесельний аналiз для простiшої задачi (див., наприклад, [26]).

Крайовi задачi в густих з’єднаннях при прямуваннi до нуля параметра збурення ε

мають свої специфiчнi труднощi. Як показано в роботi [31], крайовi задачi в густих
з’єднаннях втрачають коерцитивнiсть при ε → 0, що значною мiрою ускладнює асим-
птотичнi дослiдження. Зауважимо, що першими роботами в цьому напрямку були ро-
боти [3]–[5], в яких вивчена асимптотична поведiнка функцiї Ґрiна задачi Неймана для
рiвняння Гельмгольца в необмеженому густому з’єднаннi. В роботах [18]–[21], [27]–[30]
дана класифiкацiя густих з’єднань, розроблено строгi асимптотичнi методи дослiджен-
ня основних крайових задач математичної фiзики в густих сингулярно вироджувальних
з’єднаннях рiзних типiв, побудовано першi члени асимптотики та доведено асимптоти-
чнi оцiнки, вивчено вплив крайових умов, якi задаються на межах густих з’єднань, та
геометричної конфiгурацiї густих з’єднань на асимптотичну поведiнку розв’язкiв.

В данiй роботi у густому з’єднаннi розглядається крайова задача Сiньорiнi. Вперше
така задача, вiдома тепер як задача Сiньорiнi, була поставлена самим Сiньорiнi у [35].
Суть такої крайової задачi полягає в тому, що на межi областi можливе виконання двох
крайових умов Дiрiхле або Неймана, i наперед не вiдомо на яких частинах межi зада-
ються цi умови. Математично така ситуацiя описується наступними спiввiдношеннями:

u ≤ g, ∂νu ≤ d,

(u− g) (∂νu− d) = 0

}
на ∂Ω.

В роботi [35] автор їх називає “сумнiвнi крайовi умови”, оскiльки апрiорi невiдомо, яка iз
двох умов i де виконується. Згодом цi умови стали називати умовами Сiньорiнi. Крайовi
задачi зустрiчаються в теорiї розповсюдження трiщин в пружних середовищах, в теорiї
оптимального керування, гiдрогеологiї, метеорологiї, теорiї пластичностi (див. [2], [6]).
Цiкавi асимптотичнi властивостi виявлено при дослiдженнi крайових задач Сiньорiнi в
перфорованих областях (див. [1], [32]).
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В данiй роботi розглядається параболiчна крайова задача у густому з’єднаннi Ωε, яке
є об’єднанням деякої областi Ω0 та великої кiлькостi тонких криволiнiйних цилiндрiв,
на бiчних поверхнях яких задано однорiднi крайовi умови Сiньорiнi. Зауважимо, що
елiптичнi задачi Сiньорiнi в густих з’єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1 були дослiдженi в
роботах ([16], [26]).

Структура роботи виглядає наступним чином. Постановка задачi описана в першо-
му роздiлi. В роздiлi 2 сформульовано основний результат та обговорено основнi твер-
дження i деякi елементи доведення теореми збiжностi. Рiзнi означення узагальненого
розв’язку початкової та усередненої задач сформульованi в роздiлi 3. Також в ньому
отриманi iснування та єдинiсть цих розв’язкiв та певнi їх властивостi. В четвертому роз-
дiлi ми отримаємо апрiорнi рiвномiрнi оцiнки для узагальненого розв’язку початкової
задачi. Основна теорема збiжностi доведена в останньому роздiлi.

1 Постановка задачi

Нехай a та h — додатнi дiйснi числа, N — велике натуральне число, ε = a
N

.

1

Рис. 1: Модельне густе з’єднання типу 3:2:1.

Розглянемо модельне густе з’єднання Ωε (див. рис. 1) типу 3 : 2 : 1, яке складається
з тiла Ω0 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x′ = (x1, x2) ∈ Ξ0 = (0, a)× (0, a),−γ(x′) < x3 < 0} та
великої кiлькостi тонких криволiнiйних цилiндрiв Gε =

⋃N−1
i,j=0Gε(i, j),

Gε(i, j) =

{
x ∈ R3 : 0 < x3 < h,

(x1
ε

− 1

2
− i

)2

+
(x2
ε

− 1

2
− j

)2

< %2(x3)

}
, (1)

де заданi функцiї γ та % — гладкi та додатнi на [0, a] × [0, a] та [0, h] вiдповiдно. Крiм
того, 0 < % < 1

2
. Очевидно, що тонкi криволiнiйнi цилiндри заповнюють паралелепiпед

Ω+ = Ξ0 × (0, h) в граничному переходi при N → +∞ (або ε→ 0).
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Зауваження 1.1. Можна також розглядати бiльш загальний випадок криволiнiйних
цилiндрiв

Gε(i, j) = {x ∈ R3 : 0 < x3 < h, (ε−1x1 − i, ε−1x2 − j) ∈ ω(x3)}, (2)

де ω(x3) – плоска область, що належить внутрiшностi квадрата {ξ′ = (ξ1, ξ2) : 0 < ξ1 < 1,
0 < ξ2 < 1} для всiх x3 ∈ [0, h], та така, що поверхня {(ξ′, x3) : ξ′ ∈ ∂ω, x3 ∈ [0, h]} —
гладка.

В областi Ωε розглядається наступна крайова задача:

u′ε(x, t) = ∆xuε(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ωε × (0, T ),

uε(x, t) ≤ 0, ∂νuε(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Sε × (0, T ),

uε(x, t) ∂νuε(x, t) = 0, (x, t) ∈ Sε × (0, T ),

uε(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γε × (0, T ),

∂νuε(x, t) = 0, (x, t) ∈
(
∂Ωε \ (Sε ∪ Γε)

)
× (0, T ),

uε(x, 0) = 0, x ∈ Ωε × {t = 0},

(3)

де ∂ν = ∂
∂ν

— зовнiшня нормальна похiдна, u′ε :=
∂uε

∂t
, Sε — об’єднання бiчних поверхонь

тонких цилiндрiв, а Γε — об’єднання верхнiх основ цилiндрiв Gε при x3 = h.
Задана функцiя f належить простору L2(Ω1× (0, T )), припускаємо, що для неї iснує

слабка похiдна f ′ така, що
f ′ ∈ L2(Ω1 × (0, T )), (4)

де Ω1 = Ω0 ∪ Ω+, Ω+ = Ξ0 × (0, h), Ξ0 = {x : x′ = (x1, x2) ∈ (0, a)× (0, a), x3 = 0} .
Будемо також використовувати позначення Ξh = {x : x′ ∈ (0, a)× (0, a), x3 = h} .

Вiдомо, що для кожного фiксованого значення ε iснує єдиний узагальнений розв’я-
зок uε задачi (3) (див. пiдроздiл 3.1). Нашою метою є вивчення асимптотичної поведiнки
узагальненого розв’язку uε задачi (3) при ε→ 0, тобто, коли число тонких криволiнiй-
них цилiндрiв необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля.

2 Формулювання основного результату та його обговорення

Позначимо через ũ продовження нулем функцiї u на паралелепiпед Ω+ = Ξ0×(0, h)×
(0, T ), який заповнюється тонкими криволiнiйними цилiндрами при ε→ 0, а саме

ũ(x, t) =

{
u(x, t), (x, t) ∈ Gε × (0, T ),

0, (x, t) ∈
(
Ω+ \Gε

)
× (0, T ).

(5)

Нехай ζ(x3) = lω(x3)
|ω(x3)| , ω(x3) =

{
ξ′ ∈ R2 : (ξ1 − 1

2
)2 + (ξ2 − 1

2
)2 < %2(x3)

}
, де |ω(x3)| — пло-

ща ω(x3), а lω(x3) — довжина ∂ω(x3) для кожного фiксованого x3 ∈ [0, h].
Також визначимо характеристичну функцiю

χGε(x) =

{
1, x ∈ Gε,

0, x ∈ Ω+ \Gε.

Вiдомо (див. [24]), що χGε

w−→ |ω| слабко в L2(Ω+) при ε→ 0.
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Теорема 1. Послiдовнiсть розв’язкiв uε задачi (3) задовольняє спiввiдношення:

uε |Ω0

w−→ u−0 слабко в H1(Ω0 × (0, T )),

ũε
w−→ |ω(x3)|u+0 слабко в L2(0, T ;L2(Ω+)),

∂̃x3uε
w−→ |ω(x3)| ∂x3u

+
0 слабко в L2(0, T ;L2(Ω+)),

∂̃xi
uε

w−→ 0 слабко в L2(0, T ;L2(Ω+)), (i = 1, 2)

∂̃tuε
w−→ |ω(x3)| ∂tu+0 слабко в L2(Ω+ × (0, T )),


при ε→ 0,

(6)
та функцiя

u0(x, t) =

{
u−0 , (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ),

u+0 , (x, t) ∈ Ω+ × (0, T )
(7)

є єдиним розв’язком такої крайової задачi

∂tu
−
0 (x, t)−∆xu

−
0 (x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ),

|ω(x3)| ∂tu+0 (x, t)− ∂x3

(
|ω(x3)| ∂x3u

+
0 (x, t)

)
≤ |ω(x3)|f(x, t), (x, t) ∈ Ω+ × (0, T ),

u+0 (x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Ω+ × (0, T ),

u+0
(
−|ω| ∂tu+0 + ∂x3

(
|ω| ∂x3u

+
0

)
+ |ω| f

)
= 0, (x, t) ∈ Ω+ × (0, T ),

u−0 (x
′, 0, t) = u+0 (x

′, 0, t), (x′, 0, t) ∈ Ξ0 × (0, T ),

∂x3u
−
0 (x

′, 0, t) = |ω(0)| ∂x3u
+
0 (x

′, 0, t), (x′, 0, t) ∈ Ξ0 × (0, T ),

∂νu
−
0 (x, t) = 0, (x, t) ∈

(
∂Ω0 \ Ξ0

)
× (0, T ),

u+0 (x
′, h, t) = 0, (x′, h, t) ∈ Ξh × (0, T ),

u0(x, 0, t) = 0, x ∈ Ω1,

(8)

яку будемо називати усередненою задачею для задачi (3).

2.1 Обговорення

Результати, наведенi вище, показують, що крайовi умови iстотньо впливають на асим-
птотичну поведiнку розв’язку задачi (3). А саме, ми бачимо, що умови Сiньорiнi uε ≤ 0,
∂νuε ≤ 0, uε ∂νuε = 0 на бiчних поверхнях Sε криволiнiйних цилiндрiв та параболiчне
рiвняння u′ε = ∆xuε+f в Gε×(0, T ) трансформуються (при ε→ 0) в наступне поточкове
одностороннє обмеження u+0 (x, t) ≤ 0 та диференцiальну нерiвнiсть

|ω(x3)| ∂tu+0 (x, t)− ∂x3

(
|ω(x3)| ∂x3u

+
0 (x, t)

)
≤ |ω(x3)| f(x, t)

для кожного (x, t) ∈ Ω+ × (0, T ), якi пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

u+0 (x, t)
(
−|ω(x3)| ∂tu+0 (x, t)+∂x3

(
|ω(x3)| ∂x3u

+
0 (x, t)

)
+ |ω(x3)| f(x, t)

)
= 0 в Ω+× (0, T ).

Для доведення даної теореми ми використовуємо iнтегральний метод розвинений в
[19, 21, 24], суть якого полягає в застосуваннi спецiальних нерiвностей в граничному
випадку та доведеннi рiвномiрних оцiнок. Для нашої задачi — це нерiвнiсть (28).
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Як було показано в [12, 13] для усереднення параболiчних задач в перфорованих
областях потрiбно вимагати додатковi припущення на початковi умови параболiчної
задачi (див. також [33]). Подiбна ситуацiя зберiгається для параболiчних задач в густих
з’єднаннях. Для нашої задачi — це додаткова умова (4), за допомогою якої ми покажемо
(див. пiдроздiл 3.1), що

∂tuε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ωε)).

Далi використовуючи метод штрафу, отримаємо рiвномiрну оцiнку для ‖∂tuε‖L2(Ωε×(0,T ))

вiдносно параметра ε (див. роздiл 4). На основi цiєї оцiнки та iнших оцiнок ми пере-
ходимо до границi в варiацiйнiй нерiвностi (13), що вiдповiдає задачi (3) та отримуємо
варiацiйну нерiвнiсть (26), що вiдповiдає усередненiй задачi (8).

3 Означення узагальнених розв’язкiв, їх iснування та єдинiсть

3.1 Iснування та єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (3)

Нехай 〈·, ·〉ε — дужки спряження мiж простором H1(Ωε,Γε) = {u ∈ H1(Ωε) : u|Γε
= 0}

та спряженим до нього (H1(Ωε,Γε))
∗. Припустимо, що iснує класичний розв’язок задачi

(3). Домноживши рiвняння задачi (3) на функцiю uε, проiнтегрувавши частинами в Ωε

та використавши крайовi умови для uε, отримаємо таку рiвнiсть

〈u′ε, uε〉ε +
∫
Ωε

∇uε · ∇uε dx =

∫
Ωε

f uε dx. (9)

Розглянемо наступнi функцiональнi простори

W ε(0, T ) = {v ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)), ∃v′ ∈ L2(0, T ; (H1(Ωε,Γε))
∗)},

W ε
0 (0, T ) = {v ∈ W ε(0, T ) : v(·, 0) = 0}.

Зауваження 3.1. З огляду на твердження 1.2 ([34], с. 106) простiр W ε(0, T ) вкладає-
ться в простiр C([0, T ];L2(Ωε)), тому рiвнiсть v(·, 0) = 0 має сенс.

Також визначимо такi функцiональнi множини

Kε = {v ∈ H1(Ωε,Γε) : v|Sε ≤ 0 на Sε},

Kε = {v ∈ W ε(0, T ) : v(·, t) ∈ Kε для майже всiх t ∈ (0, T )},

K0
ε = {v ∈ W ε

0 (0, T ) : v(·, t) ∈ Kε для майже всiх t ∈ (0, T )},

де v|S позначає слiд функцiї v на поверхнi S.
Очевидно, що Kε — замкнена та опукла множина в H1(Ωε,Γε).
Домножимо рiвняння задачi (3) на довiльну функцiю ϕ ∈ Kε та проiнтегруємо в Ωε.

Аналогiчно як це було зроблено ранiше, використавши крайовi умови, отримаємо

〈u′ε, ϕ〉ε +
∫
Ωε

∇uε · ∇ϕdx =

∫
Ωε

f ϕ dx+

∫
Sε

∂νuε ϕdσ. (10)
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Оскiльки ∂νuε ≤ 0 та ϕ ≤ 0 м. с. на Sε × (0, T ), то
∫
Sε

∂νuε ϕdσ ≥ 0. Використовуючи

останню нерiвнiсть, з рiвностi (10) отримаємо, що

〈u′ε, ϕ〉ε +
∫
Ωε

∇uε · ∇ϕdx ≥
∫
Ωε

f ϕ dx. (11)

Означення 3.1. Узагальненим розв’язком задачi (3) називається функцiя uε ∈ K0
ε , яка

задовольняє рiвнiсть (9) та нерiвнiсть (11) для майже всiх t ∈ (0, T ) та для довiльної
функцiї ϕ ∈ Kε.

Означення 3.2. Узагальненим розв’язком задачi (3) називається функцiя uε ∈ K0
ε , яка

задовольняє нерiвнiсть

〈u′ε, ϕ− uε〉ε +
∫
Ωε

∇uε · ∇(ϕ− uε) dx ≥
∫
Ωε

f(ϕ− uε) dx (12)

для майже всiх t ∈ (0, T ) та для довiльної функцiї ϕ ∈ Kε, або, що еквiвалентно,
наступну нерiвнiсть

T∫
0

〈u′ε, ϕ− uε〉εdt+
T∫

0

∫
Ωε

∇uε · ∇(ϕ− uε) dx dt ≥
T∫

0

∫
Ωε

f(ϕ− uε) dx dt ∀ϕ ∈ Kε. (13)

Покажемо, що означення 3.1 та 3.2 еквiвалентнi. Вiднiмаючи рiвнiсть (9) вiд нерiв-
ностi (11), отримаємо (12). Взявши ϕ ≡ 0 в (12), маємо, що

〈u′ε, uε〉ε +
∫
Ωε

∇uε · ∇uε dx ≤
∫
Ωε

f uε dx. (14)

Поклавши ϕ = 2uε в (12), ми одержимо обернену нерiвнiсть

〈u′ε, uε〉ε +
∫
Ωε

∇uε · ∇uε dx ≥
∫
Ωε

f uε dx. (15)

Отже, (9) виконується. Взявши ϕ = ψ + uε в (12), де ψ довiльна функцiя з Kε, маємо
(11). Очевидно, що наступний функцiонал

T∫
0

〈F, v〉ε dt :=
T∫

0

∫
Ωε

f v dx dt, v ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)),

належить простору L2(0, T ; (H1(Ωε,Γε))
∗). Крiм того, на пiдставi (4) iснує узагальнена

похiдна F ′, така що

F ′ ∈ L2(0, T ; (H1(Ωε,Γε))
∗) та (16)

T∫
0

〈F ′, v〉ε dt =
T∫

0

∫
Ωε

f ′ v dx dt, v ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)).
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Тепер легко переконатися, що всi умови (одна iз них це є включення (16)) теоре-
ми 2.1 ([15, Глава 6]) для задачi (3) виконуються в сенсi означення 3.2, i як наслiдок з
цiєї теореми задача (3) має єдиний розв’язок uε такий, що

uε, u
′
ε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ωε)).

3.2 Iснування та єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (8)

Розглянемо частково анiзотропний простiр Соболєва

H(Ω1; Ξh) = {u ∈ L2(Ω1)
∣∣ ∂x3u ∈ L2(Ω1), u|Ω0 ∈ H1(Ω0), u|Ξh

= 0}.

З властивостей анiзотропних просторiв Соболєва (див. [36]) випливає, що слiди обме-
жень u+ := u|Ω+ та u− := u|Ω0

на Ξ0 рiвнi. Крiм того, оскiльки слiди функцiй з H(Ω1; Ξh)

дорiвнюють нулю на Ξh, iснує стала C0 така, що∫
Ω1

u2 dx ≤ C0

(∫
Ω0

|∇u−|2 dx+
∫
Ω+

|∂x3u
+|2 dx

)
для всiх u ∈ H(Ω1; Ξh).

В просторi H(Ω1; Ξh) введемо норму ‖ · ‖H, що породжена скалярним добутком

(u, v)H =

∫
Ω0

∇u− · ∇v− dx+
∫
Ω+

|ω(x3)| ∂x3u
+ ∂x3v

+ dx, u, v ∈ H(Ω1,Ξh). (17)

Також розглянемо простiр V(Ω1) = L2(Ω1) iз скалярним добутком

(u, v)V =

∫
Ω0

u v dx+

∫
Ω+

|ω(x3)|u v dx.

Очевидно, що вкладення H(Ω1,Ξh) ⊂ V(Ω1) є щiльним та неперервним. Тому ми можемо
розглянути трiйку просторiв H ⊂ V ⊂ H∗ з вiдповiдними дужками спряження 〈·, ·〉0 мiж
H та H∗, де H := H(Ω1,Ξh), V := V(Ω1) та H∗ := (H(Ω1,Ξh))

∗ .

Припустимо, що iснує гладка функцiя u0, що задовольняє спiввiдношення усередне-
ної задачi (8). Домноживши рiвняння задачi (8) на функцiю u−0 , проiнтегрувавши по Ω0

та використавши крайову умову на ∂Ω0 \ Ξ0, знаходимо∫
Ω0

∂tu
−
0 u

−
0 dx+

∫
Ω0

∇u−0 · ∇u−0 dx =

∫
Ω0

f u−0 dx−
∫
Ξ0

(∂x3u
−
0 u

−
0 )
∣∣
x3=0

dx′. (18)

Проiнтегрувавши четверте рiвняння задачi (8) в Ω+ та використавши крайову умову
на Ξh, маємо

−
∫
Ξ0

(|ω(x3)| ∂x3u
+
0 u

+
0 )
∣∣
x3=0

dx′+

∫
Ω+

|ω(x3)| ∂tu+0 u+0 dx

+

∫
Ω+

|ω(x3)| ∂x3u
+
0 ∂x3u

+
0 dx =

∫
Ω+

|ω(x3)| f u+0 dx.
(19)



98 Мельник Т.А., Наквасюк Ю.А.

Додамо (18) та (19). Використовуючи умови спряження для u+0 та u−0 , отримаємо

(∂tu0, u0)V + (u0, u0)H = (f, u0)V . (20)

Розглянемо наступнi функцiональнi простори

W(0, T ) = {v ∈ L2(0, T ;H), ∃ v′ ∈ L2(0, T ;H∗)},

W0(0, T ) = {v ∈ W(0, T ) : v(·, 0) = 0}.

Також визначимо такi функцiональнi множини

K0 = {v ∈ H : v ≤ 0 м. с. на Ω+},

K0 = {v ∈ W(0, T ) : v(·, t) ∈ K0 для майже всiх t ∈ (0, T )},

K0
0 = {v ∈ W0(0, T ) : v(·, t) ∈ K0 для майже всiх t ∈ (0, T )}.

Очевидно, що K0 — замкнена та опукла в H(Ω1,Ξh).
Домножимо перше рiвняння задачi (8) на ϕ з K0 та проiнтегруємо в Ω0. Аналогiчно,

як описано вище, маємо∫
Ω0

∂tu
−
0 ϕdx+

∫
Ω0

∇u−0 · ∇ϕdx =

∫
Ω0

f ϕ dx−
∫
Ξ0

(∂x3u
−
0 ϕ)

∣∣
x3=0

dx′. (21)

Другу нерiвнiсть домножимо на ϕ та проiнтегруємо по Ω+. Оскiльки ϕ ≤ 0, виводимо∫
Ω+

|ω(x3)|∂tu+0 ϕdx+
∫
Ω+

|ω(x3)| ∂x3u
+
0 ∂x3ϕdx

≥
∫
Ξ0

(|ω(x3)| ∂x3u
+
0 ϕ)

∣∣
x3=0

dx′ +

∫
Ω+

|ω(x3)| f ϕ dx.
(22)

Додавши (21) та (22) та використавши другу умову спряження на Ξh, маємо

(∂tu0, ϕ)V + (u0, ϕ)H ≥ (f, ϕ)V . (23)

Отже, класичний розв’язок усередненої задачi (8) задовольняє спiввiдношення (20)
та (23). Використовучи їх, ми можемо дати наступнi означення узагальненого розв’язку
задачi (8).

Означення 3.3. Узагальненим розв’язком задачi (8) називається функцiя u0 ∈ K0
0, яка

задовольняє рiвнiсть
〈∂tu0, u0〉0 + (u0, u0)H = (f, u0)V ,

та нерiвнiсть
〈∂tu0, ϕ〉0 + (u0, ϕ)H ≥ (f, ϕ)V

для майже всiх t ∈ (0, T ) та для довiльної функцiї ϕ ∈ K0.
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Означення 3.4. Узагальненим розв’язком задачi (8) називається функцiя u0 ∈ K0
0, яка

задовольняє нерiвнiсть

〈∂tu0, ϕ− u0〉0 + (u0, ϕ− u0)H ≥ (f, ϕ− u0)V (24)

для майже всiх t ∈ (0, T ) та для довiльної функцiї ϕ ∈ K0.

Аналогiчно, як ми довели еквiвалентнiсть означень 3.1 та 3.2, можна показати еквi-
валентнiсть означень 3.3 та 3.4. Наведемо ще одне означення.

Означення 3.5. Узагальненим розв’язком задачi (8) називається функцiя u0 ∈ K0
0 ,

яка задовольняє нерiвнiсть

〈∂tu0, ϕ− u0〉0 + (ϕ, ϕ− u0)H ≥ (f, ϕ− u0)V (25)

для майже всiх t ∈ (0, T ) та для довiльної функцiї ϕ ∈ K0, або, що еквiвалентно,
наступну нерiвнiсть

T∫
0

〈∂tu0, ϕ− u0〉0 dt+
T∫

0

(ϕ, ϕ− u0)H dt ≥
T∫

0

(f, ϕ− u0)V dt, ∀ϕ ∈ K0. (26)

Щоб показати еквiвалентнiсть означень 3.4 та 3.5, додамо нерiвнiсть∫
Ω0

∇(ϕ− u−0 ) · ∇(ϕ− u−0 ) dx+

∫
Ω+

|ω(x3)| ∂x3(ϕ− u+0 ) ∂x3(ϕ− u+0 ) dx ≥ 0

до нерiвностi (24), та отримаємо (25).
Взявши ϕ = u0+ s(ψ−u0) в нерiвностi (25), де ψ довiльна функцiя з K0 та s ∈ [0, 1],

маємо 〈∂tu0, ψ − u0〉0 + (u0 + s(ψ − u0), ψ − u0)H ≥ (f, ψ − u0)V . Перейшовши до границi
при s→ 0, одержимо (24).

Розглянемо наступний функцiонал

T∫
0

〈F0, v〉0 dt :=
T∫

0

(∫
Ω0

f v dx+

∫
Ω+

|ω(x3)|f v dx
)
dt, v ∈ L2(0, T ;H).

Очевидно, що F0 належить простору L2(0, T ;H∗). Завдяки (4) iснує узагальнена похiдна
F ′
0 така, що

F ′
0 ∈ L2(0, T ;H∗) та (27)

T∫
0

〈F ′
0, v〉0 dt =

T∫
0

(∫
Ω0

f ′ v dx+

∫
Ω+

|ω(x3)|f ′ v dx

)
dt, v ∈ L2(0, T ;H).

Отже, всi умови (одна з них — це (27)) теореми 2.1 ([15, Глава 6]) виконуються для
усередненої задачi (8) в сенсi означення 3.4, i, як наслiдок з цiєї теореми, задача (8) має
єдиний узагальнений розвязок u0 такий, що u0, u′0 ∈ L2(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω1)).
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4 Апрiорнi рiвномiрнi оцiнки

Для усереднення крайових задач в густих мультиструктурах з неоднорiдними умо-
вами Неймана чи умовами Фур’є на межi приєднуваних тонких областей використо-
вується метод спецiальних iнтегральних тотожностей ([22, 24]). Для нашої задачi ця
тотожнiсть має вигляд (див. [24, глава 2])

ε

∫
Sε

ϕ(x) dσx√
1 + ε2|%′(x3)|2

=

∫
Gε

ζ(x3)ϕdx+ ε

∫
Gε

∇ξ′Y (ξ′, x3)|ξ′=x′
ε
· ∇x′ϕdx (28)

для всiх ϕ ∈ H1(Gε), де функцiя Y — єдиний розв’язок наступної задачi

∆ξ′Y = ζ(x3) в ω(x3), ∂ν′(ξ′)Y = 1 на ∂ω(x3),

∫
ω(x3)

Y (ξ′, x3) dξ
′ = 0,

де ξ′ = x′/ε, ν ′(ξ′) = (ν1(ξ
′), ν2(ξ

′)). Далi перiодично продовжимо розв’язок Y по ξ1 та
ξ2.

В [24] були доведенi такi нерiвностi

sup
x∈Gε

|∇ξ′Y (ξ′, x3) |ξ′=x′
ε
| ≤ C0, (29)

ε

∫
Sε

ϕ2 dσx ≤ C1

ε2 ∫
Gε

|∇x′ϕ|2 dx+
∫
Gε

ϕ2 dx

 , (30)

∫
Gε

ϕ2 dx ≤ C2

ε2 ∫
Gε

|∇x′ϕ|2 dx+ ε

∫
Sε

ϕ2 dσx

 , (31)

‖ϕ‖L2(Sε) ≤ C3ε
− 1

2‖ϕ‖H1(Gε) для всiх ϕ ∈ H1(Gε). (32)

Зауваження 4.1. Тут i надалi всi сталi {Ci} та {ci} в нерiвностях не залежать вiд
параметра ε.

Лема 4.1 ([23]). Норма ‖u‖H1(Ωε) =
(∫

Ωε
(|∇u|2 + u2) dx

) 1
2 в H1(Ωε,Γε) та норма ‖ · ‖ε,

що породжена скалярним добутком

(u, v)ε =

∫
Ωε

∇u · ∇v dx, u, v ∈ H1(Ωε,Γε),

рiвномiрно еквiвалентнi, тобто iснують сталi C1 > 0 та ε0 > 0 такi, що для всiх ε ∈ (0, ε0)

та для всiх u ∈ H1(Ωε,Γε) виконується оцiнка

‖u‖ε ≤ ‖u‖H1(Ωε) ≤ C4‖u‖ε. (33)
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Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського та нерiвнiсть Кошi 2ab ≤ δa2+δ−1b2

з δ > 0 та довiльними додатнiми числами a та b, за допомогою (33) отримаємо з (9), що

〈u′ε, uε〉ε +
∫
Ωε

|∇uε|2 dx ≤ c0 δ1‖∇uε‖2L2(Ωε)
+ c1(1 + δ−1

1 )‖f‖2L2(Ωε)

для майже всiх t ∈ (0, T ). Вибираючи δ1 так, щоб c0 δ1 < 1
2
, маємо

〈u′ε, uε〉ε +
∫
Ωε

|∇uε|2 dx ≤ c2 ‖f‖2L2(Ωε)
(34)

для майже всiх t ∈ (0, T ). Iнтегруючи (34) по (0, t) та використовуючи спiввiдношення
〈u′ε, uε〉ε = 1

2
d
dt

(
‖uε‖L2(Ωε)

)
, виводимо

max
t∈(0,T )

‖uε(t)‖L2(Ωε) + ‖uε‖2L2(0,T ;H1(Ωε,Γε))
≤ c3‖f‖2L2(0,T ;L2(Ωε))

. (35)

Оцiнимо ‖u′ε‖L2(Ωε×(0,T )). Для цього ми застосуємо метод штрафу. Розглянемо таку
наближену задачу

∂tu
δ
ε(x, t) = ∆xu

δ
ε(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ωε × (0, T ),

∂νu
δ
ε = −1

δ
(uδε)

+, (x, t) ∈ Sε × (0, T ),

uδε(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γε × (0, T ),

∂νu
δ
ε(x, t) = 0, (x, t) ∈

(
∂Ωε ∩ ∂Ω0

)
× (0, T ),

uδε(x, 0) = 0, x ∈ Ωε,

(36)

де δ - довiльне додатне число,

(uδε)
+ =

{
uδε, якщо uδε ≥ 0;

0, в протилежному випадку.

Нагадаємо, що функцiя uδε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)) така, що ∂tuδε ∈ L2(0, T ; (H1(Ωε,Γε))
∗)

— узагальнений розв’язок (36), якщо uδε(·, 0) = 0 та виконується наступна iнтегральна
тотожнiсть

〈∂tuδε, ϕ〉ε +
∫
Ωε

∇uδε · ∇ϕdx+
1

δ

∫
Sε

(uδε)
+ϕdσ =

∫
Ωε

f ϕ dx (37)

для довiльної функцiї ϕ ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)) та для майже всiх t ∈ (0, T ).

Знову, внаслiдок (4), маємо, що ∂tuδε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)). Тому ми можемо взяти
ϕ = ∂tu

δ
ε в (37) та отримаємо для всiх t ∈ (0, T ), що

t∫
0

∫
Ωε

|∂tuδε(x, τ)|2dx dτ+
1

2

∫
Ωε

|∇uδε(x, t)|2dx+
1

δ

t∫
0

∫
Sε

(uδε)
+∂tu

δ
εdσ dτ =

t∫
0

∫
Ωε

f ∂tu
δ
ε dxdτ. (38)

Оскiльки
t∫

0

∫
Sε

(uδε)
+∂tu

δ
ε dσdt =

1

2

t∫
0

∫
Sε

∂t

([
(uδε)

+
]2)

dσdt ≥ 0,
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то внаслiдок (38) має мiсце наступна оцiнка

‖∂tuδε‖L2(Ωε×(0,T )) ≤ ‖f‖L2(Ωε×(0,T )) ≤ C1. (39)

Взявши ϕ = uδε в (37), маємо∫
Ωε

∂tu
δ
ε u

δ
ε dx+

∫
Ωε

|∇uδε|2 dx+
1

δ

∫
Sε

(uδε)
+uδε dσ =

∫
Ωε

f uδε dx (40)

для майже всiх t ∈ (0, T ). Враховуючи те, що∫
Sε

(uδε)
+uδε dσ ≥ 0, (41)

аналогiчно як при доведеннi оцiнки (35 ), виводимо з (40)

max
t∈(0,T )

‖uδε(t)‖L2(Ωε) + ‖uδε‖L2(0,T ;H1(Ωε,Γε)) ≤ C2. (42)

Використовуючи оцiнки (39) та (42), отримуємо ‖uδε‖H1(Ωε×(0,T )) ≤ C3. Тому iснує фун-
кцiя wε ∈ H1(Ωε × (0, T )) така, що

uδε
w−→ wε слабко в H1(Ωε × (0, T )), (43)

uδε
s−→ wε сильно в L2(Ωε × (0, T )) (44)

при ε→ 0. Доведемо, що wε — розв’язок задачi (3).
Перейдемо до границi при δ → 0 в тотожностi (37), та проiнтегруємо її по (0, T ) з

довiльною тестовою функцiєю ϕ = v ∈ Kε. Використовуючи те, що

1

δ

∫ T

0

∫
Sε

(uδε)
+v dσ dt ≤ 0

та збiжностi (43) i (44), виводимо

T∫
0

∫
Ωε

∂twε v dx dt+

T∫
0

∫
Ωε

∇wε · ∇v dx dt ≥
T∫

0

∫
Ωε

f v dx dt ∀ v ∈ Kε. (45)

Взявши ϕ = uδε в (37) та враховуючи (41), виводимо

T∫
0

∫
Ωε

|∇wε|2 dxdt ≤ lim inf
δ→0

T∫
0

∫
Ωε

|∇uδε|2 dx dt ≤ lim inf
δ→0


T∫

0

∫
Ωε

f uδε dxdt

−
T∫

0

∫
Ωε

∂tu
δ
ε u

δ
ε dx dt

 =

T∫
0

∫
Ωε

fwε dx dt−
T∫

0

∫
Ωε

∂twεwε dxdt.
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Отже, wε задовольняє нерiвнiсть

T∫
0

∫
Ωε

∂twεwεdx dt+

T∫
0

∫
Ωε

|∇wε|2 dxdt ≤
T∫

0

∫
Ωε

f wε dxdt. (46)

Вiднiмаючи нерiвнiсть (46) вiд (45), маємо

T∫
0

∫
Ωε

∂twε(v−wε) dx dt+

T∫
0

∫
Ωε

∇wε ·∇(v−wε) dx dt ≥
T∫

0

∫
Ωε

f (v−wε) dx dt ∀ v ∈ Kε. (47)

Отже, wε — узагальнений розв’язок задачi (3). Оскiльки задача (3) має єдиний розв’я-
зок, то wε = uε та uε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε,Γε)), u

′
ε ∈ L2(Ωε × (0, T )).

З (35) та (39) випливає нерiвнiсть

max
t∈(0,T )

‖uε(t)‖L2(Ωε) + ‖uε‖L2(0,T ;H1(Ωε,Γε)) + ‖∂tuε‖L2(Ωε×(0,T )) ≤ C4. (48)

5 Доведення теореми 1

1. Використовуючи (48), маємо

‖uε‖L2(0,T ;H1(Ω0)) ≤ C0, ‖∂tuε‖L2(Ω0×(0,T )) ≤ C0, ‖ũε‖L2(0,T ;L2(Ω+)) ≤ C0,

‖∂̃xi
uε‖L2(0,T ;L2(Ω+)) ≤ C0, i = 1, 2, 3, ‖∂̃tuε‖L2(Ω+×(0,T )) ≤ C0.

Тому можна вибрати пiдпослiдовнiсть {ε′} ⊂ {ε} (яку знову позначимо ε) таку, що

uε|Ω0

w−→ u−0 в H1(Ω0 × (0, T )),

ũε
w−→ |ω(x3)| (|ω(x3)|−1u) =: |ω|u+0 в L2(Ω+ × (0, T )),

∂̃xiuε
w−→ γi в L2(Ω+ × (0, T )), i = 1, 2, 3,

∂̃tuε
w−→ γ4 в L2(Ω+ × (0, T )),


при ε→ 0,

(49)
де u−0 , u

+
0 , γ1, γ2, γ3, γ4 — деякi функцiї, якi будуть визначенi згодом.

Спочатку визначимо γ3. Для довiльної функцiї ψ ∈ C∞
0 (Ω+) маємо∫

Ω+

∂̃x3uε ψ dx =

∫
Gε

∂x3uε ψ dx = −
∫
Gε

uε ∂x3ψ dx− ε

∫
Sε

%′(x3)uε ψ√
1 + ε2|%′(x3)|2

dσx = −
∫
Ω+

ũε ∂x3ψ dx

−
∫
Ω+

%′(x3) ζ(x3) ũε ψ dx+ ε

∫
Gε

%′(x3)∇ξ′Y (ξ′, x3) |ξ′=x′
ε
· ∇x′(uε ψ) dx (50)

для майже всiх t ∈ (0, T ). Використовуючи (29) та (48), перейдемо до границi в данiй
тотожностi при ε→ 0, та отримаємо∫

Ω+

γ3 ψ dx = −
∫
Ω+

(|ω(x3)|u+0 ∂x3ψ dx+ |ω(x3)|′ u+0 ψ) dx для майже всiх t ∈ (0, T ),



104 Мельник Т.А., Наквасюк Ю.А.

звiдки маємо, що iснує узагальнена похiдна ∂x3 u
+
0 та γ3 = |ω(x3)| ∂x3u

+
0 м. с. в Ω+×(0, T ).

Аналогiчно визначимо γ4. Легко переконатися, що
T∫

0

∫
Ω+

∂̃tuε ψ dx dt = −
T∫

0

∫
Ω+

ũε ∂tψ dx dt ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω+ × (0, T )).

Перейдемо до границi в данiй тотожностi, використовуючи другу та останню границю
в (49), одержимо

T∫
0

∫
Ω+

γ4 ψ dx dt = −
T∫

0

∫
Ω+

|ω(x3)|u−0 ∂tψ dx dt ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω+ × (0, T )), (51)

звiдки маємо, що γ4 = |ω(x3)|∂tu−0 м. с. в Ω+ × (0, T ).

Тепер визначимо γi, i = 1, 2. Розглянемо функцiї Yi(ξi) = −ξi + [ξi], i = 1, 2, де [t] —
цiла частина t. За допомогою цих функцiй виберемо наступнi тестовi функцiї

Φi(x, t) =

{
0, (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ),

εYi
(
xi

ε

)
ψ(x, t), (x, t) ∈ Gε × (0, T ), i = 1, 2,

∀ψ ∈ C∞
0 (Ω+ × (0, T ), ψ ≥ 0.

Оскiльки Yi ≤ 0 та ψ ≥ 0, то Φi ∈ Kε, i = 1, 2. Легко переконатися, що

∇Φ1 =
(
−ψ + εY1

(x1
ε

)
∂x1ψ, εY1

(x1
ε

)
∂x2ψ, εY1

(x1
ε

)
∂x3ψ

)
, x ∈ Gε,

∇Φ2 =
(
εY2

(x2
ε

)
∂x1ψ, −ψ + εY2

(x2
ε

)
∂x2ψ, εY2

(x2
ε

)
∂x3ψ

)
, x ∈ Gε.

Пiдставляючи Φi, i = 1, 2 в нерiвнiсть (11) для розв’язку uε та враховуючи те, що
∂tuε ∈ L2(Ωε × (0, T )), маємо

ε

∫
Gε

Y1(
x1
ε
) ∂tuε ψ dx+

∫
Gε

(
−∂uε
∂xi

ψ + εYi

(xi
ε

) ∂uε
∂x1

∂ψ

∂x1
+ εYi

(xi
ε

) ∂uε
∂x2

∂ψ

∂x2

+ εYi

(xi
ε

) ∂uε
∂x3

∂ψ

∂x3

)
dx ≥

∫
Gε

ε f Yi

(xi
ε

)
ψ dx, i = 1, 2.

За допомогою (48), з попередньої нерiвностi виводимо нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω+×(0,T )

∂̃xi
uεψ dx dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

 ∫
Gε×(0,T )

|Yi
(xi
ε

)
(∇uε · ∇ψ − f ψ + ∂tuε ψ) |dx dt


≤ εc1

T∫
0

(
‖∇uε‖L2(Gε)‖∇ψ‖L2(Gε) + ‖f‖L2(Gε)‖ψ‖L2(Gε) + ‖∂tuε‖L2(Gε)‖ψ‖L2(Gε)

)
dt

≤ εc2‖ψ‖L2(0,T ;H1(Ω+)), i = 1, 2,

звiдки в границi (при ε→ 0) одержимо∫
Ω+×(0,T )

γiψ dxdt = 0 ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω+ × (0, T )), ψ ≥ 0. (52)

З (52) отримаємо, що γi = 0, i = 1, 2, м. с. в Ω+ × (0, T ).
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2. Покажемо, що слiди u+0 |Ξ0 та u−0 |Ξ0 рiвнi. За допомогою неперервностi оператору
слiду, компактного вкладення H1/2(Ξ0) ⊂ L2(Ξ0) та першого спiввiдношення в (49),
маємо

uε(x
′, 0, t)

s−→ u−0 (x
′, 0, t) в L2(Ξ0) при ε→ 0 для м. в. t ∈ (0, T ). (53)

Розглянемо рiвнiсть

ũε(x
′, 0, t) = χω0

(
x′

ε

)
uε(x

′, 0, t) для м. в. (x′, 0, t) ∈ Ξ0 × (0, T ), (54)

де χω0(ξ
′), ξ′ ∈ R2, — 1-перiодична функцiя визначена на квадратi Ξ0 наступним чином

χω0(ξ
′) =

{
1, ξ′ ∈ ω(0),

0, [0, 1]× [0, 1] \ ω(0).

Вiдомо, що χω0

(
x′

ε

) w−→ |ω(0)| слабко в L2(Ξ0) при ε → 0. Звiдси та з (53) отримаємо,
що права частина (54) збiгається до |ω(0)|u−0 слабко в L2(Ξ0) при ε→ 0.

З iншого боку, за допомогою (28) маємо

∫
Ξ0

ũε(x
′, 0, t)ψ(x′) dx′ =

1

h

 ∫
Ω+

ũε(x, t)ψ(x
′) dx +

∫
Ω+

(x3 − h) ∂̃x3uε(x, t)ψ(x
′) dx

+

∫
Ω+

ζ(x3) %
′(x3) (x3 − h) ũε ψ(x

′) dx

+ ε

∫
Gε

%′(x3) (x3 − h)∇ξ′Y (ξ′, x3) |ξ′=x′
ε
· ∇x′(uεψ) dx


(55)

для майже всiх t ∈ (0, T ) та для довiльної функцiї ψ ∈ C∞
0 (Ξ0). Використовуючи резуль-

тати збiжностi отриманi вище та переходячи до границi в (55) при ε → 0, отримаємо
наступну тотожнiсть

∫
Ξ0

|ω(0)|u−0 (x
′, 0, t)ψ(x′) dx =

1

h

 ∫
Ω+

|ω(x3)|u+0 (x, t)ψ(x
′) dx +

∫
Ω+

(x3 − h)|ω(x3)| ∂x3u
+
0 (x, t)ψ dx

+

∫
Ω+

(x3 − h) ζ(x3) %
′(x3) |ω(x3)|u+0 (x, t)ψ(x

′) dx


=

1

h

∫
Ω+

(
|ω(x3)|u+0 ψ(x

′) + (x3 − h)ψ(x′) ∂x3

(
|ω(x3)|u+0 (x, t)

))
dx

=

∫
Ξ0

|ω(0)|u+0 (x
′, 0, t)ψ(x′) dx

для всiх ψ ∈ C∞
0 (Ξ0) та для майже всiх t ∈ (0, T ), звiдки u+0 (x

′, 0, t) = u−0 (x
′, 0, t) для

майже всiх x′ ∈ Ξ0 та t ∈ (0, T ).
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3. В першому пунктi ми фактично довели, що для майже всiх x ∈ Ω+

ũε(x, ·)
w−→ |ω|u+0 (x, ·) слабко в H1(0, T ) при ε→ 0. (56)

Оскiльки ũε|t=0 = 0, границя (56) означає, що u+0 |t=0 = 0. Очевидно, що i u−0 |t=0 = 0.
З (28) маємо, що для майже всiх t ∈ (0, T ) виконується наступна нерiвнiсть

0 ≤
∫
Ω+

ζ(x3)ũε(x, t)ϕ(x) dx+ ε

∫
Gε

∇ξ′Y (ξ′, x3)|ξ′=x′
ε
· ∇x′(uε(x, t)ϕ(x)) dx (57)

для всiх ϕ ∈ C∞
0 (Ω+) таких, що ϕ ≤ 0 в Ω+. Переходячи до границi в (57) при ε → 0,

отримаємо

0 ≤
∫
Ω+

ζ(x3)u
+
0 (x, t)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω+), ϕ ≤ 0,

яка означає, що u+0 ≤ 0 м. с. в Ω+ × (0, T ).

Отже, функцiя u0 визначена в (7) належить до множини K0
0.

4. З (48) та першої границi (49) виводимо, що uε(·, T )|Ω0

s−→ u−0 (·, T ) сильно в L2(Ω0)

при ε → 0. Також з (48) випливає, що ми можемо вибрати пiдпослiдовнiсть {ε}′ ⊂ {ε}
(яку знову позначимо через ε) таку, що

ũε(·, T )
w−→ w+

0 (·, T ) слабко в L2(Ω+) при ε→ 0.

Покажемо, що w+
0 (x, T ) = |ω(x3)|u+0 (x, T ), x ∈ Ω+. Перейшовши до границi при

ε→ 0 в наступнiй тотожностi

T∫
0

∫
Ω+

∂̃tuε(x, t) v(x) dx dt =

∫
Ω+

ũε(x, T ) v(x) dx ∀v ∈ L2(Ω+),

маємо
T∫

0

∫
Ω+

|ω(x3)| ∂tu+0 (x, t) v(x) dx dt =
∫
Ω+

w+
0 (x, T ) v(x) dx ∀v ∈ L2(Ω+),

або ∫
Ω+

|ω(x3)|u+0 (x, T ) v(x) dx =

∫
Ω+

w+
0 (x, T ) v(x) dx ∀v ∈ L2(Ω+).

Використовуючи слабку напiвнеперервнiсть норми в гiльбертовому просторi, маємо

lim inf
ε→0

(
‖uε(·, T )‖2L2(Ω0)

+ ‖ũε(·, T )‖2L2(Ω+

)
≥ ‖u−0 (·, T )‖

2
L2(Ω0)

+ ‖|ω|u+0 (·, T )‖
2
L2(Ω+) = ‖u0(·, T )‖2V .

З цiєї нерiвностi отримаємо

lim inf
ε→0

T∫
0

∫
Ωε

∂tuε uεdx dt ≥
T∫

0

(∂tu0, u0)V dt. (58)
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5. Додамо нерiвнiсть∫
Ω0

|∇(ϕ− uε)|2 dx+
∫
Gε

|∂x3(ϕ− uε)|2 dx+
∫
Gε

|∂x2uε|2 dx+
∫
Gε

|∂x1uε|2 dx ≥ 0

до (12) та проiнтегруємо її по (0, T ). Тут ϕ — довiльна функцiя з наступної множини

K1
0 =

{
ϕ ∈ C1

(
Ω1 × [0, T ]

)
: ϕ ≤ 0 на Ω+, ϕ = 0 на Ξh для всiх t ∈ [0, T ]

}
.

Використовуючи те, що ∂tuε ∈ L2(Ωε × (0, T )) маємо
T∫

0

∫
Ωε

∂tuε (ϕ− uε)dx dt+

T∫
0

∫
Ω0

∇ϕ · ∇(ϕ− uε) dx dt+

T∫
0

∫
Gε

∂x1uε ∂x1ϕdx dt

+

T∫
0

∫
Gε

∂x2uε ∂x2ϕdx dt+

T∫
0

∫
Gε

∂x3ϕ∂x3(ϕ− uε) dx dt ≥
T∫

0

∫
Ωε

f(ϕ− uε) dx dt, (59)

яка може бути переписана у наступнiй формi

T∫
0

∫
Ω0

∂tuεϕdx dt+

T∫
0

∫
Ω+

∂̃tuεϕdx dt−
T∫

0

∫
Ωε

∂tuε uεdx dt+

T∫
0

∫
Ω0

∇ϕ · ∇(ϕ− uε) dx dt

+

T∫
0

∫
Ω+

∂̃x1uε ∂x1ϕdx dt+

T∫
0

∫
Ω+

∂̃x2uε ∂x2ϕdx dt

+

T∫
0

∫
Ω+

χh

(x1
ε

)
∂2x3

ϕdx dt−
T∫

0

∫
Ω+

∂x3ϕ ∂̃x3uε dx dt

≥
T∫

0

∫
Ω0

f (ϕ− uε) dx dt+

T∫
0

∫
Ω+

χh

(x1
ε

)
f ϕ dx dt−

T∫
0

∫
Ω+

fũε dx dt. (60)

Переходячи до границi (60) при ε→ 0 та використовуючи (58) та (49), отримаємо таку
iнтегральну нерiвнiсть

T∫
0

∫
Ω0

∂tu
−
0 ϕdx dt+

T∫
0

∫
Ω+

|ω(x3)|∂tu+0 ϕdx dt

−
T∫

0

(∂tu0 u0)Vdx dt+

T∫
0

∫
Ω0

∇ϕ · ∇(ϕ− u−0 ) dx dt

+

T∫
0

∫
Ω+

|ω(x3)|∂2x3
ϕdx dt−

T∫
0

∫
Ω+

|ω(x3)|∂x3ϕ∂x3u
+
0 dx dt

≥
T∫

0

∫
Ω0

f (ϕ− u−0 ) dx dt+

T∫
0

∫
Ω+

|ω(x3)|f ϕ dx dt−
T∫

0

∫
Ω+

|ω(x3)|fu+0 dx dt. (61)
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Нерiвнiсть (61) може бути переписана у виглядi

T∫
0

(∂tu0, ϕ− u0)V dt+

T∫
0

(ϕ, ϕ− u0)H dt ≥
T∫

0

(f, ϕ− u0)V dt ∀ϕ ∈ K1
0. (62)

Оскiльки множина K1
0 щiльна в K0, iнтегральна нерiвнiсть (62) виконується для всiх

ϕ ∈ K0. Разом з включенням u0 ∈ K0
0, яке доведене в 3 пунктi, це означає, що функцiя

u0 є узагальненим розв’язком усередненої задачi (8) (див. означення 3.5).
Враховуючи єдинiсть розв’язку задачi (8) зрозумiло, що всi описанi вище мiркування

мають мiсце для будь-якої пiдпослiдовностi {ε}, яку ми обрали на початку доведення.
Отже, теорему 1 доведено.
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We consider a parabolic Signorini boundary-value problem in a thick junction Ωε which is

the union of a domain Ω0 and a large number of ε−periodically situated thin cylinders. The

Signorini conditions are given on the lateral surfaces of the cylinders. The asymptotic analysis

of this problem is done as ε→ 0, i.e., when the number of the thin cylinders infinitely increases

and their thickness tends to zero. With the help of the integral identity method we prove a

convergence theorem and show that the Signorini conditions are transformed (as ε → 0) in

differential inequalities in the region that is filled up by the thin cylinders.

Мельник Т.А., Наквасюк Ю.А. Усреднение параболической краевой задачи Синьорини в
густом соединении типа 3:2:1 // Карпатские математические публикации. — 2012. — Т.4,
№1. — C. 90–110.

Рассматривается параболическая краевая задача Синьорини в густом соединении Ωε,
которое является объединением некоторой области Ω0 и большого количества ε− пери-
одически расположенных тонких криволинейных цилиндров. На боковых поверхностях
цилиндров заданные условия Синьорини. Изучено асимптотическое поведение решения
такой задачи, когда ε → 0, т.е. когда количество цилиндров неограниченно возрастает,
а их толщина стремится к нулю. С помощью метода интегральных тождеств доказана
теорема сходимости и показано, что условия Синьорини трансформируются (при ε → 0)
в дифференциальные неравенства в области заполняемой тонкими цилиндрами.


