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Наведено деякi властивостi топологiї простору фактороб’єктiв збiжної послiдовностi.
Зокрема, показано, що цей простiр розкладається в об’єднання двох множин, одна з яких
всюди щiльна, а iнша — гомеоморфна простору iррацiональних чисел.

Вступ

Топологiя гiперпросторiв (просторiв замкнених пiдмножин) нульвимiрних метри-
чних компактних просторiв є добре вивчена (див., наприклад, [1]). Автор в [3], [4] роз-
глянув дуальний до гiперпростору об’єкт — простiр Ψ(X) вiдкритих факторвiдображень
компактного простору X. Виникає природна задача опису топологiчних властивостей
простору Ψ(X) для рiзних просторiв X. Метою цiєї замiтки є розгляд випадку, коли
X = S (збiжна послiдовнiсть). Зауважимо, що гiперпростiр expS розглянуто в робо-
тi [7]. У нiй доведено, що простiр expS є об’єднанням канторової множини та всюди
щiльної злiченної множини iзольованих точок.

Ми показуємо, що Ψ(S) є досконалим нульвимiрним некомпактним метризовним
простором, який розкладається в об’єднання двох множин, одна з яких всюди щiльна,
а iнша — досконала.

Надалi вважаємо, що всi вiдображення топологiчних просторiв є неперервними.

1 Основнi поняття та означення

Нехай X — компактний гаусдорфовий простiр (компакт), f : X → Z — неперерв-
не, вiдкрите, сюр’єктивне вiдображення компактних гаусдорфових просторiв. Як зви-
чайно, expX ми позначаємо гiперпростiр (множину непорожнiх, замкнених пiдмножин
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простору X), надiлений топологiєю Вiєторiса. Базою цiєї топологiї може служити сiм’я
множин

〈U1, U2, . . . , Un〉 = {A ∈ expX | A ⊂
n⋃

i=1

Ui, A ∩ Ui 6= ∅ для кожного i = 1, 2, . . . , n},

де n ∈ N i множини U1, U2, . . . Un пробiгають топологiю простору X.
У випадку, коли X — метризовний компакт, топологiя Вiєторiса породжується ме-

трикою Гаусдорфа

dH(E,F ) = inf{ε > 0 | E ⊆ Oε(F ) i F ⊆ Oε(E)}.

Доведення цього факту можна знайти у пiдручнику [6]. Має мiсце наступний результат
(див. [6, с. 131, 189]):

Теорема 1. Простiр компактних пiдмножин повного метричного простору з метрикою
гаусдорфа повний.

Теорема 2. Якщо X — нульвимiрний компакт, то (expX, τV ) — нульвимiрний компакт.

Послiдовнiсть {Ai | i ∈ N} елементiв простору expX збiгається до елемента A ∈
expX, якщо для кожного ε > 0 iснує номер N0 ∈ N такий, що всi елементи послiдовностi
починаючи з номера N0 мiстяться в ε-околi елемента A. Має мiсце наступний результат
([6, с.95]):

Теорема 3. Нехай X — регулярний простiр, {Kn | n ∈ N} ⊂ expX i {Fn | n ∈ N} ⊂
expX такi, що Kn ⊂ Fn для кожного n ∈ N. Якщо послiдовнiсть Kn −→ K i Fn −→ F

в топологiї Вiєторiса, то K ⊂ F.

Вiдомо, що вiдкритiсть вiдображення f : X → Z еквiвалентна неперервностi вiдобра-
ження f−1 : Z → expX. Образом простору Z при вiдображеннi F = f−1 : Z → expX є
непорожня, замкнена пiдмножина F (Z) в expX, тобто елемент простору exp(expX) =

exp2 X. Маємо
F (Z) = {f−1(z) | z ∈ Z} = {f−1(f(x)) | x ∈ X}.

Нехай fi : X → Zi, i = 1, 2, — неперервнi сюр’єктивнi вiдкритi вiдображення компа-
ктних гаусдорфових просторiв. Кажемо, що f1 еквiвалентне f2 (позначається f1 ∼ f2),
якщо iснує гомеоморфiзм h : Z1 → Z2 такий, що h ◦ f1 = f2. Очевидно, що ∼ — вiдно-
шення еквiвалентностi на класi всiх неперервних сюр’єктивних вiдкритих вiдображень.
Клас вiдношення ∼, що мiстить вiдображення f , позначаємо 〈f〉 i назвемо фактороб’є-
ктом простору X.

Базисним околом елемента 〈f〉, в топологiї Вiєторiса, є множина

O〈f〉 = 〈〈U11, U12, . . . , U1n1〉, 〈U21, U22, . . . , U2n2〉, . . . , 〈Uk1, Uk2, . . . , Uknk
〉〉,

де Uij — вiдкритi пiдмножини простору X такi, що виконуються умови:
1) для кожного z ∈ Z iснує i, i ∈ {1, 2, . . . , k}, такий, що f−1(z) ∈ 〈Ui1, Ui2, . . . , Uini

〉,
тобто f−1(z) ⊂

ni⋃
i=1

Uij i для кожного j ∈ {1, 2, . . . ni} маємо f−1(z) ∩ Uij 6= ∅;
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2) для кожного i ∈ {1, 2, . . . , k} знайдеться елемент z ∈ Z такий, що f−1(z) ∈
〈Ui1, Ui2, . . . , Uini

〉.
Одержаний топологiчний простiр вiдкритих фактороб’єктiв простору X позначає-

мо Ψ(X). Задамо збiжнiсть у просторi Ψ(X). Нехай задано послiдовнiсть вiдображень
fi : X → Zi, де i ∈ N, i f : X → T . Послiдовнiсть елементiв {〈fi〉}∞i=1 топологiчного про-
стору Ψ(X) збiгається до елемента 〈f〉 ∈ Ψ(X), якщо для кожного ε > 0 iснує номер
N ∈ N такий, що для всiх i > N має мiсце нерiвнiсть dHH(〈fi〉, 〈f〉) 6 ε. Тобто, для
кожного z ∈ Zi iснує елемент t ∈ T такий, що

dH(f
−1
i (z), f−1(t)) 6 ε,

i навпаки для кожного t ∈ T iснує елемент z ∈ Zi такий, що

dH(f
−1(t), f−1

i (z)) 6 ε.

Далi використовуватимемо цей опис збiжностi при доведеннi властивостей i тверджень.
Розбиттям простору X називається сiм’я A диз’юнктних пiдмножин простору X,

об’єднання яких є весь простiр X.

Проекцiєю або фактор-вiдображенням множини X на розбиття A є функцiя f , зна-
ченням якої в точцi x є єдиний елемент множини A, який мiстить точку x.

Множина X називається щiльною, якщо вона не мiстить iзольованих точок. Замкне-
ну щiльну множину називають досконалою.

Множина M називається граничною, якщо її доповнення є всюди щiльною пiдмно-
жиною простору X, тобто X \M = X.

Множина топологiчного простору X називається Gδ-множиною, якщо вона є пере-
тином злiченної кiлькостi вiдкритих множин простору X.

Множина топологiчного простору X називається Fσ-множиною, якщо вона є об’єд-
нанням злiченної кiлькостi замкнених пiдмножин простору X.

Доповненням до множини типу Fσ є множини типу Gδ, i навпаки.
Добре вiдома теорема Мазуркевича (див. [5, с. 453]):

Теорема 4. Кожна Gδ множина щiльна i гранична в повному сепарабельному нульви-
мiрному просторi гомеоморфна просторовi iррацiональних чисел.

2 Простiр вiдкритих факторовiдображень простору S

Нехай X = S = {0} ∪ {1
i
| i ∈ N} — збiжна послiдовнiсть. Простiр S є метричним,

нульвимiрним i компакним. Тодi гiперпростiр другого порядку exp2(S) теж є метри-
чним, нульвимiрним i компакним, як наслiдок з теорем 1 i 2.

Розглянемо простiр Ψ(S). Згiдно побудови Ψ(S) ⊂ exp2(S), отже, простiр Ψ(S) нуль-
вимiрний.

Нехай fn : S → fn(S), де fn(S) = {y1, y2, . . . yn} — дискретний простiр, для всiх n ∈ N.
Визначимо вiдображення fn формулою:

fn(x) =

{
yi, якщо x ∈ Mn = { 1

2i
| i 6 n};

0, якщо x ∈ S \Mn.
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Нехай f : S → f(S), де f(S) = {s0, s1, s2, . . . } — збiжна послiдовнiсть з граничною
точкою s0. Вiдображення f задаємо наступним чином:

f(x) =

{
si, якщо x ∈ M = { 1

2i
|i ∈ N};

s0, якщо x ∈ S \M.

Тодi fn : S → fn(S) — вiдкрите, сюр’єктивне неперервне вiдображення, для кожного
n ∈ N. Кожне вiдображення fn, де n ∈ N, визначає деякий фактороб’єкт простору
S. Розглянемо вiдповiдну послiдовнiсть 〈fn〉 елементiв простору Ψ(S). Доведемо, що
границею послiдовностi {〈fn〉}∞n=1, при n → ∞, в просторi exp2(S) є клас 〈f〉, визначений
вiдображенням f : S → f(S).

Розглянемо вiдстань

dHH(〈fn〉, 〈f〉) = dH({f−1
n (fn(x)) | x ∈ S}, {f−1(f(x)) | x ∈ S}).

Можливi такi випадки:
1) якщо x = 1

2i+1
, то

dH

(
f−1
n

(
fn

(
1

2i+ 1

))
, f−1

(
f

(
1

2i+ 1

)))
= dH(S \Mn, S \M)

= dH

(
S \

{
1

2i
| 1 6 i 6 n

}
, S \

{
1

2i
| i ∈ N

})
6 1

2n
;

2) якщо x = 1
2i

, то

dH

(
f−1
n

(
fn

(
1

2i

))
, f−1

(
f

(
1

2i

)))
=

{∣∣ 1
2n

− 1
2i

∣∣ , якщо n < i

0, якщо n > i.

Таким чином dHH(〈fn〉, 〈f〉) 6 1
2n
. Отже, послiдовнiсть {〈fn〉}∞n=1 збiгається до еле-

мента 〈f〉.
З iншого боку

〈fn〉 = {f−1
n (fn(s)) | s ∈ S} =

{{
1

2

}
, . . . ,

{
1

2n

}
, S \

{
1

2
, . . . ,

1

2n

}}
= Fn.

Очевидно послiдовнiсть {Fn}∞n=1 збiгається до

F =

{{
1

2n
| n ∈ N

}}
∪ {{0}} ∪

{
S \

{
1

2n
| n ∈ N

}}
.

Для кожного n ∈ N згiдно вибору елементiв 〈fi〉 виконується {0} ∈ S \
{

1
2
, . . . , 1

2n

}
,

отже, в границi {0} ∈
{
S \

{
1
2n

| n ∈ N
}}

, тобто F не є елементом множини Ψ(S). Це
показує некомпактнiсть множини Ψ(S).

Приймемо Ψ1 = {〈f〉 ∈ Ψ(S) | |f(S)| < ∞} i Ψ2 = {〈f〉 ∈ Ψ(S) | |f(S)| = ∞}. Тодi
Ψ(S) = Ψ1(S) ∪Ψ2(S).
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Лема 2.1. Нехай 〈f〉 ∈ Ψ(S). Тодi еквiвалентними є такi умови:
1) 〈f〉 ∈ Ψ2(S),

2) iснує таке розбиття S \ {0} =
∞⋃
i=1

Ai, де |Ai| < ∞, що

{f−1(f(x)) | x ∈ S} = 〈f〉 = {{0}} ∪ {Ai | i ∈ N}.

Доведення. 1) Нехай 〈f〉 ∈ Ψ2(S), тодi {f−1(f(x)) | x ∈ S} є нескiнченною, диз’юнктною
сiм’єю пiдмножин в S. Покажемо, що f−1(f(0)) = {0}. Справдi, f(0) — не iзольована
точка. Якщо би f(s) = f(0) для деякого s 6= 0, то f({s}) = {f(0)} не була би вiдкритою
множиною, що суперечить вiдкритостi вiдображення f .

Далi приймемо {Ai | i ∈ N} = {f−1(f(s)) | s ∈ S \ {0}}.
2) Нехай S = {0} ∪ Ai, де 1 6 |Ai| 6 ∞ i Ai ∩ Aj = ∅ при i 6= j.

Розглянемо множину Y = {y} ∪ {yi | i ∈ N} i означимо вiдображення f : S −→ Y

формулою

f(x) =

{
yi, якщо x ∈ Ai;

y, якщо x = 0.

Надiлимо Y фактортопологiєю, породженою вiдображенням f . Тодi, очевидно, Y

гомеоморфний збiжнiй послiдовностi.
Покажемо, що вiдображення f вiдкрите. Покладемо O — вiдкрита пiдмножина про-

стору S. Тодi:
1) Якщо 0 ∈ S \O, то f(O) ⊂ Y \ {y} — вiдкрита множина;
2) Якщо 0 ∈ O, тодi S \O — скiнченна множина i

f(O) = {y} ∪ {yi | Ai ∩O 6= ∅} = Y \ {yi | Ai ∩O = ∅}

— вiдкрите, як доповнення до скiнченної множини.

Твердження 2.1. Пiдмножина Ψ1 всюди щiльна в просторi Ψ(S).

Доведення. Нехай 〈f〉 ∈ Ψ2, за лемою 1 f : S → X — неперервне вiдкрите вiдображення
послiдовностi S на компактний гаусдорфовий простiр X, де |X| = ∞. Тодi

{f−1(x) | x ∈ X} = S = {0} t
∞⊔
i=1

Ai,

де An — замкненi пiдмножини в S, для кожного n ∈ N. Оскiльки S — збiжна послi-
довнiсть, то при достатньо великих значеннях iндекса n ∈ N маємо diam(An) → 0 i
dH(An, An+1) → 0. Нехай

Oε(〈f〉) = {〈g〉 ∈ Ψ(X) | dHH(〈f〉, 〈g〉) < ε де ε > 0}.

Покладемо Xk = {0, 1, 2, . . . , k} — дискретний простiр. Означимо послiдовнiсть вiдобра-
жень gk : S → Xk наступним чином

gk(x) =


i, якщо x ∈ Ai де 1 6 i 6 k;

0, якщо x ∈ S \
(

k⋃
i=1

{Ai}
)
.
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Знайдеться номер k0 ∈ N такий, що diam(Ak0) < diam(g−1
k0
(0)) < ε.

Нехай x ∈ S \ {0}. Знайдеться Ai ⊂ S така, що x ∈ Ai. Якщо i < k, де k > k0, тодi
f−1(f(x)) = g−1

k (i) = Ai, отже, dH(f−1(f(x)), g−1
k (gk(x))) = 0. Якщо i > k0, то має мiсце

Ak0 ⊂ g−1
k0
(0), отже, dH(f−1(f(x)), g−1

k (0)) < diamg−1
k0
(0) < ε.

Таким чином, для кожного ε > 0 знайдеться номер k0 ∈ N такий, що справджується
нерiвнiсть dH(f

−1(f(x)), g−1
k (0)) < ε, тобто, всi елементи послiдовностi {〈gk〉}∞i=1 ∈ Ψ1

починаючи з номера k0 ∈ N мiстяться в ε-околi елемента 〈f〉 ∈ Ψ2. Отже, множина Ψ1

всюди щiльна в просторi Ψ(S).

Твердження 2.2. Пiдмножина Ψ2 є досконалою пiдмножиною простору Ψ(S).

Доведення. Нехай 〈f〉 ∈ Ψ2, за лемою 1 f : S → X — неперервне вiдкрите вiдображення
послiдовностi S на компактний гаусдорфовий простiр X, де |X| = ∞. Тодi

{f−1(x) | x ∈ X} = S = {0} t
∞⊔
i=1

Ai,

де An — замкненi пiдмножини в S, для кожного n ∈ N.
Розглянемо послiдовнiсть {〈gj〉 | 〈gj〉 ∈ Ψ2(S), j ∈ N}. Визначимо вiдображення

gj : S → Yj наступним чином

gj(s) =


yi, якщо s ∈ Ai, де i < j;

yj, якщо s ∈ Aj t Aj+1;

yk, якщо s ∈ Ak+1, де k < j + 1;

0, якщо s = 0.

Розглянемо вiдстань

dHH(〈gj〉, 〈f〉) = dH({g−1
j (yi) | yi ∈ Yj}, {f−1(x) | x ∈ X}) =

= min{dH(Aj, Aj t Aj+1), dH(Aj+1, Aj t Aj+1)} 6 diam(Aj t Aj+1).

Отже, для кожного ε > 0 знайдеться номер N0 ∈ N такий, що diam(Aj) < ε/3 i
dH(Aj, Aj+1) < ε/3, для всiх j > N0. Тодi

dHH(〈gn〉, 〈f〉) 6 diam(Aj t Aj+1) < ε для всiх j > N0,

тобто, послiдовнiсть {〈gj〉}∞j=1, де 〈gj〉 ∈ Ψ2(S), збiгається до елемента 〈f〉 ∈ Ψ2, що
доводить досконалiсть множини Ψ2(S).

3 Топологiчний тип простору Ψ(X)

Нехай X — метричний компакт. Позначимо через D множину диз’юнктних сiмей
замкнених пiдмножин простору X, що покривають весь X, тодi

D = {A ∈ exp2X | X =
⊔
A∈A

A}.
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Лема 3.1. Множина D є множиною типу Gδ в exp2(X).

Доведення. Нехай j ∈ N. Приймемо C = {A ∈ exp2X | ∪A = X} — множина сiмей
замкнених пiдмножин простору X, якi покривають весь X i

Fj =

{
A ∈ exp2 X | iснують A,B ∈ A такi, що A ∩B 6= ∅ i dH(A,B) > 1

j

}
.

Тодi D = C \
∞⋃
j=1

Fj. Оскiльки вiдображення об’єднання
⋃
: exp2 X −→ expX непе-

рервне (див. [2]), одержуємо, що множина C замкнена в exp2X.

Покажемо, що кожна множина Fj, j ∈ N, замкнена в exp2 X. Справдi, розглянемо
послiдовнiсть {Ai}∞i=1 елементiв множини Fj, яка збiгається до деякого елемента A,
переконаємося, що A ∈ Fj. Отже, Ai ∈ Fj, для кожного i ∈ N. Тодi, для всiх i ∈ N,
iснують Ai, Bi ∈ Ai такi, що Ai ∩ Bi 6= ∅ i dH(Ai, Bi) > 1

j
. Iз збiжностi послiдовностi

{Ai}∞i=1 до A випливає iснування елементiв A,B ∈ A таких, що послiдовностi {Ai}∞i=1 i
{Bi}∞i=1 збiгються до елементiв A i B.

Нехай послiдовностi {Ai}∞i=1 i {Bi}∞i=1 збiгаються до елементiв A i B, вiдповiдно. Тодi
dH(Ai, A) −→ 0 i dH(Bi, B) −→ 0 при i −→ ∞. Оскiльки

1

j
6 dH(Ai, Bi) 6 dH(Ai, A) + dH(A,B) + dH(B,Bi),

то при i −→ ∞ отримаємо 1
j
6 dH(A,B).

Отже, A ∈ Fj, що доводить замкненiсть множини Fj, j ∈ N в просторi exp2 X. Тодi
множина D є доповненням до множини типу Fσ, а, отже, є Gδ-множиною.

Метричний простiр X називається нiде не локально компактним, якщо для кожного
x ∈ X iснує r > 0 таке, що для всiх s < r множина Os(x) не є компактною.

Твердження 3.1. Простiр Ψ2(X) нiде не локально компактний.

Доведення. Нехай ε > 0 i 〈f〉 ∈ Ψ2(X). Покажемо, що множина Oε(〈f〉) некомпактна.
Розглянемо елемент 〈f〉 ∈ Ψ2(X), тодi

{f−1(f(x)) | x ∈ X} = 〈f〉 = A0 t
∞⊔
i=1

Ai.

Вiдповiдне вiдображення f : X −→ f(X) задається формулою f(x) = a1, якщо x ∈ Ai

при i = 0, 1, 2 . . . Оскiльки X — метричний компакт, то diam(An) → 0 i dH(An, An+1) →
0, при достатньо великих значеннях n ∈ N.

Розглянемо замикання ε-околу елемента 〈f〉

Oε(〈f〉) = {〈g〉 ∈ Ψ2(X) | dHH(〈f〉, 〈g〉) 6 ε}.

Для вибраного ε > 0 iснує номер n0 ∈ N такий, що diam(An) < ε i dH(An, An+1) < ε для
всiх n > n0.
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Розглянемо послiдовнiсть елементiв 〈fi〉, простору Ψ2(X), де i ∈ N i вiдображення
fi : X −→ fi(X) визначається формулою

fi(x) =


yj, якщо x ∈ Aj при j ∈ {N ∪ {0}} \ {n0, n0 + 1, n0 + 1 + i, n0 + 2 + i};
yn0 , якщо x ∈ An0 t An0+1+i;

yn0+1, якщо x ∈ An0+1 t An0+2+i.

Таким чином, fi(X) = {yi | i ∈ ({0} ∪ N) \ {n0 + 1 + i, n0 + 2 + i}}. Простiр fi(X),
очевидно, гомеоморфний збiжнiй послiдовностi з неiзольованою точкою y0. Тодi 〈fi〉 ∈
Oε(〈f〉) для всiх i ∈ N. Справдi, розглянемо вiдстань

dHH(〈fi〉, 〈f〉) = dH({f−1
i (fi(x)) | x ∈ X}, {f−1(f(x)) | x ∈ X}) 6

6 dH(An0 t An0+1+i, An0+1 t An0+2+i) 6 max{dH(An0 , An0+1), dH(An0+1+i, An0+2+i)} < ε.

Послiдовнiсть {〈fi〉}∞i=1 в просторi exp2X збiгається до елемнта

〈f̃〉 = {0} ∪ {Ai | i ∈ N \ {n0 + 1 + i, n0 + 2 + i}} ∪ {An0 ∪ {0}, An0+1 ∪ {0}}.

Оскiльки ця сiм’я не дизюнктна, то вона не належить Ψ(X). Отже, в ε-околi елемента
〈f〉 ∈ Ψ2(X) iснує послiдовнiсть {〈fi〉}∞i=1, границя якої не належить замиканню Oε(〈f〉).
Отже, простiр Ψ2(X) нiде не локально компактний.

За характеризацiйною теоремою 3 для множини iррацiональних чисел одержуємо,
що Ψ2(S) ∼= R \Q.

4 Висновки

Вiдкритою залишається проблема опису топологiї простору Ψ(X) для iнших ме-
тризовних нульвимiрних просторiв. Сформулюємо гiпотезу: для досконалої канторової
множини C простiр Ψ(C) гомеоморфний просторовi iррацiональних чисел. Природною є
також задача про перенесення одержаних результатiв на неметризовний випадок, зокре-
ма, на випадок, коли X є суперпослiдовнiстю ваги τ (одноточковою компактифiкацiєю
дискретного простору потужностi τ).
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We consider the space of the classes of equivalences of continuous open maps defined on a

convergent sequence induced by the Hausdorff metric. We show that Ψ(S) is a perfect zero-

dimensional noncompact metric space which can be decomposed into the union of two sets, one

of which is dense and the other is homeomorphic to the set of irrational numbers.
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Рассматривается пространство классов эквивалентности открытых отображений по-
следовательности в топологии, индуцированной метрикой Хаусдорфа. Пространство от-
крытых факторотображений последовательности можно рассматривать как объединение
двух подмножеств, одно из которых всюду плотно в пространстве открытых факторотоб-
ражений, а второе гомеоморфное множеству иррациональных чисел.


