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Знайдено необхiднi та достатнi умови на монотоннi функцiї ψ i l, за яких iнтеграл
Стiльтьєса L(x) =

∫ x

1
ψ(t)dl(t) є повiльно зростаючою функцiєю. Отриманi результати

застосовано для дослiдження розподiлу значень та зростання неванлiннових характерис-
тик мероморфних в C функцiй.

Вступ

Неперервна (вимiрна), зростаюча на [1,+∞) функцiя ϕ називається повiльно зрос-
таючою (пов. зр.), якщо ϕ(2x) ∼ ϕ(x) при x → +∞. В теорiї розподiлу значень цiлих
та мероморфних функцiй характеристики зростання часто виражаються за допомогою
iнтегралiв Стiльтьєса. Зокрема, якщо f, g — мероморфнi вiдповiдно в C та пiвплощинi
{z : Imz ≥ 0} функцiї (f(0) 6= ∞, g(0) 6= ∞), n(r, f), ñ(r, g) — кiлькiсть полюсiв цих
функцiй в крузi {z : |z| ≤ r} та в множинi

{
z :

∣∣∣z − i
r

2

∣∣∣ ≤ r

2
, |z| > 1

}
, ρ(f(z)) =

|f ′(z)|/(1 + |f(z)|2) — сферична похiдна f, c(r, g) =
∑

1<ρn≤r
sinψn, ρne

iψn — полюси g, то

характеристики Неванлiнни та Цудзi функцiї g дорiвнюють

C(r, g) = 2

∫ r

1

(1
t
− t

r2

)
dc(r, g), R̃(r, g) =

∫ r

1

(1
t
− 1

r

)
dñ(r, g) =

∫ r

1

ñ(r, g)d
(
1− 1

t

)
,

а лiчильна функцiя Неванлiнни та сферична характеристика Сiмiдзу-Альфорса функцiї
f визначаються так (n(1, f) = 0)

N(r, f) =

∫ r

1

ln
r

t
dn(t, f) =

∫ r

1

n(t, f)d ln t,
◦
T (r, f) =

∫ r

1

◦
A (t, f)d ln t,

де
◦
A (r, f) =

1

π

∫∫
|z|≤r ρ

2(f(z))dxdy (див., наприклад, [2, c. 38-42]).
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Функцiї, неванлiнновi характеристики яких є пов. зр., мають цiкавi та специфiчнi
властивостi (вкажемо тут тiльки на статтi [1], [4]–[8]). Зокрема, правильнi такi твер-
дження.
Теорема A ([6]). Якщо f — цiла трансцендентна функцiя i її неванлiннова характе-
ристика T (r, f) — пов. зр., то f не має скiнченних валiронoвих виняткових значень.
Теорема B ([5]). Якщо неванлiннова характеристика T (r, f) мероморфної в C функцiї
f є пов. зр. i ∞ є її неванлiнновим винятковим значенням, то за асимптотичну криву,
на якiй f(z) → ∞, можна брати для майже всiх θ ∈ [0, 2π] промiнь {z : arg z = θ}.

Тому є природною задача вiдшукання умов, за яких iнтеграл Стiльтьєса зi змiнною
верхньою межею є пов. зр. функцiєю.

1 Формулювання основних результатiв

Нехай l, ψ — монотоннi, додатнi на [1,+∞) функцiї, а

L(x) =

∫ x

1

ψ(t)dl(t).

У [3] знайдено достатнi умови на функцiї ψ, l, l1, l2, за яких функцiя L є пов. зр.,
l1(x) ≤ L(x) ≤ l2(x). В данiй роботi ми вкажемо умови на функцiї ψ i l, щоб iнтеграл
Стiльтьєса L був пов. зр. функцiєю.

Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що l — зростаюча функцiя. В протилежно-
му випадку зобразимо функцiю L у виглядi L(x) = −

∫ x
1
ψ(t)dl1(t), де l1(x) = l(1)− l(x).

Теорема 1. Якщо ψ — спадна, l — пов. зр. функцiї, то L — пов. зр. функцiя.

Зауваження 1.1. Обернене твердження не є правильним. На це вказують приклади

функцiй ψ(x) =
1

x
, l(x) = x, для яких L(x) = lnx.

Зауваження 1.2. Твердження теореми 1 показує, що в теоремi 2 з [3] умови на функцiї
l1 та l2 є зайвими.

Теорема 2. Нехай ψ — зростаючa функцiя. Якщо функцiя L — пов. зр., то l є пов. зр.,
тобто

l(2x)/l(x)− 1 → 0, x→ +∞. (1)

Навпаки, якщо l є пов. зр. i

lim
x→+∞

l(x)ψ(x)

L(x)
< +∞, (2)

то функцiя L — пов. зр.

Зауваження 1.3. Для функцiй l(x) = lnx та ψ(x) = x умова (1) виконується, (2) не
виконується, а L(x) = x− 1 не є пов. зр. Тому умова (2) в теоремi 2 є iстотною.

Зауваження 1.4. Для функцiй ψ(x) = x i l(x) = x умова (1) не виконується, а умова

(2) виконується, бо L(x) = x2/2 i lim
x→+∞

x2

x2/2
= 2. Отже, цей приклад разом з прикладом

iз зауваження 1.3 показують незалежнiсть умов (1) та (2).
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2 Допомiжнi результати та доведення теорем

Доведення теорем спирається на наступне твердження.

Лема 2.1. Нехай функцiя ψ — зростаюча. Якщо L — пов. зр., то

ψ(x)

L(x)

(
l(2x)− l(x)

)
→ 0, x→ +∞. (3)

Навпаки, якщо
ψ(2x)

L(2x)

(
l(2x)− l(x)

)
→ 0, x→ +∞, (4)

то функцiя L є пов. зр.

Доведення. Маємо

L(2x)− L(x)

L(x)
=

∫ 2x

x
ψ(t)dl(t)

L(x)
≥ ψ(x)(l(2x)− l(x))

L(x)
≥ 0,

0 ≤ L(2x)− L(x)

L(2x)
=

∫ 2x

x
ψ(t)dl(t)

L(2x)
≤ ψ(2x)(l(2x)− l(x))

L(2x)
.

Якщо L — пов. зр., то з першого спiввiдношення отримуємо (3). З другої нерiвностi
маємо, якщо (4) виконується, то L — пов. зр.

Зауваження 2.1. Умову (4) у лемi 2.1 не можна замiнити на умову (3). Дiйсно, нехай

ψ(x) = ex i l(x) = 1 − 1

ex
. Для цих функцiй L(x) = x не є пов. зр. Водночас умова (3)

виконується, бо

ψ(x)

L(x)

(
l(2x)− l(x)

)
=
ex

x

(
1

ex
− 1

e2x

)
∼ 1

x
→ 0, x→ +∞,

a (4) не виконується, бо

ψ(2x)

L(2x)

(
l(2x)− l(x)

)
=
e2x

2x

(
1

ex
− 1

e2x

)
∼ ex

2x
→ +∞, x→ +∞.

Отже, умова (3) не є достатньою для пов. зр. функцiї L.

Аналогом леми 2.1 для спадних функцiй ψ є наступне твердження, яке доводиться
подiбно.

Лема 2.2. Нехай функцiя ψ — спадна. Якщо L — пов. зр. функцiя, то

ψ(2x)

L(2x)

(
l(2x)− l(x)

)
→ 0, x→ +∞.

Навпаки, якщо
ψ(x)

L(x)

(
l(2x)− l(x)

)
→ 0, x→ +∞,

то функцiя L є пов. зр.
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З лем 2.1 та 2.2 безпосередньо випливає твердження.

Наслiдок 2.1. Нехай ψ — монотонна функцiя i l(2x) − l(x) ≤ A < +∞, де A > 0 —
деяка стала. Для того, щоб функцiя L була пов. зр., необхiдно i досить, щоб

ψ(x) = o(L(x)), x→ +∞.

Перейдемо до доведення теорем.
Доведення теореми 1. Оскiльки ψ(x) — спадна функцiя, а l(x) — зростаюча на [1,+∞),

то ∫ 2x

x

ψ(t)dl(t) ≤ ψ(x)
(
l(2x)− l(x)

)
,

а ∫ x

1

ψ(t)dl(t) ≥ ψ(x)
(
l(x)− l(1)

)
.

Тому

0 ≤ L(2x)− L(x)

L(x)
=

∫ 2x

x
ψ(t)dl(t)∫ x

1
ψ(t)dl(t)

≤
ψ(x)

(
l(2x)− l(x)

)
ψ(x)

(
l(x)− l(1)

) =

(
l(2x)

l(x)
− 1

)(
1− l(1)

l(x)

)−1

.

Позаяк за умовою теореми 1 l — пов. зр. функцiя, то з останнього спiввiдношення
випливає, що L також є пов. зр. �
Доведення теореми 2. Враховуючи, що

L(x) =

∫ x

1

ψ(t)dl(t) ≤ ψ(x)l(x),

маємо
ψ(x)

L(x)

(
l(2x)− l(x)

)
≥ ψ(x)(l(2x)− l(x))

ψ(x)l(x)
=
l(2x)

l(x)
− 1 ≥ 0.

Оскiльки L є пов. зр., то за лемою 2.1 виконується (3). З останнього спiввiдношення
одержуємо пов. зр. функцiї l.

Навпаки, нехай l — пов. зр. функцiя. Завдяки умовi (2) маємо
ψ(x)l(x)

L(x)
< B, де

B > 0 — деяка стала. Тому

ψ(2x)

L(2x)

(
l(2x)− l(x)

)
≤
ψ(2x)

(
l(2x)− l(x)

)
1

B
ψ(2x)l(2x)

= B

(
1− l(x)

l(2x)

)
→ 0, x→ +∞,

i за лемою 2.1 (див. (4)) отримуємо пов. зр. функцiї L. �

3 Деякi зауваження та застосування результатiв

Нехай l, ψ — зростаючi функцiї. Використовуючи теореми про iнтегрування час-
тинами та замiну змiнних в iнтегралах Стiльтьєса, неважко показати, що умова (2)
рiвносильна умовi

lim
x→+∞

∫ x
1
l(t)dψ(t)

l(x)ψ(x)
< 1, (5)
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або за умови неперервностi функцiї ψ на [1,+∞) — умовi

lim
x→+∞

∫ x
1
v(t)/t dt

v(x)
< 1, (6)

де v(x) = xl
(
ψ−1(x)

)
. Справдi,

1

ψ(x)l(x)

∫ x

1

l(t)dψ(t) = 1−
∫ x
1
ψ(t)dl(t)

ψ(x)l(x)
= 1− L(x)

ψ(x)l(x)
,

а отже, умова (2) рiвносильна (5). Далi,∫ x

1

l(t)dψ(t) =

∫ ψ(x)

ψ(1)

l
(
ψ−1(t)

)
dt =

∫ ψ(x)

ψ(1)

v(t)

t
dt,

i оскiльки v
(
ψ(x)

)
= ψ(x)l

(
ψ−1

(
ψ(x)

))
= ψ(x)l(x), то умова (5) еквiвалентна (6).

Зауваження 3.1. Введення у розгляд функцiї v дає змогу навести просту достатню
умову для виконання (6), а отже i (2). Якщо для деякого ρ > 1 lim

x→+∞
v(x)/xρ <

ρ lim
x→+∞

v(x)/xρ, то справджується (6).

Позначимо через n(x) i N(x) вiдповiдно лiчильну та неванлiннову лiчильну функцiї
послiдовностi точок (an) комплексної площини, an → ∞ при n→ +∞.

Зауваження 3.2. З наслiдку 2.1 i формули N(x) =
∫ x
1
n(t)d ln t отримуємо, що N(x) є

пов. зр. функцiєю тодi i тiльки тодi, коли n(x) = o
(
N(x)

)
, x→ +∞ (див. [4]).

Добре вiдомо, що коли n(x) — пов. зр., то N(x) також пов. зр. функцiя. Навпаки не
завжди правильно. З теореми 2 випливає достатня умова пов. зр. функцiї n(x).

Твердження 3.1. Якщо для деякої зростаючої функцiї ψ iнтеграл
∫ x
1
ψ(t)dn(t) є пов.

зр. функцiєю, то n(x) — пов. зр.

Нехай f — цiла функцiя нульового порядку така, що

lim
r→+∞

n(r, 1/f) ln r

N(r, 1/f)
< +∞. (7)

Завдяки (7) i формулi N(r, 1/f) =
∫ r
1
n(t, 1/f)d ln t, з теореми 2 випливає, що N(r, 1/f) є

пов. зр. функцiєю, а отже (див. [1]), i функцiя T (r, f) — пов. зр. Враховуючи теорему А
отримаємо таке твердження.

Твердження 3.2. Якщо f — цiла функцiя нульового порядку, яка задовольняє умо-
ву (7), то f не має скiнченних валiронових виняткових значень.

Нехай f — мероморфна в C функцiя, для якої
◦
A (r, f) = o(

◦
T (r, f)), r → +∞. (8)

Iз зображення
◦
T (r, f) =

∫ r
0

◦
A (t, f)d ln t i наслiдку 1.1 отримуємо, що

◦
T (r, f) — пов. зр.

функцiя. Оскiльки (див., наприклад, [2, c. 33]) |T (r, f) −
◦
T (r, f)| ≤ C, де C — деяка

стала, то T (r, f) — пов. зр. Звiдси i з теореми В випливає наступне твердження.
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Твердження 3.3. Якщо f — мероморфна в C функцiя, для якої виконується (8) i ∞
є винятковим неванлiнновим значенням, то за асимптотичну криву, на якiй f(z) → ∞,

можна взяти для майже всiх θ ∈ [0, 2π) промiнь {z : arg z = θ}.
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Найдены необходимые и достаточные условия на монотонные функции ψ и l, при кото-
рых интеграл Стильтьеса L(x) =

∫ x

1
ψ(t)dl(t) является медленно возрастающей функцией.

Полученные результаты применены для исследования распределения значений и роста
неванлинновских характеристик мероморфных в C функций.


