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Нехай Φ — така опукла на [x0,+∞) функцiя, що Φ(x)
x → +∞, x → +∞, f(z) =∑∞

n=0 anz
n — трансцендентна цiла функцiя, M(r, f) — максимум модуля f ,

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

lnΦ(ln r)
, cΦ = lim

x→+∞

lnx

lnΦ(x)
, dΦ = lim

x→+∞

ln lnΦ′
+(x)

lnΦ(x)
.

Доведено, що умова dΦ ≤ cΦ є необхiдною i достатньою для того, щоб узагальнений поря-
док ρΦ(f) кожної трансцендентної цiлої функцiї f не залежав вiд аргументiв коефiцiєнтiв
an (чи визначався послiдовнiстю (|an|)).

Вступ

Нехай N0 = N∪{0}, L — клас неперервних, зростаючих до +∞ на [x0,+∞) функцiй,
а Ω — клас опуклих на [x0,+∞) функцiй Φ таких, що

lim
x→+∞

Φ(x)

x
= +∞.

Через H позначимо клас трансцендентних цiлих функцiй. Якщо f ∈ H i n ∈ N0, то
через an(f) позначимо n-ний коефiцiєнт степеневого розвинення функцiї f , тобто

f(z) =
∞∑
n=0

an(f)z
n. (1)

Максимум модуля, максимальний член i порядок цiєї функцiї визначаємо вiдповiдно
рiвностями

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}, µ(r, f) = max{|an(f)|rn : n ∈ N0},

ρ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

ln r
.
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Крiм того, покладемо

G(r, f) =
∞∑
n=0

|an(f)|rn.

За нерiвнiстю Кошi µ(r, f) ≤M(r, f), очевидно також, що M(r, f) ≤ G(r, f).
Зростання кожної цiлої функцiї f ∈ H ототожнюємо зi зростанням її логарифма ма-

ксимуму модуля lnM(r, f). Добре вiдомо, що lnM(ex, f), а також lnµ(ex, f) i lnG(ex, f)
є функцiями з класу Ω.

Якщо функцiю f ∈ H задано степеневим рядом (1), задача про безпосереднє опи-
сання зростання цiєї функцiї передбачає знаходження максимуму модуля M(r, f) або
встановлення певних оцiнок для M(r, f), а тому є доволi нетривiальною. Важливим
допомiжним засобом у питаннях такого роду є поняття порядку, а також добре вiдома
(див., наприклад, [2, с. 13]) класична формула Адамара

ρ(f) = lim
n→∞

n lnn

ln 1
|an(f)|

,

яка дозволяє описати зростання цiлої функцiї f вигляду (1) через послiдовнiсть модулiв
коефiцiєнтiв її степеневого розвинення (|an(f)|).

Нехай F — клас вiдображень F : H → [0,+∞] таких, що F (f) = F (g) для довiль-
них цiлих функцiй f, g ∈ H, послiдовностi модулiв коефiцiєнтiв степеневих розвинень
яких спiвпадають, тобто |an(f)| = |an(g)| для довiльного n ∈ N0. Зауважимо, що якщо
F ∈ F — деяке фiксоване вiдображення, то для кожної f ∈ H вигляду (1) величина
F (f) не залежить вiд аргументiв коефiцiєнтiв an(f). Бiльше того, розглянувши поряд
з функцiєю f функцiю g таку, що an(g) = |an(f)|, n ∈ N0, бачимо, що функцiя g, а то-
му й величина F (f) = F (g) повнiстю визначається послiдовнiстю (|an(f)|). Зазначимо
також, що порядок ρ = ρ(f) є прикладом вiдображення з класу F .

Зрозумiло, що поняття порядку, яке виникло внаслiдок порiвняння зростання цi-
лої функцiї зi зростанням степеневих функцiй, є дiєвим в основному у випадку ρ(f) ∈
(0,+∞). У випадках ρ(f) = 0 i ρ(f) = +∞ це поняття дає обмежену iнформацiю що-
до зростання цiлої функцiї. Побудовi досконалiших шкал зростання цiлих функцiй, в
яких в якостi функцiй порiвняння вибранi вiдмiннi вiд степеневих чи навiть функцiї
з певних загальних пiдкласiв класу зростаючих функцiй, присвячено значну кiлькiсть
робiт (див. роботи [5]–[7] i бiблiографiю в них). Характерним в цих дослiдженнях бу-
ло те, що функцiї порiвняння хоч i були досить загальними, але завжди пiдбирались
в такий спосiб, щоб для породженого ними узагальненого порядку можна було вста-
новити аналог формули Адамара, тобто виразити узагальнений порядок кожної цiлої
функцiї f вигляду (1) через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розви-
нення (|an(f)|). Однак, як показують результати робiт [3, 4], зростання цiлої функцiї
може iстотно залежати не лише вiд модулiв, а й вiд аргументiв коефiцiєнтiв її степе-
невого розвинення. Використовуючи цi результати, легко навести приклади функцiй
порiвняння таких, що для вiдповiдних узагальнених порядкiв формули типу Адамара
не iснують. У зв’язку з цим виникає загальна задача щодо опису функцiй зростання,
для яких вiдповiдний узагальнений порядок кожної цiлої функцiї f вигляду (1) можна
виразити через послiдовнiсть (|an(f)|). Частково цю задачу розв’язано у данiй роботi.
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1 Формулювання результатiв

Ми розглянемо доволi загальну шкалу зростання цiлих функцiй, увiвши узагальне-
ний порядок цiлої функцiї f ∈ H формулою

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

lnΦ(ln r)
,

де Φ ∈ Ω. Така шкала є природною з огляду на те, що для кожної фiксованої f ∈ H
функцiя lnM(ex, f) належить до класу Ω.

Для довiльних функцiй Φ ∈ Ω i f ∈ H покладемо

cΦ = lim
x→+∞

lnx

lnΦ(x)
, dΦ = lim

x→+∞

ln lnΦ′
+(x)

lnΦ(x)
,

κΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnµ(r, f)

lnΦ(ln r)
τΦ(f) = lim

r→+∞

ln lnG(r, f)

lnΦ(ln r)
.

Тодi, як легко бачити,
cΦ ≤ κΦ(f) ≤ ρΦ(f) ≤ τΦ(f). (2)

Крiм того, cΦ ∈ [0, 1], причому для кожного c ∈ [0, 1] можна навести приклад функцiї
Φ ∈ Ω такої, що cΦ = c. Ясно також, що κΦ = κΦ(f) i τΦ = τΦ(f) — вiдображення з
класу F .

Основним результатом нашої роботи є така теорема.

Теорема 1. Нехай Φ ∈ Ω. Тодi наступнi твердження рiвносильнi:
1) ρΦ = ρΦ(f) — вiдображення з класу F ;
2) для довiльної f ∈ H правильна рiвнiсть ρΦ(f) = κΦ(f);
3) для довiльної f ∈ H правильна рiвнiсть ρΦ(f) = τΦ(f);
4) dΦ ≤ cΦ.

Врахувавши другу та третю з нерiвностей (2), а також той факт, що G(r, f) =M(r, g)

для f, g ∈ H таких, що an(g) = |an(f)|, n ∈ N0, теорему 1 легко довести, використовуючи
наступнi результати.

Теорема 2. Нехай Φ ∈ Ω. Якщо dΦ ≤ cΦ, тодi для довiльної цiлої функцiї f ∈ H
правильна рiвнiсть τΦ(f) = κΦ(f).

Теорема 3. Нехай Φ ∈ Ω. Якщо dΦ > cΦ, тодi iснує цiла функцiя f ∈ H така, що
τΦ(f) > ρΦ(f).

З наведених теорем можна зробити такi висновки:
1) якщо dΦ ≤ cΦ, то для кожної цiлої функцiї f ∈ H її узагальнений порядок ρΦ(f)

можна виразити через послiдовнiсть (|an(f)|); формами такого вираження є рiвностi
ρΦ(f) = κΦ(f) чи ρΦ(f) = τΦ(f);

2) якщо dΦ > cΦ, то iснують цiлi функцiї f, g ∈ H такi, що |an(f)| = |an(g)|, n ∈ N0,
i ρΦ(f) 6= ρΦ(g), тобто, узагальнений порядок цiлої функцiї не можна виразити лише
через послiдовнiсть модулiв коефiцiєнтiв її степеневого розвинення.
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2 Допомiжнi результати

Для функцiї f ∈ H позначимо її центральний iндекс через ν(r, f) = max{n ∈ N0 :

|an(f)|rn = µ(r, f)}. Добре вiдомо, що ν(r, f) = r(lnµ(r, f))′+ для всiх r > 0. Крiм того,
правильна така лема [8].

Лема A. Нехай (nk) — зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел, а (ck) — зро-
стаюча до +∞ додатна послiдовнiсть. Якщо комплексна послiдовнiсть (an) така, що
a0 = · · · = an0−1 = 0, an0 6= 0,

|ank+1
| = |an0 |

k∏
j=0

c
nj−nj+1

j

i |an| ≤ |ank
|cnk−n

k для кожного k ∈ N0 i всiх n ∈ (nk, nk+1), то степеневий ряд (1) з
коефiцiєнтами an(f) = an, n ∈ N0, задає цiлу функцiю f ∈ H, для якої:

(i) ν(r, f) = n0 для r ∈ (0, c0);
(ii) ν(r, f) = nk+1 для r ∈ [ck, ck+1) i k ∈ N0.

Наступну лему доведено в [1, с. 46].

Лема B. Нехай N ∈ N. Iснують числа e0(N), . . . , en−1(N) ∈ {−1, 1} такi, що

max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣
N−1∑
j=0

ej(N)eijθ

∣∣∣∣∣ ≤ 2√
2− 1

√
N.

3 Доведення теорем

Доведення теореми 2. Нехай Φ ∈ Ω, f ∈ H — довiльна цiла функцiя вигляду (1) та
виконується умова dΦ ≤ cΦ. Згiдно з (2) досить довести, що τΦ(f) ≤ κΦ(f). Якщо
κΦ(f) = +∞ доведення тривiальне. Нехай κΦ(f) < +∞ i κ — довiльне число таке, що
κ > κΦ(f). З означення величини κΦ(f), умови dΦ ≤ cΦ i першої з нерiвностей (2) для
всiх r ≥ r1 отримуємо

lnµ(r, f) ≤ Φκ(ln r), lnΦ′
+(ln r) ≤ Φκ(ln r). (3)

Якщо 0 ≤ r < R, тодi

G(r, f) =
∞∑
n=0

|an|Rn
( r
R

)n

≤ µ(R, f)
∞∑
n=0

( r
R

)n

= µ(R, f)
R

R− r
. (4)

Оскiльки Φ ∈ Ω, то Φ′
+ є неспадною, необмеженою на [x0,+∞) функцiєю, а тому

для кожного r ≥ r2 маємо Φ′
+(ln r) ≥ 1 та iснує

R(r) = sup

{
R > r : Φ′

+(lnR) ≤
r

R− r

}
.
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Зауважимо, що тодi

1 ≤ Φ′
−(lnR(r)) ≤

r

R(r)− r
≤ Φ′

+(lnR(r)),

звiдки, отримуємо нерiвнiсть R(r) ≤ 2r. Оскiльки ln x < x− 1 для всiх x > 1, то

Φ(lnR(r))− Φ(ln r) =

∫ lnR(r)

ln r

Φ′
−(x)dx ≤ Φ′

−(lnR(r)) ln
R(r)

r
<

r

R(r)− r

R(r)− r

r
= 1.

Тому, використовуючи нерiвностi (4) i (3), для всiх r ≥ r3 отримуємо

lnG(r, f) ≤ lnµ(R(r), f) + ln
2r

R(r)− r

≤ Φκ(lnR(r)) + lnΦ′
+(lnR(r)) + ln 2 ≤ 3(1 + Φ(ln r))κ.

Звiдси маємо

τΦ(f) ≤ lim
r→+∞

ln 3 + κ ln(1 + Φ(ln r))

lnΦ(ln r)
= κ.

З довiльностi κ > κΦ(f) випливає, що τΦ(f) ≤ κΦ(f). Теорему доведено. �
Доведення теореми 3. Нехай для функцiї Φ ∈ Ω виконується умова dΦ > cΦ. Доведемо,
що iснує цiла функцiя f ∈ H така, що τΦ(f) > ρΦ(f).

Нехай δ ∈ (cΦ, dΦ), а (δn) — спадна до 0 фiксована послiдовнiсть. Виберемо зростаючу
до +∞ послiдовнiсть (xk) так, щоб виконувались наступнi умови:

Φ′
+(x0) > 1; (5)

xk+1 ≥ xk + 1, k ∈ N0; (6)

ln δk = o(lnΦ(xk)), k → +∞; (7)

(Φ′
+(xk+1))

δk+1 ≥ 2(Φ′
+(xk))

δk + 1, k ∈ N0; (8)

(Φ′
+(xk))

δk < lnxk+1, k ∈ N0; (9)

ln lnΦ′
+(xk) ≥ δ lnΦ(xk), k ∈ N0. (10)

Для всiх x ∈ [xk, xk+1) i кожного k ∈ N0 покладемо ψ(x) = (Φ′
+(xk))

δk . Нехай

Ψ(x) =

∫ x

x0

ψ(t)dt, x ≥ x0,

тодi для всiх x ∈ [xk, xk+1) i k ∈ N маємо

Φ(x) ≥ Φ(x)− Φ(xk) =

∫ x

xk

Φ′
+(t)dt ≥ Φ′

+(xk)(x− xk),

а тому, використовуючи умову (9), отримуємо

Ψ(x) =

∫ xk

x0

ψ(t)dt+

∫ x

xk

ψ(t)dt ≤
∫ xk

x0

(Φ′
+(xk−1))

δk−1dt+

∫ x

xk

(Φ′
+(xk))

δkdt

≤ (xk − x0)(Φ
′
+(xk−1))

δk−1 + (x− xk)(Φ
′
+(xk))

δk ≤ xk ln xk + (x− xk)(Φ
′
+(xk))

δk

= xk lnxk + (x− xk)
1−δk((x− xk)Φ

′
+(xk))

δk ≤ x lnx+ x1−δkΦδk(x) ≤ x(lnx+ Φδk(x)).
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Звiдси випливає, що

lim
x→+∞

lnΨ(x)

lnΦ(x)
= cΦ. (11)

Нехай n0 = 0, nk+1 = [ψ(xk)] i ck = exk для всiх k ∈ N0. Тодi n1 ≥ 1 за умовою (5),
ck+1 ≥ eck i nk+1 ≥ 2nk для всiх k ∈ N0 за умовами (6) i (8) вiдповiдно.

Покладемо b0 = bn0 = 1, bnk+1
=

∏k
j=0 c

nj−nj+1

j для всiх k ∈ N0, якщо n ∈ (nk, nk+1)

i k ∈ N0, тодi bn = bnk
cnk−n
k . Розглянемо степеневий ряд g(z) =

∑∞
n=0 bnz

n. За лемою A
цей ряд задає цiлу функцiю g ∈ H таку, що ν(r, g) = nk+1 = [ψ(ln ck)] = [ψ(ln r)] для
всiх r ∈ [ck, ck+1) i k ∈ N0. Отже, ν(r, g) = [ψ(ln r)], r ≥ c0, а тому ν(r, g) ∼ ψ(ln r),
r → +∞. За правилом Лопiталя отримаємо lnµ(r, g) ∼ Ψ(ln r), r → +∞. Звiдси i з (11)
отримуємо, що κΦ(g) = cΦ.

З умов (7) i (10) випливає, що

lim
k→∞

ln lnnk+1

lnΦ(ln ck)
= lim

k→∞

ln lnψ(xk)

lnΦ(xk)
= lim

k→∞

ln ln(Φ′
+(xk))

δk

lnΦ(xk)
≥ δ > cΦ. (12)

Для r > 0 i k ∈ N матимемо

Ak(r) =

nk−1∑
n=0

bnr
n, Bk(r) =

∞∑
n=nk

bnr
n.

Оцiнимо зверху Ak(ck) i Bk+1(ck), для цього скористаємось рiвнiстю

µ(ck, g) = µ(ck − 0, g) = bnk
cnk
k , k ∈ N0,

яка випливає з неперервностi функцiї µ(r, g), r > 0.
Нехай, k ∈ N i n ∈ [0, nk − 1], тодi n ∈ [nm, nm+1) для деякого m ≤ k − 1, а тому

bnc
n
k = bnmc

nm−n
m cnk = bnk

k−1∏
j=m

c
nj+1−nj

j cnm−n
m cnk ≤ bnk

k−1∏
j=m

c
nj+1−nj

k−1 cnm−n
k−1 cnk

= bnk
cnk−n
k−1 cnk = µ(ck, g)

(
ck−1

ck

)nk−n

≤ µ(ck, g)
1

enk−n
.

Звiдси отримуємо

Ak(ck) =

nk−1∑
n=0

bnc
n
k < µ(ck, g)

nk−1∑
n=0

1

2nk−n
< µ(ck, g), k ∈ N. (13)

Нехай k ∈ N0 i n ≥ nk+1, n ∈ [nm, nm+1) для деякого m ≥ k + 1, тодi

bnc
n
k = bnmc

nm−n
m cnk = bnk

m−1∏
j=k

c
nj−nj+1

j cnm−n
m cnk ≤ bnk

c
nk−nk+1

k c
nk+1−n
k+1 cnk

= bnk
c
nk−nk+1+n
k c

nk+1−n
k+1 = µ(ck, g)

(
ck
ck+1

)n−nk+1

≤ µ(ck, g)
1

en−nk+1
.
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Звiдси отримуємо

Bk+1(ck) =
∞∑

n=nk+1

bnc
n
k < µ(ck, g)

∞∑
n=nk+1

1

2n−nk+1
= 2µ(ck, g), k ∈ N0. (14)

Покладемо Nk = nk+1 − nk для кожного k ∈ N0 i розглянемо степеневий ряд (1),
коефiцiєнти якого an(f) = an визначено наступним чином

an =
1√
Nk

bnen−nk
(Nk), n ∈ [nk, nk+1), k ∈ N0,

де e0(Nk), . . . , eNk−1(Nk) ∈ {−1, 1} — числа, iснування яких стверджується лемою B при
N = Nk. Тодi |an| ≤ bn для всiх n ∈ N0, а тому ряд (1) задає цiлу функцiю f ∈ H.

Зрозумiло, що для цiєї функцiї

G(ck, f) ≥
nk+1−1∑
n=nk

anc
n
k =

1√
Nk

nk+1−1∑
n=nk

bnk
cnk−n
k cnk = µ(ck, g)

√
Nk ≥

√
Nk ≥

√
nk+1

2

для кожного k ∈ N0. Тому, скориставшись оцiнкою (12), отримуємо

τΦ(f) ≥ lim
k→+∞

ln lnG(ck, g)

lnΦ(ln ck)
≥ lim

k→+∞

ln lnnk+1

lnΦ(ln ck)
≥ δ > cΦ. (15)

З iншого боку, використовуючи (13), (14) i лему B, для кожного k ∈ N отримаємо

M(ck, f) ≤
nk−1∑
n=0

|an|cnk + max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣
nk+1−1∑
n=nk

anc
n
ke

inθ

∣∣∣∣∣+
∞∑

n=nk+1

|an|cnk

≤ Ak(ck) +
1√
Nk

max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣ nk+1−1∑
n=nk

bnk
cnk−n
k en−nk

(Nk)c
n
ke

inθ

∣∣∣∣+Bk+1(ck)

≤ µ(ck, g) +
1√
Nk

µ(ck, g) max
θ∈[0,2π]

∣∣∣∣Nk−1∑
j=0

ej(Nk)e
ijθ

∣∣∣∣+ 2µ(ck, g)

≤ 3µ(ck, g) +
1√
Nk

µ(ck, g)
2√
2− 1

√
Nk < 8µ(ck, g).

Отже, lnM(ck, f) < 3 + lnµ(ck, g), k ∈ N. Оскiльки на вiдрiзку [ck, ck+1], k ∈ N, функцiя
lnM(r, f) є опуклою, а функцiя lnµ(r, g) — лiнiйною вiдносно ln r, то на цьому вiдрiзку
функцiя h(r) = lnM(r, f)− lnµ(r, g) досягає свого максимуму в однiй з точок ck чи ck+1.
Тому lnM(r, f) ≤ 3 + lnµ(r, g) для всiх r ≥ c1. Тодi

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

lnΦ(ln r)
≤ lim

r→+∞

ln lnµ(r, g)

lnΦ(ln r)
= cΦ.

Використовуючи дану нерiвнiсть та оцiнку (15), отримаємо, що τΦ(f) > ρΦ(f). �
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Let Φ be a convex function on [x0,+∞) such that Φ(x)
x → +∞, x → +∞, f(z) =

∑∞
n=0 anz

n

— a transcendental entire function, let M(r, f) be the maximum modulus of f and let

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

lnΦ(ln r)
, cΦ = lim

x→+∞

lnx

lnΦ(x)
, dΦ = lim

x→+∞

ln lnΦ′
+(x)

lnΦ(x)
.

It is proved that for every transcendental entire function f the generalized order ρΦ(f) is

independent on the arguments of the coefficients an (or defined by the sequence (|an|)) if and
only if the inequality dΦ ≤ cΦ holds.

Глова Т.Я., Филевич П.В. Рост целых функций в терминах обобщенных порядков // Кар-
патские математические публикации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 28–35.

Пусть Φ — такая выпуклая на [x0,+∞) функция, что Φ(x)
x → +∞, x → +∞, f(z) =∑∞

n=0 anz
n — трансцендентная целая функция, M(r, f) — максимум модуля f ,

ρΦ(f) = lim
r→+∞

ln lnM(r, f)

lnΦ(ln r)
, cΦ = lim

x→+∞

lnx

lnΦ(x)
, dΦ = lim

x→+∞

ln lnΦ′
+(x)

lnΦ(x)
.

Доказано, что условие dΦ ≤ cΦ является необходимым и достаточным для того, чтобы
обобщенный порядок ρΦ(f) каждой трансцендентной целой функции f не зависел от ар-
гументов коэффициентов an (или определялся последовательностью (|an|)).


