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Для лiнiйних операторних рiвнянь побудованi i дослiдженi агрегацiйно-iтеративнi алгори-
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1 ВСТУП

Проекцiйно-iтеративнi методи виникли пiд впливом дослiдження методу усереднен-
ня функцiональних поправок Ю.Д. Соколова [13]. Цi методи, теорiя яких створена в [6],
[5], поєднують iдеї проекцiйних i iтеративних методiв, що дозволяє використовувати пе-
реваги кожного з них для розширення класiв задач, до яких можна застосувати отриманi
синтетичнi методи. Для рiвняння вигляду

x = Ax + b (b ∈ E) (1)

проекцiйно-iтеративнi методи можна описати формулою

x(n+1) = A1x(n+1) + A2x(n) + b. (2)

Тут A1 + A2 = A, A1, A2, A є лiнiйними неперервними операторами, якi дiють в банахо-
вому просторi E i b ∈ E. Оператор A1 означується за однiєю з формул A1 = AP, A1 =

PA, A1 = PAP, де P — оператор проектування простору E в його пiдпростiр EP. Позна-
чимо через I тотожний оператор в E, Q = I − P . Очевидно, що P2 = P. Вiдповiдний
проекцiйний метод

x(n+1) = A1x(n+1) + b (3)

не використовує наближення x(n) при знаходженнi x(n+1). При реалiзацiї алгоритму (2)
можна скористатися з банахового принципу стиску як засобу дослiдження iтерацiй та
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оцiнки якостi отриманих наближень. Такої переваги позбавлений алгоритм (3). В цiй за-
мiтцi пропонуємо спосiб побудови агрегацiйно-iтеративних алгоритмiв, якi поєднують
iдею алгоритму (2) з iдеєю iтеративного агрегування як засобу декомпозицiї алгоритму
(2) з використанням розпаралелення обчислювальних схем. Частковий алгоритм мето-
ду iтеративного агрегування дослiджений в [3] за вельми жорстких обмежень щодо A та
b i щодо параметрiв, якi фiгурують в структурi алгоритму. Цей частковий випадок, вi-
домий як однопараметричний метод iтеративного агрегування для рiвняння (1), можна
отримати як алгоритм вигляду

x(n+1) =
(ϕ, b)

(ϕ, x(n) − Ax(n))
Ax(n) + b, (4)

де (ϕ, x) — значення лiнiйного функцiоналу ϕ ∈ E∗ на елементах x ∈ E. Встановленi в
[3] умови збiжностi цього методу передбачають, що банахiв простiр E напiвупорядкова-
ний за допомогою конуса K додатнiх елементiв i ця напiвупорядкованiсть узгоджена з
нормою в E (див., наприклад, [3, 4]). З-помiж основних припущень, якi фiгурують в [3],
виокремимо вимоги про додатнiсть A та b i функцiоналу ϕ, а також умову, що спектраль-
ний радiус ρ(A) оператора A менший вiд одиницi. Побудовi синтезованих алгоритмiв на
основi методiв iтеративного агрегування присвяченi дослiдження [11, 12, 2]. Будемо ви-
користовувати запропоновану в [8, 9, 10] методику побудови i дослiдження агрегацiйно-
iтеративних методiв, якi охоплюють однопараметричнi i багатопараметричнi методи iте-
ративного агрегування. При цьому в отриманих умовах збiжностi не фiгурують вимоги
про знакосталiсть A, b, ϕ та про нерiвнiсть ρ(A) < 1. Зазначимо, що вимоги про знако-
сталiсть A, b, ϕ фiгурують у всiх вiдомих нам дослiдженнях iнших авторiв щодо теорiї i
застосування методiв iтеративного агрегування (див. наприклад, [1, 7, 14]).

2 ПОБУДОВА АГРЕГАЦIЙНО-IТЕРАТИВНИХ АЛГОРИТМIВ

Задамо лiнiйнi неперервнi оператори S : E → E′, Λ : E′ → E′, Ã : E → E де E′ —
банахiв простiр, який, взагалi кажучи, не тотожний з E та EP. Вимагатимемо, щоб справ-
джувалася рiвнiсть

SAP = ΛS, (5)

яку можна розглядати як частковий випадок загальнiшого спiввiдношення

S(AP + Ã) = ΛS. (6)

Постулюємо iснування оберненого оператора (I ′ − Λ)−1, де I ′ — одиничний оператор в
E′. Рiвняння (1) запишемо у виглядi

x = APx + AQx + b (7)

i розглядатимемо разом з ним додаткове рiвняння

y = Λy − SAQx − Sb. (8)

Лема 2.1. Якщо пара x∗, y∗ є розв’язком системи рiвнянь (7), (8), то при x = x∗, y = y∗

справджується рiвнiсть Sx∗ + y∗ = θ′, де θ′ — нульовий елемент в E′.
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Доведення. Рiвностi (7), (8) дають пiдставу для спiввiдношень

Sx∗ + y∗ = SAPx∗ + SAQx∗ + Sb + Λy∗ − SAQx∗ − Sb.

Звiдси, враховуючи умову (5), отримуємо рiвнiсть Sx∗ + y∗ = Λ(Sx∗ + y∗). Iснування опе-
ратора (I ′ − Λ)−1 дозволяє вважати лему доведеною.

Означимо пiдпростiр ε0 простору E× E′ як множину пар {x, y} елементiв x ∈ E, y ∈ E′,
для яких маємо

ε0 =
{
{x, y} : Sx + y = θ′, x ∈ E, y ∈ E′

}
. (9)

Будемо розглядати алгоритм, побудований за допомогою формул

x(n+1) = APx + AQx(n) + a(n)(y(n) − y(n+1)) + b, (10)

y(n+1) = Λy(n) − SAQx(n) + α
(n)
0 (y(n) − y(n+1))− Sb. (11)

Тут a(n) : E′ → E, α(n) : E′ → E′ заданi лiнiйнi неперервнi оператори, для яких при
кожному n = 0, 1, . . . справджується рiвнiсть

Sa(n) + α
(n)
0 = Λ, (12)

де a(n) = a(x(n)), α
(n)
0 = α0(x(n)).

Лема 2.2. Нехай справджуються рiвностi (12) i початкове наближення {x(0), y(0)} задо-
вольняє спiввiдношення {x(0), y(0)} ∈ ε0. Тодi для n = 0, 1, . . . справджуються спiввiдно-
шення {x(n), y(n)} ∈ ε0.

Доведення. Використовуючи спiввiдношення (10), (11) та (5), знаходимо

Sx(n+1) + y(n+1) = SAPx(n) + SAQx(n) + Sa(n)(y(n) − y(n+1)) + Sb + Λy(n)

−SAQx(n) + (Sa(n) + α
(n)
0 )y(n) + (Λ − Sa(n) − α

(n)
0 )y(n+1) − Sb = Λ(Sx(n) + y(n)).

Тому можна застосувати принцип iндукцiї i на цiй пiдставi вважати лему доведеною.

Очевидним наслiдком лем 2.1 та 2.2 є важливе для подальшого таке твердження.

Лема 2.3. Нехай справджуються умови леми 2.2. Тодi для всiх n = 0, 1, . . . матимемо
рiвностi

S(x(n) − x∗) + (y(n) − y∗) = θ′. (13)

Доведення. Рiвностi (13) очевидним чином випливають з лем 2.1 та 2.2.

В тому (взагалi кажучи, формально загальнiшому) випадку, коли замiсть рiвностi (5)
маємо рiвнiсть (6), допомiжне рiвняння (8) замiнимо рiвнянням

y = Λy − SAQx + SÃx − Sb. (14)

Для системи (7), (14) зберiгається твердження леми 2.1, а також зберiгається означення
пiдпростору ε0 за допомогою спiввiдношення (9). В парi iтерацiйних формул (10), (11)
формулу (11) замiнимо формулою

y(n+1) = Λy(n+1) − SAQx(n) + SÃx(n) + α
(n)
0 (y(n) − y(n+1))− Sb. (15)

Для алгоритму (10), (15) зберiгається твердження леми 2.2. Тому для цього випадку
матимемо рiвнiсть (13), тобто справедливiсть твердження леми 2.3. Зазначимо при цьому,
що в умовах лем 2.2 i 2.3 умову (12) постулюємо i для алгоритму (10), (15).
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3 ЗБIЖНIСТЬ IТЕРАЦIЙ

За припущення, що при n = 0, 1, . . . iснують оператори (I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1, з рiвностей

(7), (8) та (10), (11) знаходимо

y(n+1) − y∗ = −(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1SAQ(x(n) − x∗) + (I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1α

(n)
0 (y(n) − y∗),

x(n+1) − x∗ =(A + a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1SAQ(x(n) − x∗))

+a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(I ′ − Λ)(y(n) − y∗).

(16)

Задамо, взагалi кажучи, довiльним способом лiнiйнi неперервнi оператори ψ(n) : E → E′,

ψ
(n)
0 : E′ → E′ (n = 0, 1, . . . ) i використаємо рiвностi (13), (14), (15). Отримаємо

y(n+1) − y∗ =− (I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(SAQ + ψ

(n)
0 S)(x(n) − x∗)

+(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(α

(n)
0 − ψ

(n)
0 )(y(n) − y∗),

x(n+1) − x∗ =(A + a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(SAQ − ψ(n)S)(x(n) − x∗))

+a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1(I ′ − Λ − ψ(n))(y(n) − y∗).

Позначимо

H(n) =

(
h
(n)
11 h

(n)
11

h
(n)
21 h

(n)
22

)
,

h
(n)
11 = A + a(n)(I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(SAQ − ψ(n)S),

h
(n)
12 = a(n)(I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(I ′ − Λ − ψ(n)),

h
(n)
21 = − (I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(SAQ + ψ

(n)
0 S),

h
(n)
22 = − (I ′ − Λ + α

(n)
0 )−1(α

(n)
0 − ψ

(n)
0 ).

Приймемо для якої-небудь норми оператора H(n) =

(
h
(n)
11 h

(n)
11

h
(n)
21 h

(n)
22

)
в просторi Ẽ = E × E′

позначення ‖H(n)‖0 . Пiдсумовуючи наведенi мiркування, матимемо такий результат.

Теорема 1. Якщо справджуються умови леми 2.3 i виконуються нерiвностi

‖H(n)‖0 ≤ q < 1,

тодi послiдовнiсть {x(n), y(n)} збiгається до розв’язку {x∗, y∗} системи (7), (8) не повiльнi-
ше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q. При цьому {x(n), y(n)} ∈ ε0 i {x∗, y∗} ∈ ε0.

Нехай, зокрема,
ψ(n) = I ′ − Λ. (17)

У цьому випадку з теореми 1 випливає такий факт.

Теорема 2. Нехай справджуються умови леми 2.3 i оператори ψ(n) вибранi згiдно з рiвно-
стями (17). Тодi для збiжностi послiдовностi пар {x(n), y(n)} до розв’язку {x∗, y∗} системи
(7), (8) достатньо, щоб виконувалось спiввiдношення

‖A − a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1S(I − A)‖ ≤ q < 1, (18)

де ‖ · ‖ — норма в E.
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Доведення. Умова (5) i припущення (17) дають пiдставу записати

SAQ − (I ′ − Λ)S =SAQ − S + ΛS = SA(I − P)− S + ΛS

=SA − SAP − S + ΛS = SA − ΛS − S + ΛS = −S(I − A).

Тому замiсть рiвностi (16) матимемо

x(n+1) − x∗ = A − a(n)(I ′ − Λ + α
(n)
0 )−1S(I − A)(x(n) − x∗).

Звiдси випливає, що збiжнiсть за нормою до розв’язку рiвняння (7) забезпечує умова
(18). При цьому послiдовностi x(n) та y(n) збiгаються до x∗ та до y∗ вiдповiдно не повiльнi-
ше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q. При всiх n = 0, 1, . . . матимемо, що для
пари {x(n), y(n)} справджуються спiввiдношення {x(n), y(n)} ∈ ε0.

Дослiдження збiжностi алгоритму (10), (15) можна звести до дослiдження збiжностi
алгоритму (10), (11), маючи на увазi, що в (14) вираз SAQx − AÃx можна формально замi-
нити виразом SAQx. Це можна потрактувати як замiну оператора P iншим оператором
проектування таким способом, що рiвнiсть (14) матиме вигляд (8), оправдуючи в такий
спосiб замiну формули (15) формулою (11).

4 ПРИКЛАД

Якщо E′ є евклiдовим простором EN розмiрностi N, то алгоритми (10), (11) та (10), (15)
є багатопараметричними агрегацiйно-iтеративними методами. Зокрема, для алгоритму
(10), (11) при N = 1 матимемо його однопараметричний варiант. Нехай λ 6= 1 є дiйсним
числом, ϕ є лiнiйним функцiоналом у спряженому з E банаховому просторi E∗, (ϕ, x) є
значеннями функцiоналу ϕ на елементах x ∈ E. Будемо вважати, що оператори S та Λ

означенi за допомогою формул

Sx = (ϕ, x), Λ = λ.

Нехай (AP)∗ϕ = λIϕ i, отже, ((AP)∗ϕ, x) = λ(ϕ, x), де (AP)∗ — спряжений оператор до
AP. Алгоритм (10), (11) опишеться за допомогою формул

x(n+1) = APx(n) + AQx(n) + a(n)(y(n) − y(n+1)) + b, (19)

y(n+1) = λy(n+1) − (ϕ, AQx(n)) + α
(n)
0 (y(n) − y(n+1)) + (ϕ, b). (20)

Припускаємо, що a(n), α
(n)
0 , задовольняють рiвнiсть (12), яка в цьому випадку має вигляд

(ϕ, a(n)) + α
(n)
0 = λ, n = 0, 1, . . . . (21)

Означення множини ε0 за формулою (9) можна записати у виглядi

ε0 =
{
{x, y} : (ϕ, x) + y = 0, x ∈ E, y ∈ E′

}
.

Для алгоритму (19), (20) можна отримати

y(n+1) − y∗ = −
(ϕ, AQ(x(n) − x∗))

1 − λ + α
(n)
0

+
α
(n)
0

1 − λ + α
(n)
0

(y(n) − y∗),
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x(n+1) − x∗ =AP(x(n) − x∗) + AQ(x(n) − x∗)

+a(n)
(ϕ, AQ(x(n) − x∗))

1 − λ + α
(n)
0

+
(1 − λ)a(n)

1 + λ + α
(n)
0

(y(n) − y∗).
(22)

Оскiльки рiвнiсть (13) у цьому випадку має вигляд

ϕ(x(n) − x∗) + (y(n) − y∗) = 0,

то за довiльного вибору ψ(n) ∈ E′ цю рiвнiсть використаємо для того, щоб замiсть (22)
отримати рiвнiсть

x(n+1) − x∗ = A(x(n) − x∗)+
a(n)

1 − λ + α
(n)
0

(
ϕ, AQ(x(n) − x∗)

)
− ψ(n)(ϕ, x(n) − x∗)

+

(
(1 − λ)a(n)

1 − λ + α
(n)
0

− a(n)ψ(n)

)
(y(n) − y∗).

(23)

Якщо конкретизувати вибiр ψ(n) за формулою

ψ(n) =
(1 − λ)

1 − λ + α
(n)
0

,

то з формули (23) випливає, що

x(n+1) − x∗ = A(x(n) − x∗)−
a(n)

1 − λ + α
(n)
0

(
ϕ, (I − A)(x(n) − x∗)

)
.

Застосування теореми 1 засвiдчує, що для збiжностi послiдовностi {x(n)} до x∗, а також
послiдовностi {y(n)} до y∗ достатньо, щоб при n = 0, 1, . . . оператор

H
(n)
1 w = Aw −

a(n)

1 − λ + α
(n)
0

(ϕ, (I − A)w) (24)

був оператором стиску. В тому окремому випадку, коли α
(n)
0 = 0, тобто, коли (ϕ, a(n)) = λ,

iз (24) отримується

H
(n)
1 w = H

(n)
2 w = Aw − a(n)(ϕ, w).

Отже, в цьому окремому випадку для збiжностi послiдовностi {x(n)} до розв’язку рiвнян-

ня (1) достатньо, як можна переконатися, щоб був стиском оператор H
(n)
2 i щоб початкове

наближення x = x(0) задовольняло рiвнiсть

(ϕ, x) =
(ϕ, b)

1 − λ
.

Зазначимо, що у цьому випадку при виборi a(n) за формулою

a(n) =
APx(n)

(ϕ, x(n))

алгоритм (19), (20) зводиться до проекцiйно-iтеративного алгоритму

x(n+1) = APx(n) + Qx(n) + b.
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Якщо a(n) означено за формулою (21) i при цьому α
(n)
0 = 0 при n = 0, 1, . . . , то формули

(19), (20) можна записати у виглядi однiєї формули вигляду

x(n+1) = AQx(n) +
(ϕ, b) + (ϕ, AQx(n))

(1 − λ)(ϕ, x(n))
APx(n) + b. (25)

Алгоритм (25) можна розглядати як узагальнення однопараметричного методу iтератив-
ного агрегування iз [3]. Алгоритм (25) тотожний iз зазначеним алгоритмом з [3], що опи-
сується формулою (4) у випадку, коли P є тотожним оператором. Маємо на увазi при
цьому, що

a(n) =
Ax(n)

(ϕ, x(n))
.

За цiєї ситуацiї матимемо нестацiонарний аналог алгоритму (2) вигляду

x(n+1) = APnx(n+1) + AQnx(n) + b. (26)

В ньому проекцiйний оператор Pn залежить вiд номера iтерацiї n. Iстотною вiдмiннiстю
алгоритму (4) вiд алгоритму (26) є те, що проекцiйно-iтеративнi методи вигляду (2) та
(26), а також iншi проекцiйно-iтеративнi методи ґрунтуються на iдеї емпiричного вибору
проекцiйного оператора P0. Алгоритм (4) як i багатопараметричнi методи iтеративного
агрегування ґрунтуються на властивостi алгоритмiчного вибору пiдпростору E′ i опера-
торiв проектування простору E в E′ на кожному кроцi iтерацiйного процесу.
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Shuvar B.F., Obshta A.F., Kopach M.I. Aggregation-iterative analogues and generalizations of projection-

iterative methods. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 156–163.

Aggregation-iterative algorithms for linear operator equations are constructed and investigated.
These algorithms cover methods of iterative aggregation and projection-iterative methods. In con-
vergence conditions there is neither requirement for the corresponding operator of fixed sign no
restriction to the spectral radius to be less than one.
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Шувар Б.А., Обшта А.Ф., Копач М.И. Агрегационно-итеративные аналоги и обобщения проек-

ционно-итеративных методов // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1.
— C. 156–163.

Для линейных операторных уравнений построены и исследованы агрегационно-итератив-
ные алогоритмы, которые охватывают способы итеративного агрегирования и проекционно-
итеративные методы. В условиях сходимости отсутствует требование о знакопостоянности со-
ответствующего оператора и ограничение, чтобы его спектральный радиус был меньше еди-
ницы.

Ключевые слова и фразы: проекционно-итеративные методы, декомпозиция, агрегационно-
итеративные методы.


