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ВСТУП

Нехай sn(z) — елiптична функцiя Якобi [3] , κ — елiптичний модуль sn(z), κ2 ∈ (0, 1).
В роботах [4, 8, 16, 21] доведено елiптичний аналог теореми Лiндемана [2] та отримано

оцiнку мiри алгебраїчної незалежностi значень в алгебраїчних точках елiптичних фун-
кцiй Вейєрштрасса та Якобi з алгебраїчними iнварiантами i модулем вiдповiдно.

В цiй роботi отримано оцiнку мiри алгебраїчної незалежностi значень в алгебраїчних
точках елiптичної функцiї Якобi sn(z) у випадку трансцендентного κ.

Нехай α1, . . . , αn — заданi алгебраїчнi числа, лiнiйно незалежнi над Q. Позначимо сте-
пiнь трансцендентностi Q(κ, sn(α1), . . . , sn(αn)) через k. Будемо вважати, що алгебраїчно
незалежними є числа κ, sn(α1), . . . , sn(αk−1). Позначимо їх через β1, . . . , βk.

Теорема 1. Для довiльного многочлена A ∈ Z[x1, . . . , xk], A 6≡ 0, степiнь якого не пере-
вищує D i висота не перевищуює H, ln ln H > c1Dk ln(D + 1), справджується

|A(β1, . . . , βk)| > H−c2Dk
, (1)

де c1, c2 — додатнi константи, залежнi лише вiд κ i α1, . . . , αk−1.

Доводити цю теорему будемо методом Нестеренко, викладеному у [7]–[14].
У наступному пунктi наведено допомiжнi твердження, необхiднi для доведення тео-

реми 1. У пунктi 2 доведено теорему 2, з якої випливає оцiнка (1). Означення основних
понять, пов’язаних з мiрою алгебраїчної незалежностi, сформульованi в [2, 15, 19].
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1 ДОПОМIЖНI ТВЕРДЖЕННЯ

Означення наступних понять, формулювання i доведення необхiдних властивостей
iдеалiв можна знайти в [22], [7].

Позначимо через dim I проективну розмiрнiсть однорiдного iдеалу I, через deg I та
H(I) — величини, аналогiчнi степеневi многочлена та його висотi, через h(I) — висоту
iдеалу, яка характеризує кiлькiсть зв’язкiв, накладених многочленами цього iдеалу. Для
γ = (γ0, . . . , γm) ∈ Cm+1 покладемо |γ| = max

06j6m
|γj|.

Нехай K = Q(α1, . . . , αn), K[x] — кiльце многочленiв вiд змiнних x0, . . . , xm над K. Для
кожного однорiдного незмiшаного iдеалу I, I ⊂ K[x] i ненульової точки γ ∈ Cm+1 через
|I(γ)| позначимо величину, аналогiчну величинi многочлена в точцi γ.

Лема 1.1. Нехай I — незмiшаний простий iдеал кiльця K[x], dim I > 0, I = I1 ∩ · · · ∩ Is —
нескоротний примарний розклад, pj =

√
Ij, kj — показник примарного iдеалу Ij. Нехай

γ ∈ Cm+1, γ 6= 0, тодi

1) ∑
s
j=1 kj deg pj = deg I;

2) ∑
s
j=1 kj ln H(pj) 6 ln H(I) + m2 deg I;

3) ∑
s
j=1 kj ln |pj(γ)| 6 ln |I(γ)|+ m3 deg I.

Лему 1.1 доведено в [7, Твердження 1.2].
Позначимо через H(P) висоту многочлена P, H(P) = max |ai|, де ai — коефiцiєнти

многочлена P, h(P) — логарифмiчна висота P, ‖P‖γ = |P(γ)| · H(P)−1 · |γ|− deg P.
Для двох ненульових точок γ ∈ Cm+1 i ϑ ∈ Cm+1 через

‖γ − ϑ‖ =

(
max

06i<j6m
|γiϑj − γjϑi|

)
|γ|−1|ϑ|−1

позначимо вiдстань мiж γ и ϑ.

Лема 1.2. Нехай p — однорiдний простий iдеал кiльця K[x], dim p > 0; Q — однорiдний
многочлен з K[x], Q /∈ p. Якщо r = 1 + dim p > 2, то iснує однорiдний незмiшаний iдеал
J ⊂ K[x], нулi якого спiвпадають з нулями iдеалу (p, Q), dim J = dim p− 1 такий, що

1) deg J 6 deg p · deg Q;

2) ln H(J) 6 ln H(p)deg Q + ln H(Q)deg p+ m(r + 1)deg p · deg Q;

3) для довiльної точки γ ∈ Cm+1 i ρ = min ‖γ − ϑ‖, де мiнiмум береться по усiх нетри-
вiальних нулях ϑ ∈ Cm+1 iдеалу p, справджується нерiвнiсть

ln |J(γ)| 6 ln δ + ln H(Q)deg p+ ln H(p)deg Q + 11m2 deg p · deg Q, (2)

де

δ =

{
‖Q‖γ, якщо ρ < ‖Q‖γ,

|p(γ)|, якщо ρ > ‖Q‖γ.

Нерiвнiсть (2) справджується i при r = 1, якщо вважати у цьому випадку |J(γ)| = 1.
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Лему 1.2 доведено в [7, Твердження 1.4].

Лема 1.3. Нехай I ⊂ K[x] — однорiдний незмiшаний iдеал, r = 1+ dim I > 1. Для довiль-
ної ненульової точки γ ∈ Cm+1 iснує нуль ϑ ∈ Cm+1 iдеалу I такий, що

deg I · ln ‖γ − ϑ‖ 6
1
r
(ln |I(γ)|+ h(I)) + 4m3 deg I.

Лему 1.3 доведено в [7, Твердження 1.5].

Лема 1.4. Якщо Q — однорiдний многочлен кiльця K[x] i γ, ϑ ∈ Cm+1 — ненульовi точки,
причому Q(ϑ) = 0, то справджується нерiвнiсть

‖Q‖γ 6 ‖γ − ϑ‖ · e(2m−1)deg Q.

Лему 1.4 доведено в [7].
Дотримуватимемось стандартних позначень в теорiї елiптичних функцiй [3]. Позна-

чимо через 4K i 2iK′ основнi перiоди sn(z). Покладемо

ω = (ω0, . . . , ωm), ω0 = 1, ω1 = κ
2, ω2j = sn(αj), ω2j+1 = sn′(αj), 1 6 j 6 n; m = 2n + 1.

Лема 1.5. Для довiльного вектора l = (l1, . . . , ln) ∈ Zn, l 6= 0, iснують однорiднi много-
члени Sl, Tl, Ul ∈ Z[x], для яких

1) степiнь не перевищує c3(l
2
1 + · · ·+ l2

n);

2) висота не перевищує exp(c3(l
2
1 + · · ·+ l2

n));

3) sn(l1α1 + ... + lnαn) = Tl(ω)/Ul(ω), sn′(l1α1 + ... + lnαn) = Sl(ω)/Ul(ω).

Крiм того,
|Ul(ω)| > exp(−c3(l

2
1 + · · ·+ l2

n)).

Доведення Леми 1.5 подiбне доведенню Леми 7.2 з [1] i Леми 1 з [6].
Нехай Λ — решiтка в C i M ⊂ C. Число α назвемо M-допустимим вiдносно Λ, якщо α

конгруентне за модулем Λ деякiй точцi множини M.

Лема 1.6. Нехай z1, . . . , zn — комплекснi числа, лiнiйно незалежнi над Q за модулем ре-
шiтки Λ. Iснують така компактна множина M, M ⊂ C, яка не мiстить точок Λ, i таке
число L0, що для довiльного дiйсного числа L1, L1 > L0, серед точок l1z1 + · · · + lnzn,
0 6 lj < L1, lj ∈ Z, знайдеться не менше 7

8 Ln
1 M-допустимих. Множина M i число L0

залежить лише вiд Λ i z1, . . . , zn.

Лему 1.6 доведено в [17, Лема 5]. Будемо її застосовувати, коли z1 = α1, . . . , zn = αn i Λ є
решiткою пiвперiодiв sn(z), а множина M визначається цими числами i решiткою.

Лема 1.7. Функцiї

σ((z + iK′)/
√

e1 − e3), σ((z + iK′)/
√

e1 − e3) sn(z)

цiлi i для M0 > 1 виконуються нерiвностi

|σ((z + iK′)/
√

e1 − e3) sn(z)||z|6M0
6 c

M2
0

4 ,

|σ((z + iK′)/
√

e1 − e3)||z|6M0
6 c

M2
0

4 .

Якщо δ — вiдстань вiд z0 до найближчого полюсу sn(z) i |z0| 6 M0, тодi виконується

|σ((z + iK′)/
√

e1 − e3)| > δc
−M2

0
5 , де c4, c5 — сталi, що залежать лише вiд κ.
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Доведення Леми 1.7 аналогiчне доведенню Леми 7.1 з [5].

Лема 1.8. Нехай R1, R2 ∈ R, 8 < 4R1 < R2, f (z) аналiтична в крузi |z| 6 R2, E — множина
з D2 точок, якi належать кругу |z| 6 R1, вiдстань мiж якими для кожної пари точок не
менше ε, 0 < ε < 1. Тодi

| f (z)||z|6R1
6 2| f (z)||z|6R2

(
4R1

R2

)D2S

+ 2DR−1
1

(
33R1

εD

)D2S

max
x∈E,06s6S

∣∣∣∣∣
f (s)(x)

s!

∣∣∣∣∣ . (3)

Лему 1.8 доведено в [18].

2 ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМИ 1

У цьому роздiлi доведемо Теорему 2 i покажемо, як з неї можна отримати Теорему 1.

Теорема 2. Для кожного цiлого r, 1 6 r 6 k, icнують такi сталi µr > 0, γr > 1, що для до-
вiльних D i H, ln ln H > γrDk ln(D + 1) i для довiльного однорiдного незмiшаного iдеалу
I ⊂ K[x] з умовами h(I) = m − r + 1, deg I 6 Dk−r+1, ln H(I) 6 Dk−r ln H справджується

ln |I(ω)| > −µr(D ln H(I) + deg I ln H)Dr−1.

Покажемо як з Теореми 2 випливає Теорема 1.
Для довiльного ненульового многочлена B ∈ Z[x1, x2, x4, . . . , x2n] позначимо

C(x0, x1, x2, x4, . . . , x2n) = x
deg B
0 B

(
x1

x0
,

x2

x0
,

x4

x0
, . . . ,

x2n

x0

)
.

Тодi
C(1,κ, sn(α1), . . . , sn(αn)) = B(κ, sn(α1), . . . , sn(αn)). (4)

Iснують многочлени Rk+i, Qj ∈ Z[x1, . . . , xm], i = 0, . . . , n − k, j = 1, . . . , n такi, що
Rk+i(κ, sn α1, . . . , sn αk−1, sn αk+i) = 0 i Qj(κ, sn αj, sn′ αj) = 0. Iдеал J, породжений одно-
рiдними многочленами, що вiдповiдають Rk+i i Qj, має розмiрнiсть k + 1. Позначимо че-
рез p однорiдний простий iдеал, породжений усiма однорiдними многочленами кiльця
Z[x], якi рiвнi нулю в точцi ω. Тодi отримаємо J ⊂ p, тому h(p) > 2n − k + 1. Але якщо
r = m + 1 − h(p) 6 k, то для таких r з Теореми 2 отримаємо |p(ω)| > 0, що суперечить
вибору p. Отже, m + 1 − h(p) > k, тобто h(p) < m − k + 1, тому h(p) = 2n − k + 1.

Нехай J — однорiдний незмiшаний iдеал в кiльцi Z[x], побудований для iдеалу p i
многочлена C згiдно Леми 1.2. Тодi

dim J = dim p− 1, deg J 6 c6 deg C, ln H(J) 6 c7
(
ln H(C) + deg C

)
,

ln |J(ω)| 6 ln ‖C‖ω + c8
(
ln H(C) + deg C

)
. (5)

Застосувавши до iдеалу J Теорему 2 i враховуючи (4), з (5) отримаємо нерiвнiсть

ln |B(κ, sn(α1), . . . , sn(αn))| > −c9(D ln H(I) + deg I ln H)Dk−1. (6)

Числа β1, . . . , βk алгебраїчнi над полем Q(κ, sn(α1), . . . , sn(αn)). Тодi для деякого цiло-
го алгебраїчного над кiльцем Q[κ, sn(α1), . . . , sn(αn)] числа d усi числа dβi — цiлi алгебра-
їчнi над Q[κ, sn(α1), . . . , sn(αn)].
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Покладемо для многочлена A ∈ Z[x1, . . . , xk], A 6≡ 0,

B(κ, sn(α1), . . . , sn(αn)) = d deg A‖A‖(β1 ,...,βk)
. (7)

Так як deg B 6 c10 deg A, ln H(B) 6 c11 ln H(A), то, враховуючи (6) i (7), отримаємо
оцiнку Теореми 1.

Доведемо Теорему 2 iндукцiєю по r. Нехай r — найменше цiле число, 1 6 r 6 k, для
якого твердження Теореми 2 не виконується. Для r − 1 Теорема 2 справджується, тому
визначене γr−1. Виберемо достатньо велике число λ i покладемо γr = γr−1λ8k2+4k.

Лема 2.1. Для достатньо великого λ множина чисел D таких, що iснує простий однорi-
дний iдеал p кiльця K[x] з умовами

ln ln H > γrDk ln(D + 1), p∩ Z = (0), h(p) = m − r + 1, deg p 6 D1−r+k,

ln H(p) 6 2Dk−r ln H, ln |p(ω)| < −λ8k2+8k+4(D ln H(p) + deg p ln H)Dr−1

обмежена.

З Леми 2.1 випливає теорема 2. Якщо ця множина обмежена, то для деякої достатньо
великої додатної сталої c12, для усiх однорiдних простих iдеалiв p ⊂ K[x], dim p = r − 1,
буде справджуватись

ln |p(ω)| > −c12(D ln H(p) + deg p ln H)Dr−1. (8)

Застосовуючи Лему 1.1 до довiльного однорiдного незмiшаного iдеалу I ⊂ K[x] розмiр-
ностi r − 1 та враховуючи (8), отримаємо

ln |I(ω)| > −c13(D ln H(I) + deg I ln H)Dr−1.

Але це суперечить припущенню, що для iдеалiв розмiрностi r − 1 Теорема 2 не виконує-
ться. Отримана суперечнiсть доводить Теорему 2.

Нехай H — достатньо велике число D i простий однорiдний iдеал p розмiрностi r − 1
задовольняють умовам Леми 2.1. Визначимо число M рiвнiстю

λDk M ln M = min
{

λ8k2+8k+4(D ln H(p) + deg p ln H)Dr−1,
1
2

ln(1/ρ)
}

, (9)

де ρ визначене в Лемi 1.2. З Леми 1.3 i (9) отримаємо

M ln M > ln H(ln ln H)−1. (10)

З Леми 1.4 i (9) випливає

Лема 2.2. Нехай однорiдний многочлен P ∈ K[x] мiститься в iдеалi p i задовольняє нерiв-
ностi

h(P) + (2m + 1)deg P 6 λDk M ln M.

Тодi
|P(ω)||ω|− deg P

6 exp
(
−λDk M ln M

)
.

З Леми 1.5, Леми 2.2 i (10) отримаємо наступне твердження.
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Лема 2.3. Якщо l ∈ Zn\{0}, |lj| 6 λ4k+1D1/2, тодi Ul(x) 6∈ p.

З Леми 1.2, Леми 2.1, (9), (10) та iндуктивного припущення отримаємо оцiнку знизу.

Лема 2.4. Нехай однорiдний многочлен P ∈ K[x] не лежить в iдеалi p i задовольняє не-
рiвностi

deg P 6 λ8k+5D, ln H(P) 6 λ8k+5 ln H.

Тодi

|P(ω)||ω|− deg P
> exp

(
−1

4
λDk M ln M

)
.

Застосувавши Лему 2.4 до кожного базисного iдеалу, отримаємо наступне тверджен-
ня.

Лема 2.5. Якщо I — iдеал K[x], породжений усiма однорiдними многочленами P ∈ K[x]

такими, що P(ω) = 0, тодi I ⊂ p.

Визначимо

L =
[
λ4kD1/2

]
, K0 =

[
DkM

]
, K1 = λ2, S =

[
λ1−8k2

M
]

. (11)

Лема 2.6. Iснують такi однорiднi многочлени Ak = Ak0,k1
, Ak ∈ K[x], 0 6 k0 < K0, 0 6 k1 <

K1, що виконуються умови

1) deg Ak 6 λ4n+4D, ln H(Ak) 6 4λ1−2n2
M ln M;

2) хоча б один з цих многочленiв не лежить в p;

3) для

F(z) =
K0−1

∑
k0=0

K1−1

∑
k1=0

Ak(ω)zk0 snk1(z)

для всiх цiлих чисел s, 0 6 s 6 S, в усiх M-допустимих точках l1α1 + · · · + lnαn, lj ∈ Z,
0 6 lj < L, виконуються нерiвностi

|F(s)(l1α1 + · · ·+ lnαn)| 6 exp
(
−1

2
λDk M ln M

)
. (12)

Доведення Леми 2.6 подiбне до доведення Леми 10 в [8]. Покладемо

F(s)(z) =

(
d

dw

)s

(F(z + w))|w=0 =
s

∑
t=0

(
s

t

)(
d

dw

)s−t
[−K1

∏
2
(sn(z), ϕ(w))

]

w=0

×
{ K0−1

∑
k0=0

K1−1

∑
k1=0

Ak(ω)
t

∑
i=0

[(
k0

i

)
t!

(t − i)!
zk0−iGt−i,k1,K1−k1

(sn(z), sn′(z))
]}

,

де ϕ(w)) та многочлени Gt,k,l(x, y) визначенi для sn(z) подiбно, як в [8] для ℘(z).
Для усiх цiлих s, l1, . . . ln, 0 6 s < S, 0 6 lj < L, x̃ = (x1, . . . xm) визначимо

Rs,l(x̃) =
K0−1

∑
k0=0

K1−1

∑
k1=0

Bk(x̃)
t

∑
i=0

[(
k0

i

)
t!

(t − i)!
(l1α1 + ... + lnαn)

k0−iU10K1

l
(1, x̃)

×Gt−i,k1,K1−k1
(Tl(1, x̃)/Ul(1, x̃), Sl(1, x̃)/Ul(1, x̃))

]
.
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Згiдно леми Зiгеля [20] про розв’язки системи рiвнянь з алгебраїчними коефiцiєнтами,
для системи

Rs,l(x̃) = 0, 0 6 s < S, 0 6 lj < L, j = 1, . . . , n, (13)

iснують вiдмiннi вiд нуля многочлени Bk(x̃) ∈ K[x̃] такi, що deg Bk 6 λ8k+4D, ln H(Bk) 6

3λ1−8k2
M ln M. Як i в [8], нехай ap — дегомогенiзацiя iдеалу p. Позначимо через u наймен-

ше цiле число таке, що iснує вектор u = (u2, . . . , um) ∈ Zm−1, ui > 0, u2 + · · ·+ um = u та
iснують iндекси k∗0 , k∗1, при яких δuBk∗0 ,k∗1

/∈ ap, де

δu =
m

∏
i=2

1
ui!

(
∂

∂xi

)ui

.

Тодi з (13) випливає, що δuRs,l(x̃) ∈ ap. Нехай Ck(x̃) = δuBk0,k1
(x̃), Ak(x) — гомогенiзацiя

Ck(x̃). Для усiх k справджується Ak(ω) = δuBk0,k1
(x̃)|ω̃ та серед Ak(x) iснує такий, що не

лежить в iдеалi p. Визначимо

Qs,l(x) =
K0−1

∑
k0=0

K1−1

∑
k1=0

Ak(x)
t

∑
i=0

[(
k0

i

)
t!

(t − i)!
(l1α1 + ... + lnαn)

k0−iU10K1

l
(x)

×Gt−i,k1,K1−k1
(Tl(x)/Ul(x), Sl(x)/Ul(x))

]
.

Оскiльки δuRs,l(x̃) ∈ ap, то Qs,l(x) ∈ p i з Леми 2.2 отримаємо оцiнку

|Qs,l(ω)| < exp
(
−2

3
λDk M ln M

)
.

З цiєї оцiнки випливає оцiнка Леми 2.6.
Позначимо

G(z) = σK1((z + iK′)/
√

e1 − e3)F(z).

З властивостей sn(z) та Леми 1.7, Леми 1.8, (11) i (12) отримаємо наступне твердження.

Лема 2.7. У крузi |z| 6 λ2n+2D1/2 справджується

|G(z)| 6 exp
(
−3

8
λDk M ln M

)
.

Застосувавши Леми 1.5–1.7, Лему 2.1, Лему 2.4, Лему 2.5 та Лему 2.7, отримаємо таке
твердження.

Лема 2.8. Для усiх цiлих чисел s, l1, . . . , ln таких, що 0 6 s 6 S, 0 6 lj 6 λ4k+1D1/2, i
M-допустимої точки l1α1 + · · ·+ lnαn справджується

|F(s)(l1α1 + · · ·+ lnαn)| 6 exp
(
−1

3
λDk M ln M

)
.

Усi наведенi вище мiркування справджуються при 1 6 r 6 n/2, тому k > n/2 .
Позначимо R — факторкiльце K[x̃]/ap, ηi — образи xi, 1 6 i 6 m, η = (η1, . . . , ηm),

L — поле часток R. Згiдно Леми 2.3, Ul(η) 6∈ p. Визначимо ξ l = (ξ l,1, ξ l,2, ξ l,3) так:

ξ l = (l1α1 + · · ·+ lnαn, Tl(η)/Ul(η), Sl(η)/Ul(η))), ξ l ∈ L3.
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Оскiльки точки (sn(l1α1 + · · ·+ lnαn), sn′(l1α1 + · · ·+ lnαn)), l = (l1, . . . , ln) ∈ Zn, l 6= 0,
лежать на кривiй y2 = (1 − x2)(1 −κ

2x2), то

U2
l
(ω)S2

l
(ω) = (U2

l
(ω)− T2

l
(ω))(U2

l
(ω)−κ

2T2
l
(ω)).

Звiдси та з Леми 2.5 випливає, що двi останнi координати точки ξ l задовольняють рiвня-
ння ξ2

l,3
= (1 − ξ2

l,2
)(1 −κ

2ξ2
l,2
).

Лема 2.9. Нехай ξ i = (ξi1, ξi2, ξi3), 1 6 i 6 m, — точки з рiзними першими координатами,
R ∈ L[z, x], degz R 6 K0, degx R 6 K1. Тодi

m

∑
i=1

ordξ i
R 6 (4K1 + 2)K0 + 2mK1.

Доведення Леми 2.9 аналогiчне до доведення Леми 16 з [8].
Нехай

D =
∂

∂z
+ y

∂

∂x
+ (2κ2x3 − (1 +κ

2)x)
∂

∂y

— диференцiальний оператор в кiльцi L[z, x, y]. Застосовуючи Лему 1.5 i Лему 2.8, отри-
маємо наступне твердження.

Лема 2.10. Для цiлих s, l1, . . . , ln, 0 6 s 6 S, 0 6 lj 6 λ4k+1D1/2, таких, що точка l1α1 +

· · ·+ lnαn M-допустима, виконується DsF(z)|l1α1+···+lnαn
= 0.

Тепер для доведення Теореми 2 достатньо показати суперечнiсть оцiнок в Лемi 2.9 i
Лемi 2.10. Для многочлена F, побудованого в Лемi 2.6, згiдно Леми 2.10 отримаємо

∑ ordξ i
F >

1
2

λn+1Dn/2M,

що суперечить Лемi 2.9. Отримане протирiччя доводить Лему 2.1, а, отже, й Теорему 2.
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It is proved an estimation of a measure of algebraic independence for the modulus and values at
various algebraic points of the Jacobi elliptic function.
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