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СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У випадку багатоточкової крайової задачi Валле-Пуссена для нелiнiйних систем диферен-
цiальних рiвнянь доведено теореми iснування та єдиностi розв’язкiв. Запропоновано iтерацiй-
нi схеми для їх вiдшукання.
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У данiй статтi ми знову повертаємося до вiдомої задачi Валле-Пуссена: знайти роз-
в’язки звичайного лiнiйного або нелiнiйного диференцiального рiвняння n-го порядку iз
вiдомими значеннями шуканого розв’язку в n заданих точках. Очевидна фiзична iнтер-
претацiя даної задачi: знаючи стан деякого процесу в ti (i = 1, 2, . . . , n) моменти часу,
визначити його стан у довiльний момент часу t. При цьому фiзичний процес описується
математичною моделлю у виглядi деякого диференцiального рiвняння. У такiй поста-
новцi дана проблема вперше була сформульована та частково розв’язана Валле Пуссе-
ном у 1929 роцi [1].

Зараз основними проблемами залишаються встановлення умов iснування та єдиностi
розв’язкiв поставленої задачi i знаходження ефективних способiв їх побудови. На вiдмiну
вiд рiзних методiв дослiдження задачi, розглянутих авторами ряду статей (див., напри-
клад, [1, 2, 3]), ми пропонуємо iнший пiдхiд, який ґрунтується на вiдшуканнi розв’язкiв
системи (1) на множинi функцiй, що задовольняють умови (2). Це дозволило сформу-
лювати та довести новi теореми iснування та єдиностi, а також обґрунтувати iснування
ширшого, нiж наведено у вказаних вище роботах, класу функцiй, для яких дослiджувана
задача має розв’язок. Пропонований нами алгоритм одночасно дає можливiсть знаходи-
ти такi розв’язки.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

x(n) = f (t, x, x′, . . . , x(n−1)), (1)

де x = (x1, x2, . . . , xm)T, f = ( f1, f2, . . . , fm)T — вектори m-вимiрного евклiдового простору
Em, та поставимо задачу вiдшукання її розв’язкiв, що задовольняють умови

x(ti) = xi, i = 1, 2, . . . , n; 0 = t1 < t2 < · · · < tn = h. (2)
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Зауважимо, що умови (2), не обмежуючи загальностi, можна вважати заданими у ви-
глядi

x(ti) = 0, i = 1, 2, . . . , n; 0 = t1 < t2 < · · · < tn = h,

оскiльки цього можна досягти за допомогою замiни шуканої функцiї у виглядi iнтерпо-
ляцiйного полiнома Лагранжа

x(t) = y(t) +
n

∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)
· xi, Pi(t) =

n

∏
j=1,j 6=i

(t − tj).

Нехай функцiя f (t, y0, y1, . . . , yn−1) визначена та неперервна в областi

D = [0; h]× I0 × I1 × · · · × In−1, Is = [as, bs], s = 0, 1, . . . , n − 1.

Означення. n раз диференцiйовну на вiдрiзку [0; h] функцiю x∗(t) називатимемо роз-

в’язком задачi (1), (2), якщо x(s)∗ (t) ∈ Is, s = 0, 1, 2, . . . , n − 1, i тотожно задовольняється

рiвнiсть x(n)∗ (t) = f (t, x∗(t), x′∗(t), . . . , x(n−1)
∗ (t)), а також виконуються умови x∗(ti) = xi.

Побудуємо iнтегральний оператор L
[

f (t, x, x′, . . . , x(n−1))
]

так, щоб рiвняння

x = L [ f ] (3)

та задача (1), (2) були еквiвалентними. Еквiвалентнiсть задач ми розумiємо в тому сенсi,
що функцiя x∗(t), будучи розв’язком iнтегрального рiвняння x = L [ f ], повинна також
бути розв’язком задачi (1), (2). I навпаки: кожен розв’язок задачi (1), (2) повинен задоволь-
няти рiвняння x = L [ f ].

Користуючись методикою, запропонованою нами в [4], отримуємо

L [ f ] =
n

∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)





t
∫

ti

(ti − s)n−1

(n − 1)!
· f (s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s))ds + xi



 .

Серед властивостей многочленiв, використаних при побудовi оператора L, видiлимо
такi:

Pi(tj)

Pi(ti)
=

{

0, j 6= i,
1, j = i

, i = 1, 2, . . . , n, (4)

n

∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)
= 1, (5)

n

∑
i=1

P(s)
i (t) · (ti − t)n−1

Pi(ti)
= 0, s = 0, 1, 2, . . . , n − 2, (6)

n

∑
i=1

P(n−1)
i (t) · (ti − t)n−1

Pi(ti)
= (n − 1)! . (7)

Рiвнiсть (4) перевiряється безпосередньо. Доведення тотожностi (5) очевидне, оскiль-
ки многочлен n − 1 степеня у лiвiй частинi рiвностi в n точках ti приймає однаковi значе-
ння 1.
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Доведення двох наступних тотожностей (6) та (7) ґрунтується на спiввiдношеннях

n

∑
i=1

ts
i

Pi(ti)
=

{

0, s = 0, 1, 2, . . . , n − 2,
1, s = n − 1,

, (8)

якi випливають з наступних мiркувань. Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь


















x1 + x2 + · · ·+ xn = 0,
t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tn−1
1 x1 + tn−1

2 x2 + · · ·+ tn−1
n xn = 1

з невiдомими xi. Обчисливши її головний визначник ∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 1
t1 t2 . . . tn

. . . . . . . . . . . .
tn−1
1 tn−1

2 . . . tn−1
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

та мiно-

ри ∆k =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 . . . 0 . . . 1
t1 . . . 0 . . . tn

. . . . . . . . . . . . . . .
tn−1
1 . . . 1 . . . tn−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, якi є визначниками Вандермонда, отримуємо

∆ = ∏
1≤j<i≤n

(ti − tj), ∆k = (−1)n+k ∏
1≤j<i≤n

i,j 6=k

(ti − tj).

Тому xk =
∆k

∆
=

(−1)n+k

(tk − t1)(tk − t2) . . . (tk − tk−1)(tk+1 − tk) . . . (tn − tk)
=

1
Pk(tk)

.

Обґрунтуємо еквiвалентнiсть задачi (1), (2) та задачi вiдшукання розв’язкiв рiвняння
x = L [ f ]. Насамперед зауважимо, що побудований нами оператор L довiльну неперерв-
ну на вiдрiзку [0; h] функцiю g(t) вiдображає у n раз диференцiйовну на цьому промiжку
функцiю p(t) = L[g(t)], що задовольняє умови p(ti) = xi, i = 1, 2, . . . , n. Це випливає з
(4). Тому довiльний розв’язок x∗(t) рiвняння (3) задовольняє умови (2). Продиференцi-

ювавши тотожнiсть x∗ = L
[

f
(

t, x∗, x′∗, . . . , x(n−1)
∗

)]

та використавши спiввiдношення (6),
дiстаємо

x′∗ =
n

∑
i=1

P′
i (t)

Pi(ti)
·





t
∫

ti

(ti − s)n−1

(n − 1)!
· f (s, . . . )ds + xi



+ f (t, x∗, . . . , x(n−1)
∗ ) ·

n

∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)
·
(ti − t)n−1

(n − 1)!

=
n

∑
i=1

P′
i (t)

Pi(ti)
·





t
∫

ti

(ti − s)n−1

(n − 1)!
· f (s, . . . )ds + xi



 .

Продовжуючи процес диференцiювання та спрощуючи отриманi вирази за допомогою
тотожностей (6), на n-тому кроцi отримаємо рiвнiсть

x(n)∗ = f (t, x∗, . . . , x(n−1)
∗ ) ·

n

∑
i=1

P(n−1)
i (t)

Pi(ti)
·
(ti − t)n−1

(n − 1)!
,

або, враховуючи (7), x(n)∗ = f (t, x∗, . . . , x(n−1)
∗ ).
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Те, що кожен розв’язок задачi (1), (2) є розв’язком рiвняння x = L [ f ] випливає з пред-
ставлення рiвняння (1) у виглядi

x(t) = L [0] +

t
∫

0

t
∫

0

. . .

t
∫

0

f
(

t, x(t), x′(t), . . . , x(n−1)(t)
)

dt dt . . . dt,

x(t) = L [0] +
1

(n − 1)!
·

t
∫

0

(t − s)(n−1) · f
(

s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s)
)

ds, (9)

та врахування рiвностей 1
(n−1)!

ti+1
∫

ti

(ti − s)(n−1) · f
(

s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s)
)

ds = xi+1 − x,

якi випливають з (9) та умов (2).
Зауважимо, що, побудувавши для правої частини (9) iнтерполяцiйний полiном Ла-

гранжа iз значеннями xi в точках ti, отримаємо многочлен

n

∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)





ti
∫

0

(ti − s)n−1

(n − 1)!
· f

(

s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s)
)

ds + xi



 ,

який спiвпадає з iнтерполяцiйним полiномом Лагранжа для виразу

L [ f ] =
n

∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)





t
∫

ti

(ti − s)n−1

(n − 1)!
· f

(

s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s)
)

ds + xi



 .

Введемо у розгляд функцiю K(t, s), визначену в квадратi [0; h] × [0; h], а в тому числi i
у кожнiй iз 2n − 2 областей sij, i = 1, 2, . . . , n − 1, j = 1, 2, на якi розбивають цей квадрат
n − 1 прямих s = ti та пряма t = s (вказанi областi зображенi на рисунку). Визначимо її
за допомогою спiввiдношень

K(t, s) =















































P1(t)
P1(t1)

· (t1−s)n−1

(n−1)! ; t1 ≤ s ≤ t2, s ≤ t ≤ tn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

(n−1)! ·
(

P1(t)
P1(t1)

· (t1 − s)n−1 + · · ·+ Pk(t)
Pk(tk)

· (tk − s)n−1
)

; tk ≤ s ≤ tk+1, s ≤ t ≤ tn;

− 1
(n−1)! ·

(

P2(t)
P2(t2)

· (t2 − s)n−1 + · · ·+ Pn(t)
Pn(tn)

· (tn − s)n−1
)

; t1 ≤ t ≤ t2, s ≥ t;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− 1
(n−1)! ·

(

Pk+1(t)
Pk+1(tk+1)

· (tk+1 − s)n−1 + Pn(t)
Pn(tn)

· (tn − s)n−1
)

; tk ≤ t ≤ tk+1, s ≥ t;

Вiдмiтимо наступнi властивостi введеної функцiї.
1) Функцiя K(t, s), як функцiя вiд змiнної t, при довiльному s ∈ [0, h] задовольняє рiв-

няння x(n)(t) = 0. Даний факт очевидний, оскiльки по змiннiй t функцiя K(t, s) є много-
членом степеня n − 1.

2) Функцiя K(t, s) неперервна в квадратi [0, h] × [0, h]. Справдi, розриви можливi
вздовж прямих s = ti та вздовж прямої s = t. Але, як легко перевiрити, значення функцiї
K(t, s) у сусiднiх з цими прямими областях sij рiвнi.

3) Вздовж прямих t = ti, i = 1, . . . , n − 1, значення функцiї K(t, s) дорiвнюють 0. Дане
твердження випливає iз спiввiдношень (4).
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4) Похiдна ∂(n−1)K(t,s)
∂t(n−1) вздовж прямої t = s має розрив величиною 1, тобто

∂(n−1)K(s + 0, s)

∂tn−1 −
∂(n−1)K(s − 0, s)

∂tn−1 = 1.

Доведення цiєї властивостi реалiзується безпосереднiми обчисленнями. Зокрема для су-
мiжних областей sk1 та sk2 маємо

∂(n−1)K(s + 0, s)

∂tn−1 −
∂(n−1)K(s − 0, s)

∂tn−1 =
(t1 − s)n−1

P1(t1)
+ · · ·+

(tk − s)n−1

Pk(tk)

−

(

−
(tk+1 − s)n−1

Pk+1(tk+1)
− · · · −

(tn − s)n−1

Pn(tn)

)

=
n

∑
i=1

(ti − s)n−1

Pi(ti)
.

Отриманий вираз вiдповiдно до спiввiдношень (8) дорiвнює 1.
Введену нами функцiю K(t, s) в силу властивостей 1)–4), характерних для функцiй

Ґрiна крайових задач, назвемо функцiєю Ґрiна задачi (1), (2).
Тепер, використовуючи функцiю K(t, s), задачу (1), (2) можна записати у виглядi iн-

тегро-диференцiального рiвняння

x(t) = L [0] +

h
∫

0

K(t, s) · f
(

s, x(s), . . . , x(n−1)(s)
)

ds. (10)

Зупинимося на теоремах iснування та єдиностi розв’язкiв поставленої нами задачi або
рiвняння (10).

У просторi векторiв u =











u0

u1

. . .
un−1











∈ Emn введемо в розгляд оператор A, означивши
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його рiвнiстю

A(u) =















































L [0] +
h
∫

0
K(t, s) · f (s, u0(s), u1(s), . . . , un(s)) ds

L′ [0] +
h
∫

0

∂K(t,s)
∂t · f (s, u0(s), u1(s), . . . , un(s)) ds

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

L(n−1) [0] +
h
∫

0

∂n−1K(t,s)
∂tn−1 · f (s, u0(s), u1(s), . . . , un(s)) ds

,

де u0(t) = x(t), . . . , un−1(t) = x(n−1)(t). Iз неперервностi функцiї f (t, y0, . . . , yn−1) випливає
iснування такої векторної константи M, що для всiх точок областi D виконується

| f (t, y0, y1, . . . , yn−1)| ≤ M (11)

(тут i далi нерiвностi мiж векторами та матрицями розумiємо покомпонентно). Крiм
цього будемо вважати, що для всiх точок квадрата [0, h] × [0, h] виконуються нерiвностi
∣

∣

∣

∂iK(t,s)
∂ti

∣

∣

∣
≤ ki, i = 0, 1, . . . , n − 1.

Нехай S — множина векторiв u ∈ Emn, компоненти яких задовольняють такi умо-

ви as + ks M + ps ≤ us ≤ bs − ks M − ps, s = 0, 1, . . . , n − 1, де ps =
∣

∣

∣
p(s)(t, x1, . . . , xn)

∣

∣

∣

c
,

p(t, x1, . . . , xn) = L[0]
(

| · |c = maxt∈[0;h] | · |
)

, а також нехай ũ ∈ S. Оскiльки виконуються
спiввiдношення











a0 + k0 M + p0

a1 + k1 M + p1

. . .
an−1 + kn−1M + pn−1











≤ A(ũ) ≤











b0 − k0M − p0

b1 − k1M − p1

. . .
bn−1 − kn−1M − pn−1











,

то можна стверджувати, що Aũ ∈ S. Тому оператор A переводить множину S в себе i,
будучи цiлком неперервним (останнє випливає з неперервностi функцiї f ), має в S хоча б
одну нерухому точку. Вiдповiдно задача (1), (2) при цьому теж має хоч один розв’язок.

Таким чином, вiрне наступне твердження.

Теорема 1. Нехай функцiя f
(

t, x, x′, . . . , x(n−1)
)

визначена та неперервна в областi D,
виконується нерiвнiсть (11), а також множина S не порожня. Тодi задача (1), (2) має в S
хоча б один розв’язок.

Дослiдимо умови, при яких розв’язок єдиний. При цьому будемо вважати, що в обла-
стi D функцiя f (t, y0, . . . , yn−1) задовольняє умови Лiпшиця за змiнними y0, . . . , yn−1 з ма-
трицями Ks, s = 0, 1, . . . , n − 1, вiдповiдно. Тобто для двох довiльних точок (t, y0, . . . , yn−1),
(t, ỹ0, . . . , ỹn−1) ∈ D виконується нерiвнiсть

| f (t, y0, y1, . . . , yn−1)− f (t, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹn−1)| ≤
n−1

∑
i=1

Ki · |yi − ỹi| . (12)

Побудуємо послiдовнi наближення, визначивши їх рiвностями

uk+1 = Auk(t), k = 0, 1, . . . , (13)
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та вибравши за початкове наближення вектор u0(t) =











p(t, x1, . . . , xn)

p′(t, x1, . . . , xn)

. . .
p(n−1)(t, x1, . . . , xn)











.

Враховуючи (12), знаходимо

|uk+1(t)− uk(t)| = |Auk − Auk−1|

≤

























h
∫

0
|K(t, s)| · | f (s, (u0(s))k , . . . , (un−1(s))k)− f (s, (u0(s))k−1, . . . , (un−1(s))k−1)| ds

h
∫

0

∣

∣

∣

∂K(t,s)
∂t

∣

∣

∣
· | f (s, (u0(s))k, . . . , (un−1(s))k)− f (s, (u0(s))k−1, . . . , (un−1(s))k−1)| ds

. . .
h
∫

0

∣

∣

∣

∂n−1K(t,s)
∂tn−1

∣

∣

∣
· | f (s, (u0(s))k, . . . , (un−1(s))k)− f (s, (u0(s))k−1, . . . , (un−1(s))k−1)| ds

























≤























hk0
n−1
∑

i=1
Ki |(ui(t))k − (ui(t))k−1|c

hk1
n−1
∑

i=1
Ki |(ui(t))k − (ui(t))k−1|c

. . .

hkn−1

n−1
∑

i=1
Ki |(ui(t))k − (ui(t))k−1|c























.

Iз одержаної векторної нерiвностi отримуємо рекурентне спiввiдношення

|rk+1(t)|c ≤ Q |rk(t)|c , (14)

Q = h ·
n−1

∑
i=0

kiKi, rk(t) =
n−1

∑
i=0

Ki |(ui)k − (ui)k−1| , k = 0, 1, . . . .

Iтеруючи нерiвнiсть (14), дiстаємо |rk+1(t)|c ≤ Qk |r1(t)|c. Сказане вище дозволяє сфор-
мулювати наступне твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, нерiвнiсть (12), а також всi власнi значе-
ння матрицi Q лежать в одиничному крузi. Тодi задача (1), (2) має єдиний розв’язок x∗(t),
до якого при k → ∞ рiвномiрно по t ∈ [0, h] збiгається послiдовнiсть векторних функцiй
(13). Похибка характеризується при цьому векторною нерiвнiстю











|xk(t)− x∗(t)|
|x′k(t)− x′∗(t)|
. . .

|x(n−1)
k (t)− x(n−1)

∗ (t)|











≤ Qk (E − Q)−1 |u1(t)− u0(t)|c, (15)

де E — одинична матриця, k = 1, 2, 3, . . . .

Доведення. Оскiльки всi власнi значення матрицi Q лежать в одиничному крузi, то
l−1
∑

i=0
Qk+i ≤ Qk ·

∞

∑
i=0

Qi = Qk · (E − Q)−1, limk→∞ Qk = Θ. Тому

|rl+k(t)− rk(t)|c ≤
l−1

∑
i=0

Qk+i · |r1(t)− r0(t)|c ≤ Qk · (E − Q)−1 · |r1(t)− r0(t)|c . (16)
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Звiдси випливає рiвномiрна по t ∈ [0, h] збiжнiсть послiдовностей {(ui(t))k} для всiх i =
0, 1, . . . , n − 1; limk→∞ (ui(t))k = (ui(t))∗, (u0(t))∗ = x∗(t). Послiдовнi наближення (ui(t))k

належать областi D. Це випливає iз структури множини S. Очевидно, що функцiя x∗(t)
задовольняє умови (2), оскiльки цi умови задовольняють всi наближення xk(t). Оцiнки
похибок (15) випливають iз (16) граничним переходом при l → ∞. Єдинiсть розв’язку
x∗(t) обґрунтовується методом вiд супротивного. Теорема доведена.

Зауважимо, що в скалярному випадку задачi (1), (2) достатнi умови iснування розв’яз-
кiв у роботах [1, 2, 3] отриманi у виглядi нерiвностей

q1 =
n−1

∑
i=0

Kn−i−1 ·
hi+1

(i + 1)!
< 1, q2 =

n−1

∑
i=0

Kn−i−1 · hi+1

(i + 1) · 2i+1 ·
[

i+1
2

]

! ·
[

i
2

]

!
< 1,

q3 =
n−2

∑
i=0

n − i − 1
n · (i + 1)!

· Kn−i−1 · hi+1 +
(n − 1)n−1

nn · n!
· hn · K0 < 1.

Результати теореми 2 дозволяють покращити данi оцiнки та визначити бiльш широ-
кий клас рiвнянь, для яких iснують розв’язки задачi (1), (2), а алгоритм (13) дає змогу
знаходити такi розв’язки.
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В случае многоточечной краевой задачи Валле-Пуссена для нелинейных систем диффе-

ренциальных уравнений доказаны теоремы существования и единственности решений. Пред-

ложены итерационные схемы для их определения.
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