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Встановлюється загальний вигляд розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похi-
дними першого порядку у класi нарiзно диференцiйовних функцiй.
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ВСТУП

Розв’язування диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними за мiнiмальних ви-
мог, тобто розв’язування того чи iншого диференцiального рiвняння в класi функцiй,
якi задовольняють строго необхiднi умови для iснування виразiв, що входять у дане рiв-
няння, беруть свiй початок з класичної працi Р.Бера [2]. В нiй було показано, що кожний
неперервний за сукупнiстю змiнних нарiзно диференцiйовний, тобто диференцiйовний
вiдносно кожної змiнної зокрема, розв’язок f : R

2 → R рiвняння

∂u

∂x
+

∂u

∂y
= 0, (1)

має вигляд f (x, y) = ϕ(x − y). У зв’язку з цим Р.Бер в [2] поставив питання про те, чи
зберiгається вигляд розв’язкiв рiвняння (1) у класi нарiзно диференцiйовних функцiй.
Результат Р.Бера, як i його питання, були пiзнiше продубльованi в [4].

Подальшi вивчення розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними за
мiнiмальних вимог були проробленi в роботах [5, 6, 1, 3, 7]. Зокрема, в [7] було розвинуто
метод Р.Бера, застосований в [2], i встановлено, що його питання має позитивну вiдповiдь.
Фактично в [7, теорема 4.3, наслiдок 4.4] був доведений наступний результат, який там
сформульований для функцiї f : R

2 → R.

Теорема 1. Нехай k ∈ R, k 6= 0, f : (a, b) × (c, d) → R — така нарiзно диференцiйов-
на функцiя, що f ′x(p) + k f ′y(p) = 0 для кожного p ∈ (a, b) × (c, d). Тодi iснує визначена
на вiдповiдному iнтервалi диференцiйовна функцiя ϕ така, що f (x, y) = ϕ(kx − y) для
довiльного (x, y) ∈ (a, b)× (c, d).
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У зв’язку з цим природно виникає питання про вигляд розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку зi змiнними коефiцiєнтами у класi
нарiзно диференцiйовних функцiй. У данiй статтi ми дослiджуємо розв’язки деяких ти-
пiв таких рiвнянь i встановлюємо, що вигляд таких розв’язкiв є аналогiчним до вигляду
розв’язкiв класичних рiвнянь першого порядку.

1 ВИПАДОК ДОДАТНИХ КОЕФIЦIЄНТIВ

Спочатку з допомогою стандартних мiркувань доведемо узагальнення теореми 1 на
випадок строго додатних коефiцiєнтiв.

Теорема 2. Нехай α : (a, b) → R i β : (c, d) → R — строго додатнi функцiї, якi мають
первiснi u : (a, b) → R i v : (c, d) → R вiдповiдно, i f : (a, b)× (c, d) → R — така нарiзно
диференцiйовна функцiя, що

β(y) f ′x (x, y) + α(x) f ′y(x, y) = 0 (2)

для всiх (x, y) ∈ (a, b)× (c, d). Тодi iснує така диференцiйовна функцiя ϕ, що

f (x, y) = ϕ(u(x)− v(y))

для всiх (x, y) ∈ (a, b)× (c, d).

Доведення. Розглянемо функцiї s = u(x) i t = v(y). Оскiльки u′(x) = α(x) > 0 i v′(y) =

β(y) > 0, то функцiї u i v строго зростають. Тому iснують оберненi функцiї x = x(s) =

u−1(s) i y = y(t) = v−1(t), причому цi функцiї є диференцiйовними i x′(s) = 1
u′(x)

= 1
α(x)

та y′(t) = 1
v′(y)

= 1
β(y)

.

Позначимо (a1, b1) = {u(x) : x ∈ (a, b)} i (c1, d1) = {v(y) : y ∈ (c, d)}. Тепер розглянемо
функцiю g : (a1, b1)× (c1, d1) → R, g(s, t) = f (x(s), y(t)). Оскiльки f нарiзно диференцi-
йовна, то

g′s(s, t) = f ′x(x(s), y(t)) · x′(s) = f ′x(x(s), y(t)) ·
1

α(x(s))
,

i

g′t(s, t) = f ′y(x(s), y(t)) ·
1

β(y(t))
.

Отже, функцiя g нарiзно диференцiйовна i, врахувавши, що f задовольняє (2), одер-
жимо

g′s(s, t) + g′t(s, t) = 0.

Тому, згiдно з теоремою 1, iснує така диференцiйовна функцiя ϕ, що g(s, t) = ϕ(s − t).
Отже,

f (x, y) = g(u(x), v(y)) = ϕ(u(x)− v(y)).
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2 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Твердження 2.1. Нехай f : (a, b)× R → R — неперервна вiдносно першої змiнної фун-
кцiя, u : (a, b) → R — неперервна функцiя, ϕ1, ϕ2 : R → R — неперервнi функцiї i
x0 ∈ (a, b). При цьому, цi функцiї задовольняють умови f (x, y) = ϕ1(u(x)− y) для довiль-
них x ∈ (a, x0), y ∈ R i f (x, y) = ϕ2(u(x)− y) для довiльних x ∈ (x0, b), y ∈ R. Тодi ϕ1 = ϕ2

i f (x, y) = ϕ1(u(x)− y) для довiльних x ∈ (a, b) i y ∈ R.

Доведення. f (x0, y) = lim
x→x0−0

f (x, y) = lim
x→x0−0

ϕ1(u(x)− y) = ϕ1(u(x0)− y). З iншого боку,

f (x0, y) = lim
x→x0+0

f (x, y) = lim
x→x0+0

ϕ2(u(x)− y) = ϕ2(u(x0)− y).

Отже, ϕ1(u(x0)− y) = ϕ2(u(x0)− y) для всiх y ∈ R, звiдки отримуємо потрiбне.

Теорема 3. Нехай α : R → R функцiя, яка задовольняє наступнi умови:
1) α−1(0) — замкнена, не бiльш нiж злiченна множина;
2) якщо α(x) 6= 0 на iнтервалi I ⊆ R, то α зберiгає знак на I;
3) α має первiсну функцiю u : R → R;

i f : R
2 → R така нарiзно диференцiйовна функцiя, що

f ′x(x, y) + α(x) f ′y(x, y) = 0 (3)

для будь-яких (x, y) ∈ R
2. Тодi iснує така диференцiйовна функцiя ϕ, що f (x, y) =

ϕ(u(x)− y).

Доведення. Позначимо F = α−1(0). Тодi R \ F =
∞
⊔

n=1
Wn, де (Wn)∞

n=1 — послiдовнiсть iнтер-

валiв числової прямої. Позначимо через I сукупнiсть усiх таких iнтервалiв I = (a, b) ⊆ R,
що для будь-якого I ∈ I iснує така диференцiйовна функцiя ϕI : R → R, що f (x, y) =

ϕI(u(x) − y) для всiх x ∈ I та y ∈ R. З теореми 2 i умови 2) випливає, що Wn ∈ I для
довiльного n ∈ N.

Покажемо, що сукупнiсть I задовольняє такi умови:

(a) ϕI = ϕJ для довiльних I, J ∈ I з I ∩ J 6= ∅, причому I ∪ J ∈ I;

(б) якщо J ⊆ I така, що
⋂

I∈J
I 6= ∅, то

⋃

I∈J
I ∈ I;

(в) для кожного I ∈ I iснує такий максимальний в I iнтервал J, що I ⊆ J;

(г) якщо I1 i I2 — максимальнi i рiзнi, то I1 ∩ I2 = ∅.

Доведемо цi властивостi.
(а) Нехай x ∈ I ∩ J. Тодi f (x, y) = ϕI(u(x) − y) = ϕJ(u(x) − y) для всiх y ∈ R. Отже,

ϕI = ϕJ . Крiм того, f (x, y) = ϕI(u(x)− y) для довiльних x ∈ I ∪ J i y ∈ R. Тому I ∪ J ∈ I.
(б) Нехай I1, I2 ∈ J. Тодi з (а) випливає, що ϕI1 = ϕI2. Якщо позначити I0 =

⋃

I∈J
I i

ϕI0 = ϕI , де I — деякий фiксований iнтервал з J, то одержимо f (x, y) = ϕI0(u(x)− y) для
довiльного x ∈ I0 i y ∈ R. Отже, I0 ∈ I.

(в) Зафiксуємо деякий iнтервал I0 ∈ I. Розглянемо систему iнтервалiв J = {I ∈ I :
I0 ⊆ I}. Зрозумiло, що J =

⋃

I∈J
I — iнтервал. Крiм того, з умови (б) випливає, що J ∈ J.
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Покажемо, що J — максимальний в I. Припустимо, що iснує J1 ∈ I такий, що J1 ⊇ J. Тодi
I0 ⊆ J ⊆ J1, тому J1 ∈ J. Крiм того, J1 ⊆

⋃

i∈J
I = J, а значить J1 = J.

(г) Припустимо, що I1 та I2 максимальнi в I i I1
⋂

I2 6= ∅. Тодi I = I1
⋃

I2 ∈ I. З макси-
мальностi I1 та I2 випливає, що I1 = I2.

З умов (в) та (г) випливає, що множину G =
⋃

I∈I
I можна подати у виглядi G =

⊔

n∈N
In,

де N ⊆ N i всi iнтервали In — максимальнi в I. Оскiльки Wn ⊆ G для кожного n ∈ N,

то F1 = R \ G ⊆ R \ (
∞
⋃

n=1
Wn) = F. Зрозумiло, що F1 — замкнена, не бiльш нiж злiченна

множина. Припустимо, що F1 6= ∅. Тодi множина F1 має iзольовану точку x0.
Виберемо iнтервали U = (a, x0), V = (x0, b) ∈ {In : n ∈ N}. Тодi I = (a, b) ∈ I згiдно з

твердженням 2.1, що суперечить максимальностi U та V. Отже, F1 = ∅, тобто G = R. Це
означає, що R ∈ I. Залишилось покласти ϕ = ϕR.

Зауваження 2.1. Аналогiчно доводиться теорема 3 для функцiї f : (a, b)× R → R.

3 ПРИКЛАДИ, ПИТАННЯ

Наступний приклад показує, що немає аналогiв твердження 2.1 i теореми 3 для фун-
кцiї f : (a, b)× (c, d) → R.

Твердження 3.1. Нехай ϕ1, ϕ2 : (−2, 1) → R — такi рiзнi нескiнченно диференцiйовнi
функцiї, що ϕ1(t) = ϕ2(t) для кожного t ∈ (−1, 1). Тодi функцiя f : R × (0, 1) → R,

f (x, y) =

{

ϕ1(cos x − y), (x, y) ∈ (−∞, 0)× (0, 1),
ϕ2(cos x − y), (x, y) ∈ ([0,+∞)× (0, 1).

задовольняє наступнi умови:
1) f нескiнченно диференцiйовна;
2) f ′x(p) + sin x f ′y(p) = 0 для кожного p ∈ R × (0, 1);
3) f (x, y) 6= ϕ(cos x − y) для довiльної функцiї ϕ : (−2, 1) → R.

Доведення. Умови 1) i 2) випливають з того, що

f (x, y) = ϕ1(cos x − y) при (x, y) ∈ (−∞,
π

2
)× (0, 1).

Виберемо точку t ∈ (−2,−1) так, що ϕ1(t) 6= ϕ2(t), i вiзьмемо x1 ∈ (−∞, 0), y1 ∈ (0, 1),
x2 ∈ (0,+∞) i y2 ∈ (0, 1) так, що cos x1 − y1 = cos x1 − y1 = t. Тодi

f (x1, y1) = ϕ1(t) 6= ϕ2(t) = f (x2, y2),

що доводить 3).

Зауваження 3.1. Немає аналогу теореми 3 для рiвнянь виду (2), де β : R → R — строго
додатна неперервна функцiя i α : R → R задовольняє умови 1)− 3) теореми 3. Достатньо
розглянути рiвняння

1
π(y2 + 1)

f ′x(x, y) + sin x f ′y(x, y) = 0

i його розв’язок g(x, y) = f (x, arctg y
π + 1

2), де f — функцiя з твердження 3.1.
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У зв’язку з цим виникає таке питання.

Питання. Нехай α : R → R — (неперервна) функцiя, яка має первiсну u : R → R. Чи
обов’язково нарiзно диференцiйовний розв’язок f : R

2 → R рiвняння (3) має вигляд
f (x, y) = ϕ(u(x)− y)?
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