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ПРО ФОРМУЛУ КОЛИВАГIНА, ДОБУТОК ТЕЙТА АСОЦIЙОВАНИЙ НА

IЗОГЕНIЇ, ЛОКАЛЬНЕ ВIДОБРАЖЕННЯ АРТIНА I СИМВОЛ ГIЛЬБЕРТА

Доведено невиродженiсть добутку Тейта i формулу Коливагiна для елiптичних кривих з
невиродженою редукцiєю над n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним полем, досконалiсть до-
бутку Тейта асоцiйованого на iзогенiї мiж абелевими многовидами над псевдолокальним та
n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним полем i зв’язок локального вiдображення Артiна i сим-
волу Гiльберта для n-вимiрного (n ≤ 3) загального локального поля.

Ключовi слова i фрази: псевдолокальне поле, n-вимiрне псевдолокальне поле, n-вимiрне за-
гальне локальне поле, iзогенiя, добуток Тейта асоцiйований на iзогенiї, локальне вiдображення
Артiна, символ Гiльберта, формула Коливагiна.

Ivan Franko National University, 1 Universytetska str., 79000, Lviv, Ukraine
E-mail: volodymyr-nesteruk@rambler.ru

ВСТУП

М. Папiкiян [10] описав зв’язок мiж добутком Тейта i добутком Вейля для кривих,
визначених над локальним полем. П. Бруiн [3] визначив добуток Тейта асоцiйований на
iзогенiї у випадку, коли поле скiнченне. П. Бруiн [3] i E. Шафер [13] розвинули доскона-
лий добуток Тейта i Фрея-Рюка до добутку Тейта асоцiйованого на iзогенiї.

Вiдображення Артiна вперше введено Е. Артiном у кiнцi 20-х – на початку 30-х рокiв
минулого столiття. Вагомий внесок у його вивчення зробили Е. Нетер, Г. Гассе, Р. Брау-
ер, Ж.-П. Серр [12], I.Б. Фесенко [5], Дж. Мiлн, М. Папiкiян [10]. Д. Гiльберт визначив i
дослiдив символ норменного лишку, який сьогоднi називають символом Гiльберта.

Мета цiєї роботи — доведення невиродженостi добутку Тейта для елiптичних кри-
вих i формули Коливагiна над n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним полем, дослiдження
добутку Тейта, асоцiйованого на iзогенiї, на досконалiсть над псевдолокальним полем
та n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним полем, доведення зв’язку символа Гiльберта i
вiдображення Артiна у випадку, коли поле є n-вимiрним (n ≤ 3) загальним локальним
полем.

Базуючись на роботi М. Папiкiяна [10] доведено невиродженiсть добутку Тейта i фор-
мулу Коливагiна для елiптичних кривих над n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним по-
лем, а на роботах [10] та [4] — зв’язок символа Гiльберта i вiдображення Артiна для
n-вимiрного (n ≤ 3) загального локального поля. Використовуючи працi П. Бруiна [3],
доведено, що добуток Тейта асоцiйований на iзогенiї досконалий над псевдолокальним
полем та n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним полем.
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1 ДОБУТОК ТЕЙТА АСОЦIЙОВАНИЙ НА IЗОГЕНIЇ

Нехай K — n-вимiрне (n ≤ 3) псевдолокальне поле, тобто поле, для якого задана по-
слiдовнiсть повних дискретно нормованих полiв K = Kn, Kn−1, ..., K0, де кожне наступне
поле є полем лишкiв попереднього i поле K0 псевдоскiнченне [2, 6], E — елiптична крива
з невиродженою редукцiєю, визначена над K, K — сепарабельне замикання поля K, K∗ —
мультиплiкативна група поля K. Далi m — натуральне число таке, що (m, char(K)) = 1,
µm(K) — група коренiв степеня m з 1 в K, G — група Галуа максимального абелевого
розширення поля K з експонентою m, GK = Gal(K/K) — абсолютна група Галуа поля K.
Позначимо через Em(K) групу m-кручення, H1(GK, E(K))m (вiдповiдно H1(G, K

∗
)m) — пiд-

групу елементiв в H1(GK, E(K)) (вiдповiдно H1(G, K
∗
)), порядок яких дiлить m. Фiксуємо

σ′ ∈ GK i називаємо σ′ автоморфiзмом Фробенiуса та позначаємо через FrobK/K Припу-
скаємо, що µm(K) ⊂ K. Для всiх 0 ≤ i ≤ 2 групи Hi(GK, Em(K)) скiнченнi.

Означення 1.1. Добуток 〈· , ·〉 : E(K)/mE(K) × H1(GK, E(K))m −→ Z/mZ називається до-
бутком Тейта.

Фiксуємо ξ — твiрний елемент з K∗/K∗m, який можна iдентифiкувати з первiсним ко-
ренем з 1, σ ∈ G. Тодi вибираємо ζ наступним чином:

ζ =
σ(ξ1/m)

ξ1/m
. (1)

Нехай b ∈ K∗, ϕb ∈ Hom(G, µm(K)) i ϕb(g) = g(b1/m)
b1/m . Розглянемо гомоморфiзми ϕa, ϕb :

G → Z/mZ такi, що ζϕa(g) = ϕa(g), ζϕb(g) = ϕb(g). Визначимо елемент з H2(G, µm(K)) бi-
лiнiйною формою Ba,b(g1, g2) = ζϕa(g1)ϕa(g2). Нехай вiдображення iнварiанта задане насту-
пним чином inv : H2(G, µm(K)) ∼= H2(G, K

∗
)m → Z/mZ. Тодi символ Гiльберта представ-

ляється у виглядi (a, b) = ζ invBa,b . Як i в [10] зв’яжемо c1 ∈ E(K)/mE(K) i c2 ∈ H1(G, E(K))m

гомоморфiзмами ϕ1 : µm(K) → Em(K) та ϕ2 : µm(K) → Em(K), використовуючи
E(K)/mE(K) ∼= Hom(µm(K), Em(K)) i H1(G, E(K))m

∼= Hom(µm(K), Em(K)). Вiдомо, що
добуток Вейля {· , ·} : Em(K) × Em(K) −→ µm(K) i добуток Тейта задовольняє ζ〈c1, c2〉 =

{e1, e2}.

Означення 1.2. Формула ζ〈c1, c2〉 = {e1, e2}, що зв’язує добуток Тейта i добуток Вейля,
називається формулою Коливагiна.

Теорема 1. Добуток Тейта (добуток Тейта-Шафаревича) для елiптичних кривих з неви-
родженою редукцiєю над n-вимiрним (n ≤ 3) псевдолокальним полем невироджений.

Доведення теореми випливає з наступної теореми.

Теорема 2. Нехай ζ — примiтивний корiнь з 1 в K вибраний належним чином (1) i
ϕ1(π) = e1, ϕ2(ξ) = e2 ∈ Em(K). Тодi ζ〈c1, c2〉 = {e1, e2}, де {e1, e2} — добуток Вейля на
групi Em(K), 〈c1, c2〉 — добуток Тейта.

Доведення. Мiркуємо iндукцiєю за n. Якщо n = 0, то одержуємо псевдоскiнченне поле,
для якого добуток Тейта невироджений [8] i добуток Вейля невироджений. Доведення
даного випадку очевидне.
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Якщо n = 1, то отримуємо псевдолокальне поле i добуток Тейта невироджений [9].
Знову будемо слiдувати мiркуванням з [10]. Розглянемо вiдображення ϕ1 : K∗/K∗m →

Em(K) i ϕ2 : K∗/K∗m → Em(K), що задовольняють наступнi умови ϕ1(π) = e1, ϕ1(ξ) =

0, ϕ2(π) = 0, ϕ2(ξ) = e2 та ∪-добуток ϕ1 ∪ ϕ2 ∈ H2(G, µm(K)), який використовується
в обчисленнi добутку Тейта та описується бiлiнiйною формою B1 : K∗/K∗m × K∗/K∗m →

µm(K), для якої B1(a, b) = {ϕ1(a), ϕ2(b)} i B1(π, π) = 1, B1(π, ξ) = {e1, e2}, B1(ξ, π) =

1, B1(ξ, ξ) = 1. Наведемо допомiжнi розрахунки для обчислення бiлiнiйних форм

(π, ξ) = θ(π)ξ1/m

ξ1/m = σ(ξ1/m)
ξ1/m = ζ, (ξ, π) = ζ−1, (π, π) = 1, (ξ, ξ) = 1. Обчислимо бiлi-

нiйнi форми Bξ,π(π, π) = ζϕξ(π)ϕπ(π) = ϕπ(π)ϕξ(π) = (π, π)ϕξ(π) = 1ϕξ(π) = 1, Bξ,π(ξ, π) =

ζ−1, Bξ,π(ξ, ξ) = 1, Bξ,π(π, ξ) = 1. Нехай {e1, e2} = ζx. Зв’яжемо бiлiнiйнi форми B1

та Bξ,π вiдношенням B1 = B−x
ξ,π, оскiльки invB1 = (−x) invBξ,π . Для ζ invB1 = ζ(−x)invBξ ,π

знайдемо ζ invBξ ,π = (ξ, π) = ζ−1. Тодi ζ(−x)invBξ ,π = (ζ invBξ ,π)−x = (ζ−1)−x = ζx. Звiдси
invB1 = x, оскiльки {e1, e2} = ζ invB1 . Врахувавши, що invB1 є значенням добутку Тейта, то
ζ<c1,c2> = {e1, e2}.

Якщо n > 1, то використовуємо метод, запропонований В.I. Андрiйчуком [1] для n-
вимiрного псевдолокального поля. Розглянемо точну послiдовнiсть редукцiї 0 → E1 →

E → E′ → 0, де ядро редукцiї E1 є однозначно подiльною на m групою. Розглянемо кому-
тативну дiаграму з точними рядками

0 // E1

m
��

// E(Kn)

m
��

// E′(Kn−1)

m
��

// 0

0 // E1 // E(Kn) // E′(Kn−1) // 0 .

(2)

Застосовуючи лему про змiю до (2), одержуємо 0 → Em(Kn) → Em(Kn−1) → 0 →

E(Kn)/mE(Kn) → E′(Kn−1)/mE′(Kn−1) → 0. Звiдси Em(Kn) ∼= Em(Kn−1) i E(Kn)/mE(Kn) ∼=
E′(Kn−1)/mE′(Kn−1) та з випадку n = 1 випливає правильнiсть теореми.

Зазначимо, що мiркування, використанi для доведення цiєї теореми, запозиченi з ро-
боти М. Папiкiяна [10], де аналогiчний результат сформульовано i доведено для випадку
елiптичних кривих з невиродженими редукцiями, визначених над локальним полем.

Нехай K — псевдолокальне поле, тобто повне дискретно нормоване поле з псевдоскiн-
ченним полем лишкiв k, gK (вiдповiдно gk) — абсолютна група Галуа поля K (вiдповiдно
k), K (вiдповiдно k) — алгебраїчне замикання поля K (вiдповiдно k).

Лема 1.1 ([11]). Нехай D — скiнченний gk-модуль. Тодi |H0(gk, D)| = |H1(gk, D)|.

Теорема 3. Нехай ϕ — iзогенiя мiж абелевими многовидами A i B над псевдолокаль-
ним полем K з полем лишкiв k, m — порядок ядра iзогенiї ker ϕ. Припускаємо, що поле
K мiстить коренi з 1 степеня m. Тодi добуток Тейта асоцiйований на iзогенiї ϕ, [., .]ϕ :
ker ϕ̂(K) × coker (ϕ(K)) −→ K∗ досконалий.

Доведення. Використовуємо метод, запропонований П. Бруiном [3] для випадку скiнчен-
ного поля. Нехай ϕ — iзогенiя мiж абелевими многовидами над псевдоскiнченним полем
лишкiв k. Розглянемо точну послiдовнiсть

0 → kerϕ → A → B → 0 (3)
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i оскiльки A, B i ϕ визначенi над полем k, то використання k-точок у цiй послiдовностi

дає точну послiдовнiсть gk-модулiв 0 → kerϕ(k) → A(k)
ϕ(k)
→ B(k) → 0, з якої одер-

жуємо точну послiдовнiсть груп когомологiй 0 → H0(gk, kerϕ(k)) → H0(gk, A(k))
ϕ(k)
→

H0(gk, B(k)) → H1(gk, kerϕ(k)) → H1(gk, A(k))
ϕ(k)
→ H1(gk, B(k)) → . . . За означенням

H0(gk, kerϕ(k)) = kerϕ(k), H0(gk, A(k)) = A(k), H0(gk, B(k)) = B(k) i отримуємо 0 →

kerϕ(k) → A(k)
ϕ(k)
→ B(k) → H1(gk, kerϕ(k)) → H1(gk, A(k))

ϕ(k)
→ H1(gk, B(k)). Групи

H1(gk, A(k)) i H1(gk, B(k)) дорiвнюють нулю, оскiльки поле k — псевдоскiнченне. Звiдси

0 → kerϕ(k) → A(k)
ϕ(k)
→ B(k) → H1(gk, kerϕ(k)) → 0. (4)

З (4) випливає 0 → B(k)/ϕ(k)(A(k)) → H1(gk, kerϕ(k)) → 0. Звiдси B(k)/ϕ(k)(A(k)) ∼=
H1(gk, kerϕ(k)). Далi, аналогiчно розглядаємо iзогенiю ϕ мiж абелевими многовидами над
псевдолокальним полем K. З аналогiчної до (3) точної послiдовностi отримуємо

B(K)/ϕ(K)(A(K)) ∼= H1(gK, kerϕ(K)).

Використовуючи вiдомий факт, що Hi(gK, kerϕ(K)) ∼= Hi(gk, kerϕ(k) для всiх i, одержує-
мо при i = 1

H1(gK, kerϕ(K)) ∼= H1(gk, kerϕ(k)) (5)

i B(K)/ϕ(K)A(K) ∼= H1(gK, kerϕ(K)) ∼= H1(gk, kerϕ(k)) ∼= B(k)/ϕ(k)A(k).
Звiдси B(K)/ϕ(K)A(K) ∼= B(k)/ϕ(k)A(k) i, враховуючи cokerϕ(K) i cokerϕ(k), одержу-

ємо
cokerϕ(K) ∼= cokerϕ(k). (6)

Розглянемо групи H1(gk, ker’(k)) ∼= H1(Ẑ, ker’(k)) ∼= H0(Ẑ, ker’(k)) ∼= ker’(k) i
H1(gK, ker’(K)) ∼= H1(Ẑ, ker’(K)) ∼= H0(Ẑ, ker’(K)) ∼= ker’(K), де Ẑ — вiльна топологi-
чна група з однiєю твiрною. Звiдси, враховуючи (5), одержуємо

kerϕ(K) ∼= kerϕ(k). (7)

З (6) i (7) одержуємо, що достатньо показати досконалiсть добутку Тейта на iзогенiї над
псевдоскiнченним полем.

Аналогiчна до (4) точна послiдовнiсть i лема 1.1 дозволяють визначити досконалий до-
буток (ker ϕ(K))∨ × coker (ϕ(K)) → K∗. Враховуючи канонiчний iзоморфiзм ε ϕ : ker ϕ̂ →

(ker ϕ)∨, отримуємо, що добуток ker ϕ̂(K) × coker (ϕ(K)) −→ K∗ досконалий.

Для групи A (вiдповiдно A′), яка визначена над полем K (вiдповiдно k), позначемо
через A(K) (вiдповiдно A′(k)) її групу K-рацiональних точок (вiдповiдно k-рацiональних
точок), A1(K) — ядро редукцiї A(K) → Ã(k).

Теорема 4. Нехай K — n-вимiрне (n ≤ 3) псевдолокальне поле, A — абелевий многовид,
визначений над полем K. Припустимо, що A має всi добрi редукцiї при послiдовних ре-
дукцiях поля Ki, 1 ≤ i ≤ 3, ϕ — iзогенiя мiж абелевими многовидами над полем K, m —
порядок ядра iзогенiї ker ϕ. Припускаємо, що поле K мiстить коренi з 1 степеня m. Тодi
добуток Тейта асоцiйований на iзогенiї ϕ, [., .]ϕ : ker ϕ̂(K) × coker (ϕ(K)) −→ K∗ доско-
налий.
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Доведення. Мiркуємо iндукцiєю за n. Якщо n = 0, то одержуємо псевдоскiнченне поле,
для якого добуток Тейта асоцiйований на iзогенiї мiж абелевими многовидами, якi ви-
значенi над цим полем є досконалим, що було встановлено нами ранiше.

Якщо n = 1, то отримуємо псевдолокальне поле i добуток Тейта асоцiйований на iзо-
генiї мiж абелевими многовидами, визначених над цим полем, досконалий. Це випливає
з теореми 3.

Якщо n > 1, то використовуємо метод, запропонований В.I. Андрiйчуком [1] для n-
вимiрного (n ≤ 3) псевдолокального поля. Розглянемо точну послiдовнiсть редукцiї 0 →

A1 → A → A′ → 0, де ядро редукцiї A1 є однозначно подiльною на m групою. Розглянемо
комутативну дiаграму з точними рядками

0 // A1

ϕ

��

// A(Kn)

ϕ
��

// A′(Kn−1)

ϕ
��

// 0

0 // A1 // A(Kn) // A′(Kn−1) // 0 .

(8)

Застосовуючи лему про змiю до (8) одержуємо

0 → kerϕ(Kn) → kerϕ(Kn−1) → 0 → A(Kn)/ϕA(Kn) → A′(Kn−1)/ϕA′(Kn−1) → 0.

Звiдси, kerϕ(Kn) ∼= kerϕ(Kn−1) i A(Kn)/ϕA(Kn) ∼= A′(Kn−1)/ϕA′(Kn−1) та слiдуючи мiр-
куванням в доведенi теореми 3, отримуємо, що добуток Тейта асоцiйований на iзогенiї
досконалий.

2 ЗВ’ЯЗОК МIЖ ЛОКАЛЬНИМ ВIДОБРАЖЕННЯМ АРТIНА I СИМВОЛОМ ГIЛЬБЕРТА У

ВИПАДКУ n-ВИМIРНОГО ЗАГАЛЬНОГО ЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ

Нагадаємо, що n-вимiрним (n ≤ 3) загальним локальним полем K називається поле,
для якого задана послiдовнiсть повних дискретно нормованих полiв K = Kn, Kn−1,...,K0,
де кожне наступне поле є полем лишкiв попереднього i поле K0 квазiскiнченне [12].

Лема 2.1 ([1]). Нехай K — загальне локальне поле, m — просте число, m 6= charK0. Тодi
когомологiчна m-розмiрнiсть cdmK поля K дорiвнює n + 1 i Hn+1(K, µm(K)) ∼= Z/mZ.

Теорема 5 ([5, 12]). Нехай K — n-вимiрне (n ≤ 3) загальне локальне поле, Kab — абелеве
розширення поля K. Тодi iснує гомоморфiзм θ : K∗ → Gal(Kab/K) з наступними власти-
востями:
1) для кожного простого елемента π з поля K i кожного скiнченного нерозгалуженого
розширення L поля K одержуємо, що θ(π)|L = FrobL/K;
2) для кожного скiнченного абелевого розширення L поля K отримуємо, що NL/K(L∗)

мiститься в ядрi вiдображення a → θ(a)|L i θ iндукує iзоморфiзм θL/K : K∗/NL/K →

Gal(L/K);
3) пiдгрупа N групи K∗ має вигляд NL/K(L∗) для деякого скiнченного абелевого розши-
рення L поля K, ([L : K], char(k)) = 1, якщо вона має скiнченний iндекс i вiдкрита.

Означення 2.1. Гомоморфiзм θ з теореми 5 називається локальним вiдображенням Ар-
тiна.
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Лема 2.2 ([12]). Нехай G — скiнченна група, B — G-модуль, f : G → B — 1-коцикл,
f ∈ H1(G, B) — клас когомологiй f , g ∈ Ĥ−2(G, Z), f (s) ∈ B така, що N f (s) = 0, де N

взяте iз властивостi 3 теореми 5. Тодi для кожного g ∈ G маємо g f = f (s)0 ∈ Ĥ−1(G, B),
де f (s)0 — канонiчний образ елемента f (s) ∈ B в Ĥ−1(G, B).

Означення 2.2. Група P показника m — це група, для якої виконується умова pm = e для
всiх p ∈ P.

Означення 2.3. Розширення L/K поля K називається розширенням показника m, якщо
воно є розширенням Галуа i група Галуа є групою показника m.

Теорема 6 ([7]). Нехай K — поле, m — натуральне число, взаємно просте з char K i при-
пускаємо, що всi коренi степеня m з 1 знаходяться в K, B — пiдгрупа в K∗ така, що
K∗m ⊂ B, KB = K(B1/m). Тодi KB — розширення Куммера (абелеве розширення по-
казника m) i маємо бiлiнiйне вiдображення (·, ·) : Gal(KB/K) × B → µm(K); (g, a) =
gα
α , де αm = a, g ∈ Gal(KB/K), a ∈ B. Тодi ядро злiва даного вiдображення дорiвнює 1,

з справа — K∗m i розширення KB/K — скiнченне ⇐⇒ [B : K∗m] — скiнченне. У цьому
випадку B/K∗m ∼= Hom(Gal(KB/K), µm(K)).

Вiдомо, що iснує inv-iзоморфiзм локальної теорiї полiв класiв для загальних локаль-
них полiв [5, 12] inv : H2(G, K∗

s ) → Q/Z, inv : H2(G, µm(K)) ∼= H2(G, K
∗
)m → Z/mZ, де K∗

s

— сепарабельне замикання поля K. Образ елемента β ∈ H2(G, K∗
s ) при вiдображенi inv

називається iнварiантом елемента β.

Теорема 7. Нехай K — n-вимiрне (n ≤ 3) загальне локальне поле. Тодi

θ(b)(a1/m) = (a, b)a1/m. (9)

Доведення. У випадку n = 1 отримуємо загальне локальне поле i нами було вже вста-
новлено, що (9) має мiсце. Для зручностi читача нагадаємо доведення. Використовуємо
метод, запропонований М. Папiкiяном [10] для випадку локального поля. Нехай L/K —
максимальне абелеве m-розширення зi скiнченною групою G, a ∈ K∗, K∗/K∗m — скiнчен-
на група. Тодi група G — скiнченна, оскiльки G ∼= K∗/K∗m.

Нехай a ∈ K∗. Враховуючи теорему 6, визначимо ϕa ∈ Hom(G, µm(K)) наступним
чином:

ϕa(g) =
g(a1/m)

a1/m
. (10)

Тодi формула θ(b)(a1/m) = (a, b)a1/m , врахувавши (10) при g = θ(b), набуде вигляду
(a, b) = ϕa(θ(b)). З точної послiдовностi 0 → Z → Q → Q/Z → 0 одержуємо точну
послiдовнiсть груп когомологiй

. . . → Ĥ−1(G, Z) → Ĥ−1(G, Q) → Ĥ−1(G, Q/Z)
δ
→ Ĥ0(G, Z) → Ĥ0(G, Q) → Ĥ0(G, Q/Z)

δ
→ Ĥ1(G, Z) → Ĥ1(G, Q) → Ĥ1(G, Q/Z)

δ
→ Ĥ2(G, Z) → Ĥ2(G, Q) → Ĥ2(G, Q/Z) → . . . ,

де δ — зв’язуючi гомоморфiзми [4].
Нехай χ ∈ Hom(G, Q/Z), δχ ∈ H2(G, Z) — образ характера χ вiдносно зв’язуючого

вiдображення δ : H1(G, Q/Z) → H2(G, Z), α ∈ Ĥ0(G, L∗) — образ елемента α ∈ K∗. Тодi
∪-добуток α δχ ∈ H2(G, L∗) i χ(θ(b)) = inv(α δχ) [12].
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Отже, потрiбно довести рiвнiсть χ(θ(b)) = inv(α δχ). Розглянемо iзоморфiзм θ−1
L/K :

G → K∗/NL/K(L∗). Тодi за означенням θ−1
L/K, одержуємо θ(b) · uL/K = α ∈ Ĥ0(G, L∗)

i α · δχ = θ(b) · uL/K · δχ. Далi, використовуючи асоцiативнiсть ∪-добутку, отримаємо
α · δχ = uL/K · (θ(b) · δχ) = uL/K · δ(θ(b) · χ), де θ(b) · χ ∈ Ĥ−1(G, Q/Z). Групу Ĥ−1(G, Q/Z)

ототожнюємо з групою Z/nZ за умови, що [L : K] = n, а групу Ĥ−2(G, Z) з G за умови,
що гарантовано виконується рiвнiсть θ(b) · χ = χ(θ(b)) (лема 2.2).

Розглянемо δ : Ĥ−1(G, Q/Z) → Ĥ0(G, Z) = Z/nZ. Нехай θ(b) · χ = r/n, де r ∈ Z. Тодi
δ(r/n) ∈ Ĥ0(G, Z) i δ(r/n) = r та

inv(α · δχ) = inv(uL/K · (θ(b) · δχ)) = inv(uL/K · δ(θ(b) · χ)) = inv(uL/K · r) = r/n = χ(θ(b)),

де uL/K — фундаментальний клас групи H2(G, L∗).
Для того, щоб показати, що рiвнiсть (9) має мiсце для n-вимiрного загального локаль-

ного поля, використовуємо метод, запропонований В.I. Андрiйчуком [1] для n-вимiрного
(n ≤ 3) загального локального поля. При n = 0 одержимо квазiскiнченне поле K0. Вiдомо,
що його абсолютна група Галуа iзоморфна групi Ẑ.

Як було вже згадано вище, якщо n = 1, то отримуємо загальне локальне поле K1

i рiвнiсть (9) залишається вiрною. Покажемо, що зв’язок мiж локальним вiдображенням
Атрiна i символом Гiльберта (9) зберiгається i для випадку, коли n > 1. Розглянемо точну
послiдовнiсть [1]

0 → Hr(Ki−1, µm(K)) → Hr(Ki, µm(K)) → Hr−1(Ki−1, µm(K)), (11)

де 1 ≤ i ≤ n + 1, r ≥ 1. Враховуючи, що cdmKn−1 = n, i приймаючи r = n + 1 в (11), одер-
жуємо Hn+1(Kn−1, µm(K)) = 0 i Hn+1(K, µm(K)) ∼= Hn(Kn−1, µm(K)). За лемою 2.1 iснує
iзоморфiзм Hn+1(K, µm(K)) ∼= Z/mZ. Дiйсно, повторюючи аналогiчним чином, отри-
муємо Hn+1(K, µm(K)) ∼= Hn(Kn−1, µm(K)) ∼= . . . ∼= H2(K1, µm(K)) ∼= H1(K0, µm(K)) =

Hom(Ẑ, µm(K)) ∼= Z/mZ. Далi аналогiчнi мiркування, якi використанi при доведеннi (9)
для загального локального поля, переносяться на випадок n-вимiрного (n ≤ 3) загального
локального поля.

Автор висловлює подяку В.I. Андрiйчуку за постановку задач та допомогу при їх
розв’язаннi.
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Nesteruk V.I. On the Kolyvagin’s formula, the Tate pairing associated to an isogeny, the local Artin map and

the Hilberts symbol. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 94–101.

A proof of nondegeneracy of the Tate pairing and Kolyvagin’s formula for elliptic curves with
good reductions over an n-dimensional (n ≤ 3) pseudolocal field, the Tate pairing associated to an
isogeny between abelian varieties over pseudolocal field and an n-dimensional (n ≤ 3) pseudolocal
field, and the relations of local Artin map and of the Hilbert symbol for an n-dimensional (n ≤ 3)
general local field is given.

Key words and phrases: pseudolocal field, n-dimensional pseudolocal field, n-dimensional gen-
eral local field, isogeny, Tate pairing associated to an isogeny, local Artin map, Hilbert symbol, Koly-
vagin’s formula.

Нестерук В.И. О формуле Колывагина, спаривание Тэйта ассоциированого на изогении, локальном

отображении Артина и символе Гильберта // Карпатские математические публикации. — 2013.
— Т.5, №1. — C. 94–101.

Приведено доказательство невырожденности спаривания Тэйта и формулы Колывагина
для эллиптических кривых с невырожденными редукциями над n-мерными (n ≤ 3) псевдо-
локальными полями, досконалость спаривания Тэйта ассоциированого на изогении для абе-
левых многообразий над псевдолокальным полем и над n-мерным (n ≤ 3) псевдолокальным
полем, и связь локального отображения Артина и символа Гильберта для n-мерного (n ≤ 3)
общего локального поля.

Ключевые слова и фразы: псевдолокальное поле, n-мерное псевдолокальное поле, n-мерное
общее локальное поле, изогения, спаривание Тэйта ассоциированого на изогении, локальное
отображения Артина, символ Гильберта, формула Колывагина.


