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СЛАБКА ВЛАСТИВIСТЬ ДАРБУ I ПЕРЕХIДНIСТЬ ЛIНIЙНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ У

ТОПОЛОГIЧНИХ ВЕКТОРНИХ ПРОСТОРАХ

Показано, що кожне лiнiйне вiдображення в топологiчних векторних просторах завжди
має слабку властивiсть Дарбу, отже, буде неперервним тодi i лише тодi, коли воно перехiдне.
Для скiнченновимiрного вiдображення f зi значеннями у гаусдорфовому топологiчному ве-
кторному просторi наступнi умови еквiвалентнi: (i) f неперервне; (ii) графiк f замкнений; (iii)
ядро f замкнене; (iv) f перехiдне.

Ключовi слова i фрази: лiнiйне вiдображення, властивiсть Дарбу, перехiдне вiдображення,
замкнений графiк, замкнене ядро.
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1 ВСТУП

Вихiдним пунктом дослiджень даної працi є класична теорема Банаха про замкне-
ний графiк [1, с. 35], яка у спрощеному виглядi формулюється так: для довiльних ба-
нахових просторiв X i Y кожне лiнiйне вiдображення f : X → Y iз замкненим графiком
є неперервним. Пiзнiше з’явилося багато результатiв про неперервнiсть вiдображень iз
замкненим графiком, якi задовольняють рiзнi додатковi умови. Одним з них є результат
з [3], де доведено, що кожна неперервна за Стеллiнґзом функцiя f : R → R iз замкне-
ним графiком є неперервною. Для цього у згаданiй статтi введено новий клас функцiй
f : R → R, що дiстали назву перехiдних, та з’ясовано, що вiн мiстить клас функцiй iз за-
мкненим графiком i що кожна перехiдна неперервна за Стеллiнґзом функцiя f : R → R

є неперервною.
Поняття перехiдностi було узагальнено в працi [7] на вiдображення f : X → Y, що

дiють у довiльних топологiчних просторах. Там же у вступi було зiбрано вiдомi авторам
результати про декомпозицiю неперервностi, в яких однiєю з умов виступає замкненiсть
графiка. При цьому виникло природне бажання з’ясувати, в яких iз цих результатiв за-
мкненiсть графiка може бути замiнена на перехiднiсть, що дає цiлу програму для майбу-
тнiх дослiджень.

Нехай X i Y — топологiчнi простори. Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y нази-
вається перехiдним у точцi x0 з X, якщо для кожного околу V точки y0 = f (x0) у про-
сторi Y iснують окiл U точки x0 в X i вiдкритий окiл W точки y0 в Y такi, що W ⊆ V
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i f (U) ⊆ W ∪ (Y \ W). Вiдображення називають перехiдним, якщо воно перехiдне у ко-
жнiй точцi x з X.

Вiдомо [7, теор. 6]: якщо X — топологiчний простiр, Y — гаусдорфовий локально ком-

пактний простiр i f : X → Y — вiдображення iз замкненим графiком, то f — перехiдне

вiдображення. (Теорема А).
Кажуть, що вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу, якщо образ f (G)

кожної областi G в X (тобто зв’язної i вiдкритої в X множини) є зв’язною множиною у
просторi Y.

Наступний результат про декомпозицiю неперервностi ([7, теор. 5 i 16] та [2, с. 518]) був
першим кроком у реалiзацiї вказаної вище програми: якщо X — локально зв’язний простiр,

Y — топологiчний простiр, то вiдображення f : X → Y є неперервним вiдображенням тодi i

тiльки тодi, коли воно перехiдне i має слабку властивiсть Дарбу. (Теорема B).
Ця теорема покращує як один результат роботи [9], де замiсть перехiдностi вимага-

лося наявнiсть замкненого графiка, а замiсть слабкої властивостi Дарбу — звичайна вла-
стивiсть Дарбу, так i результат працi [8], де замiсть перехiдностi розглянуто сильнiшу
властивiсть.

У цiй роботi ми дослiджуємо лiнiйнi вiдображення f : X → Y, де X i Y — довiльнi топо-
логiчнi векторнi простори (ТВП). Виявляється, що кожне таке вiдображення має слабку
властивiсть Дарбу. Тому з теореми про декомпозицiю неперервностi негайно випливає,
що лiнiйнi вiдображення f : X → Y будуть перехiдними тодi i тiльки тодi, коли вони
неперервнi. Втiм, неперервнiсть перехiдного лiнiйного вiдображення в ТВП легко вста-
новлюється i безпосередньо на основi того, що в довiльному ТВП iснує база заокруглених
околiв нуля.

Нескладно перевiрити, що для гаусдорфового ТВП Y скiнченновимiрнi лiнiйнi вiд-
ображення f : X → Y iз замкненим графiком обов’язково перехiднi, а значить, непе-
рервнi, зокрема, неперервними будуть i лiнiйнi функцiонали f : X → K iз замкненим
графiком. Виявляється, що замкненiсть графiка лiнiйного функцiонала f рiвносильна
замкненостi його ядра ker f . Тому отриманий результат еквiвалентний вiдомому крите-
рiю неперервностi лiнiйного функцiонала в термiнах його ядра [4, с. 15]. Ми встановлю-
ємо також, що для скiнченновимiрних лiнiйних вiдображень f : X → Y наступнi умови
еквiвалентнi: (i) f неперервне; (ii) ядро f замкнене; (iii) графiк f замкнений.

2 ЛАМАНО ЗВ’ЯЗНI МНОЖИНИ У ВЕКТОРНИХ ПРОСТОРАХ

Символом K позначимо поле R всiх дiйсних чисел чи поле C всiх комплексних чисел.
Нехай X — векторний простiр над полем K i a, b — вектори з X. Вiдображення ω : R → X,
яке задається формулою ω(t) = ta + b ми називатимемо лiнiйною функцiєю. Для точок x1

i x2 з X, невиродженого вiдрiзка [α, β] числової прямої i лiнiйної функцiї ω(t) = ta + b

звуження ω|[α,β], для якого ω(α) = x1 i ω(β) = x2, назвемо прямолiнiйним шляхом, що

з’єднує точки x1 i x2.

Лема 2.1. Для будь-яких точок x1 i x2 з векторного простору X i невиродженого вiдрiзка
[α, β] iснує єдиний прямолiнiйний шлях ω : [α, β] → X, який з’єднує точки x1 i x2.
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Доведення. Розглянемо стандартний прямолiнiйний шлях ω0(λ) = (1 − λ)x1 + λx2,
0 ≤ λ ≤ 1, що з’єднує точки x1 i x2, лiнiйну функцiю γ, що переводить вiдрiзок [α, β] у
вiдрiзок [0, 1], яка задається формулою γ(t) = t−α

β−α , i їх композицiю ω = ω0 ◦γ. Зрозумiло,
що

ω(t) = ω0(γ(t)) = ta + b,

де a = x2−x1
β−α i b = βx1−αx2

β−α , причому

ω(α) = ω0(0) = x1 i ω(β) = ω0(1) = x2.

Таким чином, ω — прямолiнiйний шлях, заданий на вiдрiзку [α, β], що з’єднує x1 i x2.
Нехай ω∗(t) = ta∗ + b∗ — довiльний прямолiнiйний шлях на вiдрiзку [α, β], який з’єд-

нує точки x1 i x2. Тодi ω∗(α) = αa∗ + b∗ = x1 i ω∗(β) = βa∗ + b∗ = x2, звiдки отримуємо,
що (β − α)a∗ = x2 − x1, тобто a∗ = x2−x1

β−α = a, i

b∗ = x1 − αa∗ = x1 − α
x2 − x1

β − α
=

βx1 − αx1 − αx2 + αx1

β − α
=

βx1 − αx2

β − α
= b.

Отже, ω∗ = ω.

Нехай x0, x1, . . . , xn — довiльнi точки векторного простору X i [α, β] — невироджений
вiдрiзок числової прямої. Ламана, що породжена точками x0, x1, . . . , xn, — це вiдображення
l : [α, β] → X, для якого iснує таке розбиття α = t0 < t1 < · · · < tn = β, що для кожного
k = 1, . . . , n звуження l|[tk−1,tk]

— це прямолiнiйний шлях, що з’єднує точки xk−1 i xk.

Лема 2.2. Нехай X i Y — векторнi простори, f : X → Y — лiнiйне вiдображення,
x0, x1, . . . , xn — точки з X, yk = f (xk) при k = 0, . . . , n, l : [α, β] → X — ламана у про-
сторi X, що породжена точками x0, . . . , xn з X. Тодi f ◦ l — це ламана у просторi Y, що
породжена точками y0, . . . , yn з Y.

Доведення. За умовою iснує таке розбиття α = t0 < · · · < tn = β, що звуження l|[tk−1,tk]
—

це прямолiнiйний шлях, який з’єднує точки xk−1 i xk при k = 1, . . . , n. Тодi для k = 1, . . . , n

iснують такi вектори ak i bk з X, що l(t) = tak + bk при tk−1 ≤ t ≤ tk, причому l(tk−1) = xk−1

i l(tk) = xk. З лiнiйностi вiдображення f випливає, що при tk−1 ≤ t ≤ tk для кожного
k = 1, . . . , n

( f ◦ l)(t) = f (l(t)) = f (tak + bk) = t f (ak) + f (bk)

при цьому ( f ◦ l)(tj) = f (l(tj)) = f (xj) = yj для кожного j = 0, . . . , n. Тому f ◦ l|[tk−1,tk]

— це прямолiнiйний шлях, що з’єднує точки yk−1 i yk в Y, а значить, f ◦ l — ламана, що
породжена точками y0, . . . , yn в Y.

Точки x0 i x з пiдмножини E векторного простору X називатимемо ламано зв’язними

в E (i позначатимемо x0
Λ
∼
E x), якщо iснує така ламана l : [α, β] → E зi значеннями у

множинi E, що l(α) = x0 i l(β) = x. Про таку ламану кажуть, що вона з’єднує точки x0

i x у множинi E. Пiдмножину E векторного простору X назвемо ламано зв’язною, якщо
будь-якi її двi точки є ламано зв’язними в E.

Лема 2.3. Для будь-якої пiдмножини E векторного простору X вiдношення Λ
∼
E ламаної

зв’язностi в E — це вiдношення еквiвалентностi на множинi E.
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Доведення. Перевiримо лише транзитивнiсть вiдношення
Λ
∼
E , залишивши перевiрку ре-

флексивностi i симетричностi цього вiдношення читачевi.

Нехай x′
Λ
∼
E x′′ i x′′

Λ
∼
E x′′′. Покажемо, що x′

Λ
∼
E x′′′. За умовою iснують ламана l′ : [α′, β′] →

E, що породжується точками x′0, . . . , x′n′ , де x′0 = x′ i x′n′ = x′′, i ламана l′′ : [α′′, β′′] → E, що
породжується точками x′′0 , . . . , x′′n′′ , де x′′0 = x′′ i x′′n′′ = x′′′. Розглянемо довiльний невиро-

джений вiдрiзок [α, β] i лiнiйнi функцiї γ′ i γ′′, що переводять вiдрiзок I ′ = [α, α+β
2 ] у вiдрi-

зок [α′, β′], а вiдрiзок I ′′ = [α+β
2 , β] у вiдрiзок [α′′, β′′]. Визначимо функцiю l : [α, β] → E, по-

кладаючи l(t) = l′(γ′(t)) при t ∈ I ′ i l(t) = l′′(γ′′(t)) при t ∈ I ′′. Нескладно перевiрити, що
l — це ламана, що породжується точками x′ = x′0, x′1, . . . , x′n′ = x′′ = x′′0 , x′′1 , . . . , x′′n′′ = x′′′,

причому l([α, β]) ⊆ E. Таким чином, x′
Λ
∼
E x′′′.

Лема 2.4. Кожна зрiвноважена множина у векторному просторi є ламано зв’язною.

Доведення. Нагадаємо, що множина E — зрiвноважена, якщо для кожної точки x ∈ E i
для довiльного скаляра λ такого, що |λ| ≤ 1, обов’язково виконується λx ∈ E. Оскiльки
порожня множина автоматично ламано зв’язна, то припустимо, що E 6= ∅. Тодi iснує
точка x0 ∈ E, а з нею i 0 = 0 · x0 ∈ E, адже |0| = 0 ≤ 1.

Розглянемо довiльнi точки x1 i x2 з множини E i функцiю

l(t) =

{

(1 − 2t)x1, 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

(2t − 1)x2, 1
2 ≤ t ≤ 1.

Оскiльки 0 ≤ 1 − 2t ≤ 1 при 0 ≤ t ≤ 1
2 i 0 ≤ 2t − 1 ≤ 1 при 1

2 ≤ t ≤ 1, то l(t) ∈ E для всiх
0 ≤ t ≤ 1 на основi зрiвноваженостi множини E. Звуження l на вiдрiзки [0, 1

2 ] i [1
2 , 1] — це

лiнiйнi функцiї, причому l(0) = x1, l(1
2 ) = 0 i l(1) = x2. Таким чином, l : [0, 1] → E — це

ламана, що породжена точками x1, 0 i x2, яка з’єднує точки x1 i x2 у множинi E, i тому E

— ламано зв’язна множина.

3 ЛАМАНО ЗВ’ЯЗНI МНОЖИНИ У ТОПОЛОГIЧНИХ ВЕКТОРНИХ ПРОСТОРАХ

Нехай тепер X — це топологiчний векторний простiр над полем K. Тодi довiльна лi-
нiйна функцiя ω : R → X, ω(t) = ta + b, буде неперервною, адже додавання i множе-
ння на скаляр у ТВП — це неперервнi операцiї. Тому i довiльний прямолiнiйний шлях
ω : [α, β] → X i кожна ламана l : [α, β] → X — це неперервнi функцiї. Звiдси негай-
но випливає, що кожна ламано зв’язна множина в ТВП є лiнiйно зв’язною, а значить, i
зв’язною.

Лема 3.1. Довiльний ТВП X є локально ламано зв’язним простором, тобто в кожному
околi довiльної точки з X мiститься деякий ламано зв’язний окiл цiєї ж точки.

Доведення. Добре вiдомо [6, с. 14], що зрiвноваженi околи нуля утворюють базу околiв
нуля в довiльному ТВП, тому в кожному околi нуля в X мiститься деякий зрiвноважений,
а значить, i ламано зв’язний окiл нуля.

Нехай тепер x — довiльна точка з X i Ux — її окiл в X. Тодi iснує такий окiл нуля U,
що Ux = x + U. Нехай V — зрiвноважений окiл нуля, який мiститься в U. За лемою 2.4
вiн є ламано зв’язним. Таким же буде i його зсув Vx = x + V на вектор x, бо операцiя
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зсуву, очевидно, переводить ламанi в ламанi, адже для лiнiйної функцiї ω(t) = ta + b i
функцiя ω(t) + x = ta + b + x буде лiнiйною. Оскiльки Vx — це окiл точки x i Vx ⊆ Ux, то
все доведено.

Лема 3.2. Кожна область у довiльному ТВП є ламано зв’язною множиною.

Доведення. Розглянемо довiльнi точки x0 i x областi G i доведемо, що x0
Λ
∼
G

x. Для цього
розглянемо множину

G∗ = {x∗ ∈ G : x0
Λ
∼
G

x∗}.

Ця множина непорожня, бо x0 ∈ G∗. Покажемо, що вона вiдкрита i замкнена в G.

Нехай x∗ ∈ G∗. Тодi x0
Λ
∼
G x∗ за означенням множини G∗. Оскiльки x∗ ∈ G i множина G

вiдкрита, то G — це окiл точки x∗ в X. За лемою 3.1 iснує такий ламано зв’язний окiл U

точки x∗ в X, що U ⊆ G. Нехай u — довiльна точка з U. Оскiльки U ламано зв’язний, то
x∗

Λ
∼
U u, а значить, i x∗

Λ
∼
G

u, адже U ⊆ G. За лемою 2.3 звiдси отримуємо, що x0
Λ
∼
G

u, отже,
u ∈ G∗. Таким чином, U ⊆ G∗, отже, множина G∗ вiдкрита в X i в G.

Нехай x∗ ∈ G i x∗ ∈ G∗. За лемою 3.1 iснує такий ламано зв’язний окiл U точки x∗ в X,
що U ⊆ G. Оскiльки x∗ — це точка дотику множини G∗, то U ∩ G∗ 6= ∅, тому iснує точка

u ∈ U ∩ G∗. З того, що u ∈ G∗ випливає, що x0
Λ
∼
G

u. Але u i x∗ належать до U. З ламаної

зв’язностi U випливає, що u
Λ
∼
U x∗, а з включення U ⊆ G i те, що u

Λ
∼
G

x∗. Знову застосувавши

лему 2.3, отримаємо, що x0
Λ
∼
G

x∗, отже, x∗ ∈ G∗. Це дає нам замкненiсть множини G∗ у
множинi G.

Таким чином, G∗ — це непорожня вiдкрита i замкнена пiдмножина у зв’язнiй множинi

G, тому G∗ = G. Звiдки x ∈ G∗, а значить x0
Λ
∼
G

x.

4 ЛIНIЙНI ВIДОБРАЖЕННЯ I СЛАБКА ВЛАСТИВIСТЬ ДАРБУ

З означення лiнiйного вiдображення легко вивести наступний результат.

Лема 4.1. Нехай X i Y — векторнi простори над полем K, E — ламано зв’язна множина в
X i f : X → Y — лiнiйне вiдображення. Тодi f (E) — ламано зв’язна в Y.

Доведення. Нехай y0 i y — довiльнi точки з f (E). Iснують такi точки x0 i x з E, що f (x0) = y0

i f (x) = y. Оскiльки множина E ламано зв’язна, то iснує така ламана l : [α, β] → E, що
l(α) = x0 i l(β) = x. За лемою 2.2 композицiя f ◦ l буде ламаною в множинi f (E), адже
( f ◦ l)([α, β]) = f (l([α, β])) ⊆ f (E), причому ( f ◦ l)(α) = f (l(α)) = f (x0) = y0 i ( f ◦ l)(β) =

f (l(β)) = f (x) = y. Це доводить, що f ◦ l — це ламана, яка з’єднує точки y0 i y у множинi
f (E), отже, множина f (E) ламано зв’язна.

Теорема 1. Нехай X i Y — ТВП i f : X → Y — лiнiйне вiдображення. Тодi f має слабку
властивiсть Дарбу.

Доведення. За лемою 3.2 довiльна область G в X буде ламано зв’язною множиною. Тодi за
лемою 4.1 i образ f (G) буде ламано зв’язною множиною, а значить, лiнiйно зв’язною, а то-
му i зв’язною множиною. Таким чином, лiнiйне вiдображення переводить кожну область
у зв’язну множину, отже, воно має слабку властивiсть Дарбу.
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5 ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ НЕПЕРЕРВНОСТI I ПЕРЕХIДНОСТI ДЛЯ ЛIНIЙНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

З теореми 1 i згаданої у вступi теореми B про декомпозицiю неперервностi випливає

Теорема 2. Лiнiйне вiдображення f : X → Y, що дiє в довiльних ТВП, буде неперервним
тодi i тiльки тодi, коли воно перехiдне.

Доведення. За теоремою 1 вiдображення f має слабку властивiсть Дарбу, а тодi з теоре-
ми B отримуємо потрiбну декомпозицiю неперервностi. Теорему B можна застосовувати,
оскiльки за лемою 3.1 кожний ТВП є локально зв’язним.

Наведемо також i безпосереднє доведення теореми 2 в бiк достатностi. Нехай f — лi-
нiйне перехiдне вiдображення. Доведемо, що f неперервне. Для цього досить встановити,
що f неперервне в нулi. Нехай V — довiльний окiл нуля в Y. Оскiльки f перехiдне в точцi
0, то iснує такий окiл нуля U в X i вiдкритий окiл нуля V0 в Y, що f (U) ⊆ V0 ⊔ (Y \ V0).
Iснує такий зрiвноважений окiл нуля U0 в X, що U0 ⊆ U. Покажемо, що f (U0) ⊆ V0. З
леми 2.4 випливає, що U0 — це ламано зв’язна множина. Тодi образ f (U0) теж ламано
зв’язний за лемою 4.1. Вiн же, очевидно, буде i зв’язним. Крiм того, f (0) ∈ f (U0) ∩ V0 6= ∅

i f (U0) ⊆ f (U) ⊆ V0 ⊔ (Y \ V0). Оскiльки множина f (U0) зв’язна, то f (U0) ⊆ V0.

6 ТЕОРЕМА ПРО ЗАМКНЕНИЙ ГРАФIК ДЛЯ СКIНЧЕННОВИМIРНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Нагадаємо, що лiнiйне вiдображення f : X → Y називається скiнченновимiрним, якщо
його образ im f = f (X) — це скiнченновимiрний пiдпростiр простору Y.

Теорема 3. Нехай X i Y — ТВП, причому простiр Y гаусдорфовий, f : X → Y — лiнiйне
скiнченновимiрне вiдображення iз замкненим графiком. Тодi f — неперервне вiдобра-
ження.

Доведення. За умовою образ Y0 = f (X) — це скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр про-
стору Y, який буде гаусдорфовим, бо таким є простiр Y. Нехай n = dimY0 — вимiрнiсть
простору Y0. Як вiдомо [5, с. 18], iснує iзоморфiзм ϕ : Y0 → Kn простору Y0 на арифме-
тичний простiр K

n з топологiєю добутку n екземплярiв поля K. Оскiльки простiр K
n

локально компактний, то таким буде i iзоморфний до нього простiр Y0.
За умовою графiк Gr f вiдображення f — це замкнений пiдпростiр добутку X × Y,

причому Gr f ⊆ X × Y0. Тодi Gr f буде замкненим i в пiдпросторi X × Y0 добутку X × Y,
отже, f має замкнений графiк як вiдображення з X в Y0.

За теоремою A вiдображення f перехiдне, а за теоремою 2 воно неперервне, що й
треба було довести.

Теорема 4. Нехай X — ТВП над полем K i f : X → K — лiнiйний функцiонал iз замкне-
ним графiком. Тодi f — неперервний функцiонал.

Доведення. Справдi, лiнiйний функцiонал є скiнченновимiрним лiнiйним оператором, бо
dim K = 1. Тому це твердження випливає з теореми 3.
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Теорему 4 легко довести i безпосередньо. Справдi, якщо Gr f замкнений, то буде за-
мкненим i ядро ker f , адже ker f = ϕ−1(Gr f ∩ (X ×{0})), де ϕ : X → X×{0}, ϕ(x) = (x, 0),
— гомеоморфiзм простору X на пiдпростiр X × {0} добутку X × Y. Тодi за вiдомим кри-
терiєм неперервностi лiнiйного функцiонала [4, с. 15] f буде неперервним.

Цiкаво, що наступне твердження можна довести, не використовуючи щойно згаданий
критерiй.

Теорема 5. Для лiнiйного функцiонала f : X → K, заданого на довiльному ТВП, наступнi
умови рiвносильнi:

(i) f неперервний;

(ii) графiк Gr f замкнений в X × K;

(iii) ядро ker f замкнене в X.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (iii) очевидна, адже ker f = f−1(0), iмплiкацiя (ii) ⇒ (i) —
це теорема 4. Доведемо, що (iii) ⇒ (ii). Нехай ядро ker f замкнене в X. Доведемо, що
i графiк Gr f теж замкнений в X × K. Якщо f = 0, то це очевидно. Тому вважаємо, що
f 6= 0. Нехай (pj)j∈J — це сiтка точок pj = (xj, yj) з графiка Gr f , яка збiгається до деякої
точки p = (x, y) ∈ X × K. Покажемо, що p ∈ Gr f . Ясно, що xj → x в X i yj → y в K,
причому yj = f (xj) для кожного j. Оскiльки f 6= 0, то iснує така точка a ∈ X, що f (a) = 1.
Тодi f (xj − yja) = f (xj)− yj f (a) = f (xj)− f (xj) = 0, отже, xj − yja ∈ ker f для кожного j.
Але xj − yja → x − ya в X, тому i x − ya ∈ ker f , адже ядро ker f замкнене. Звiдси випливає,
що 0 = f (x − ya) = f (x) − y f (a) = f (x) − y, отже, f (x) = y, а значить, p ∈ Gr f , що i дає
нам замкненiсть графiка Gr f в добутку X × K.

Таким чином, згаданий критерiй неперервностi лiнiйного функцiонала є наслiдком
теореми 4 i сама теорема 4 випливає з нього. Тому цей критерiй є теоремою про замкне-
ний графiк для лiнiйного функцiонала.

Теорему 5 можна узагальнити на скiнченновимiрнi вiдображення.

Теорема 6. Нехай X i Y — ТВП, причому простiр Y гаусдорфовий, f : X → Y — лiнiйне
скiнченновимiрне вiдображення. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) f — неперервне вiдображення;

(ii) графiк Gr f замкнений в X × Y;

(iii) ядро ker f замкнене в X.

Доведення. Iмплiкацiї (i) ⇒ (ii) i (i) ⇒ (iii) очевиднi.
(ii) ⇒ (iii). Нехай Gr f — замкнена множина в X × Y. Розглянемо гомеоморфiзм ψ :

X × {0} → X, де ψ(x, 0) = x. Тодi ψ(Gr f ∩ (X × {0})) = ker f . Множина Gr f є замкненою
X ×Y за умовою. Оскiльки простiр Y гаусдорфовий, то одноточкова множина {0} буде у
ньому замкненою, а тому i множина X × {0} буде замкненою в добутку X × Y. Оскiльки
при гомеоморфiзмi образ замкненої множини є замкненою множиною, то множина ker f

замкнена в X.
(iii) ⇒ (i). Нехай Y0 = f (X). За умовою Y0 — скiнченновимiрний лiнiйний пiдпро-

стiр простору Y. Припустимо, що n = dim Y0 i y1, y2, . . . , yn — базис пiдпростору Y0.
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Тодi для довiльної точки y ∈ Y0 iснує такий єдиний набiр скалярiв α1, α1, . . . , αn, що

y =
n

∑
k=1

αkyk. Покладемо ϕ(y) = (α1, . . . , αn). Оскiльки простiр Y, а отже i Y0, є гаусдор-

фовим, то вiдображення ϕ : Y0 → K
n є iзоморфiзмом ТВП [5, с.18]. Нехай ϕ( f (x)) =

( f1(x), f2(x), . . . , fn(x)). Вiдображення fk : X → K — це лiнiйнi функцiонали.

Нехай ядро ker f замкнене в X. Зрозумiло, що ker f =
n
⋂

k=1
ker fk. Покажемо, що ядра

ker fk замкненi в X для кожного k = 1, 2, . . . , n. Мiркування проведемо iндукцiєю вiдносно
n. При n = 1 маємо, що ker f = ker f1 i тому ker f1 — замкнена множина.

Нехай n = 2. Покладемо L = ker f i Lk = ker fk, k = 1, 2. У випадку, коли, наприклад,
L1 ⊆ L2, то L1 = L — замкнена множина. Тому i множина L2 теж замкнена, адже L2 = L1

або L2 = X. Так само буде, коли L2 ⊆ L1. Тому припустимо, що L1 6⊆ L2 i L2 6⊆ L1.
Оскiльки L1 6⊆ L2, то iснує точка x1 ∈ L1 \ L2. Оскiльки x1 6∈ L2, то f2(x1) 6= 0 i

ми можемо розглянути точку a1 = x1
f2(x1)

, що входить в L1 i для неї f2(a1) = 1. По-

кажемо, що L1 = L + 〈a1〉. Нехай x ∈ L1. Тодi y = x − f2(x)a1 ∈ L1. Крiм того,
f2(y) = f2(x)− f2(x) f2(a1) = f2(x)− f2(x) = 0 i тому y ∈ L2. Таким чином, y ∈ L = L1 ∩ L2

i x = y + f2(x)a1 ∈ L + 〈a1〉. Нехай тепер x ∈ L + 〈a1〉. Тодi x = y + λa1, де y ∈ L i
λ ∈ K. Оскiльки f1(x) = f1(y) + λ f1(a1) = 0, то x ∈ L1. Аналогiчно встановлюється, що
iснує така точка a2 ∈ L2 \ L1, що L2 = L + 〈a2〉. Оскiльки множина L замкнена, а 〈ak〉 —
одновимiрний пiдпростiр, то множини Lk для k = 1, 2 теж будуть замкненими, адже сума
замкненого лiнiйного пiдпростору i скiнченновимiрного пiдпростору у довiльному ТВП
буде замкненою.

Здiйснимо iндуктивний крок. Нехай n > 2 i L =
n
⋂

k=1
Lk — замкнена множина. Покаже-

мо, що множини ker fk = Lk замкненi для k = 1, 2, . . . , n. Розглянемо звуження gk = fk|Ln ,

k = 1, 2, . . . , n − 1. Оскiльки ker gk = Ln ∩ ker fk, то
n−1
⋂

k=1
ker gk = L — замкнена множина.

За iндуктивним припущенням множини ker gk замкненi для k = 1, 2, . . . , n − 1. Оскiль-
ки ker fn ∩ ker fk = ker gk для k = 1, 2, . . . , n − 1, то за доведеним множини ker fn i ker fk

замкненi для k = 1, 2, . . . , n − 1.
Таким чином, ми встановили, що ядра ker fk замкненi в X для k = 1, 2, . . . , n. То-

му функцiонали fk : X → K неперервнi для k = 1, 2, . . . , n. Отже, i вiдображення
ϕ ◦ f = ( f1, f2, . . . , fn) : X → Kn неперервне, а значить i f : X → Y — неперервне, адже
ϕ — iзоморфiзм ТВП Y0 та Kn i тотожне вкладення Y0 →֒ Y неперервне.

Зауважимо, що можна навести безпосереднє доведення iмплiкацiї (iii) ⇒ (ii) теореми
6, використавши цю ж iмплiкацiю з теореми 5. Тому теорему 6 можна вивести i з теореми
3.

У доведеннi теореми 6 ми використали таке твердження: якщо L — замкнений лi-
нiйний пiдпростiр ТВП X i M — скiнченновимiрний лiнiйний пiдпростiр X, то їх сума
N = L+ M буде замкненою в X. Воно доводиться таким чином. Фактор-простiр X̂ = X/L

буде гаусдорфовим [5, с. 22], адже пiдпростiр L замкнений. Образ π(N) = π(M) = M̂

простору N при фактор-вiдображеннi π : X → X̂, π(x) = x̂ = x + L, буде скiнченно-
вимiрним пiдпростором гаусдорфового ТВП X̂, отже, вiн буде замкненим в X̂ [5, с. 20].
Але N = π−1(M̂), отже, N буде замкненим в X, бо фактор-вiдображення π : X → X̂

неперервне.



СЛАБКА ВЛАСТИВIСТЬ ДАРБУ I ПЕРЕХIДНIСТЬ ЛIНIЙНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ 87

7 ПРИКЛАД НЕПЕРЕХIДНОГО ЛIНIЙНОГО ВДОБРАЖЕННЯ IЗ ЗАМКНЕНИМ ГРАФIКОМ

Розгляглянемо банахiв простiр C[a, b] всiх неперервних функцiй y : [a, b] → R, надiле-
ний рiвномiрною нормою ‖y‖ = max

a≤t≤b
|y(t)|.

Теорема 7. Нехай X = C1[a, b] — нормований простiр всiх неперервно диференцiйовних
функцiй x : [a, b] → R, заданих на невиродженому вiдрiзку [a, b] числової прямої, надiле-
ний рiвномiрною нормою ‖ · ‖, Y = C[a, b] — банахiв простiр всiх неперервних функцiй
y : [a, b] → R з тiєю ж рiвномiрною нормою ‖ · ‖ i D : X → Y, Dx = x′, — оператор ди-
ференцiювання. Тодi D — лiнiйний скрiзь розривний оператор iз замкненим графiком,
який не є перехiдним.

Доведення. Нехай xn → x у просторi X i yn = Dxn = x′n → y у просторi Y. Тодi xn(t) ⇒ x(t)

на [a, b] i x′n(t) ⇒ y(t) на [a, b]. За класичною теоремою аналiзу x′(t) = y(t) на [a, b], тобто
Dx = y. Це дає нам замкненiсть графiка оператора D.

Лiнiйнiсть D очевидна. Розривнiсть у нулi оператора D випливає з того, що послiдов-
нiсть неперервно диференцiйовних функцiй xn(t) =

sin nt
n рiвномiрно прямує до нуля на

[a, b], але послiдовнiсть їх похiдних x′n(t) = cos nt навiть поточково на невиродженому
вiдрiзку [a, b] до нуля не прямує. Тому оператор D розривний в нулi, а отже, i в кожнiй
точцi як лiнiйний оператор.

Нарештi, D не може бути перехiдним згiдно з теоремою 2, адже перехiднi лiнiйнi опе-
ратори завжди неперервнi.

Автори висловлюють вдячнiсть Т.Банаху, Р.Котi, О.Маслюченку та В.Михайлюку за
участь в обговореннях i кориснi поради.
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Maslyuchenko V.K., Nesterenko V.V. Weak Darboux property and transitivity of linear mappings on

topological vector spaces. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 79–88.

It is shown that every linear mapping on topological vector spaces always has weak Darboux
property, therefore, it is continuous if and only if it is transitive. For finite-dimensional mapping f

with values in Hausdorff topological vector space the following conditions are equivalent: (i) f is
continuous; (ii) graph of f is closed; (iii) kernel of f is closed; (iv) f is transition map.

Key words and phrases: linear mapping, Darboux property, transitive mapping, closed graph,
closed kernel.

Маслюченко В.К., Нестеренко В.В. Слабое свойство Дарбу и переходность линейных отображе-

ний в топологических векторных пространствах // Карпатские математические публикации.
— 2013. — Т.5, №1. — C. 79–88.

Показано, что каждое линейное отображение в топологических векторных пространствах
имеет слабое свойство Дарбу, а значит, будет непрерывным тогда и только тогда, когда оно
переходное. Для конечномерного отображения f со значениями в хаусдорфовом топологи-
ческом векторном пространстве следующие условия равносильны: (i) f непрерывное; (ii) гра-
фик f замкнут; (iii) ядро f замкнуто; (iv) f переходное.

Ключевые слова и фразы: линейное отображение, свойство Дарбу, переходное отображение,
замкнутый график, замкнутое ядро.


