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ЗРОСТАННЯ КАНОНIЧНИХ ДОБУТКIВ ВЕЙЄРШТРАССА НУЛЬОВОГО РОДУ З

ВИПАДКОВИМИ НУЛЯМИ

Нехай ζ = (ζn) — комплексна послiдовнiсть нульового роду з показником збiжностi τ, N(r)

— її усереднена лiчильна функцiя, π(z) = ∏
(

1 − z
ζn

)

— канонiчний добуток Вейєрштрасса, а
M(r) — максимум модуля цього добутку. Вiдомо, що тодi виконується нерiвнiсть Валунда-
Валiрона

lim
r→+∞

N(r)

ln M(r)
≥ w(τ), w(τ) :=

sin πτ

πτ
,

i ця нерiвнiсть є точною. В роботi доведено, що для бiльшостi (у ймовiрнiсному сенсi) послi-
довностей ζ сталу w(τ) в нерiвностi Валунда-Валiрона можна замiнити сталою w

(

τ
2

)

.
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1 ВСТУП

Нехай N0 — множина невiд’ємних цiлих чисел, Z — клас комплексних послiдовно-
стей ζ = (ζn) таких, що 0 < |ζ0| ≤ |ζ1| ≤ . . . i ζn → ∞, n → ∞, а E — клас трансценден-
тних цiлих функцiй. Для послiдовностi ζ ∈ Z i числа τ ∈ [0; 1] покладемо

Cζ =

{

α ∈ [0;+∞) :
∞

∑
n=0

1
|ζn|α

= +∞

}

, w(τ) =
sin πτ

πτ
,

(вважаємо, що w(0) = 1).
Як звично (див. [4]), показник збiжностi, рiд, лiчильну функцiю i усереднену лiчильну

функцiю послiдовностi ζ ∈ Z визначаємо вiдповiдно за рiвностями

τζ = sup Cζ , qζ = sup(Cζ ∩ N0), nζ(r) = ∑
|ζn|≤r

1, Nζ(r) =
∫ r

0
nζ(t)

dt

t
.

Пiдклас послiдовностей ζ ∈ Z нульового роду (qζ = 0) позначимо через Z0. Добре
вiдомо, що якщо ζ ∈ Z0, то канонiчний добуток Вейєрштрасса

π(z) =
∞

∏
n=0

(

1 − z

ζn

)

(1)
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збiгається абсолютно i рiвномiрно в кожному скiнченному крузi, а тому задає цiлу фун-
кцiю π ∈ E .

Для функцiї f ∈ E нехай n f (r, 0) — лiчильна функцiя нулiв (кiлькiсть нулiв у крузi
{z ∈ C : |z| ≤ r}). Усереднену лiчильну функцiю нулiв, максимум модуля i порядок
функцiї f визначаємо вiдповiдно за рiвностями

N f (r, 0) =
∫ r

0
(n f (t, 0)− n f (0, 0))

dt

t
+ n f (0, 0) ln r,

M f (r) = max{| f (z)| : |z| = r}, ρ f = lim
r→+∞

ln ln M f (r)

ln r
.

Використовуючи формулу Йєнсена (див. [4], с. 24])

N f (r, 0) =
1

2π

∫ 2π

0
ln | f (reiθ)|dθ − ln |c f (0)|,

де c f (0) — перший вiдмiнний вiд нуля коефiцiєнт з розкладу функцiї f у ряд Тейлора в
околi точки z = 0, легко отримуємо нерiвнiсть

N f (r, 0) ≤ ln M f (r)− ln |c f (0)|. (2)

З iншого боку, правильна така класична теорема Валунда–Валiрона (див. [7], [4, с. 571]).

Теорема 1. Нехай f ∈ E — цiла функцiя порядку ρ ∈ [0; 1]. Тодi

lim
r→+∞

N f (r, 0)

ln M f (r)
≥ w(ρ). (3)

Зауважимо, що з (2) i (3) для функцiї f ∈ E нульового порядку маємо рiвнiсть

lim
r→+∞

N f (r, 0)

ln M f (r)
= 1.

Якщо ж ρ f = 1, то нерiвнiсть (3) тривiальна (w(1) = 0) i перетворюється у рiвнiсть, на-
приклад, для функцiї f (z) = ez, яка не має нулiв (N f (r, 0) = 0).

У випадку ρ f < 1 функцiя f ∈ E має нульовий рiд, тобто послiдовнiсть ζ усiх вiдмiнних
вiд 0 нулiв цiєї функцiї, занумерованих з урахуванням кратностей у порядку неспадання
їх модулiв, є нульового роду i

f (z) = c f (0)z
n f (0,0)π(z), (4)

де π — канонiчний добуток Вейєрштрасса вигляду (1), побудований за послiдовнiстю ζ

(див. [4, с. 80]). Використовуючи зображення (4), очевиднi спiввiдношення

M f (r) = |c f (0)|rn f (0,0)Mπ(r), n f (r, 0) = nζ(r) + n f (0, 0), N f (r, 0) = Nζ(r) + n f (0, 0) ln r,

а також вiдомi факти теорiї розподiлу значень (див. теореми 1.8 i 3.4 з [4, гл. II]), для
кожної функцiї f ∈ E нульового роду легко отримуємо рiвностi ρ f = ρπ = τζ . З огляду
на це, теорема 1 для таких функцiй є рiвносильною наступнiй.



52 ЗАХАРКО Ю.Б., ФIЛЕВИЧ П.В.

Теорема 2. Нехай ζ ∈ Z0 — послiдовнiсть з показником збiжностi τ ∈ [0; 1]. Тодi для
канонiчного добутку Вейєрштрасса (1) правильна нерiвнiсть

lim
r→+∞

Nζ(r)

ln Mπ(r)
≥ w(τ). (5)

Нерiвнiсть (5) є точною, що випливає з такої теореми.

Теорема 3. Нехай τ ∈ [0; 1]. Тодi iснує послiдовнiсть ζ ∈ Z0 з τζ = τ така, що для канонi-
чного добутку Вейєрштрасса (1) правильна рiвнiсть

lim
r→+∞

Nζ(r)

ln Mπ(r)
= w(τ).

Теорема 3 є також добре вiдомою [7]. Її доведення легко отримати, використовуючи
мiркування з [4, с. 74, 554–555]. Зауважимо, що з теореми 3 випливає точнiсть нерiвностi
(3) у випадку довiльного ρ ∈ [0; 1].

У данiй роботi покажемо, що у випадку τ ∈ (0; 1] для бiльшостi (у ймовiрнiсному
сенсi) послiдовностей ζ ∈ Z0 оцiнку (5) можна iстотно уточнити, тобто послiдовностей,
iснування яких стверджується теоремою 3, є (у цьому ж сенсi) мало. Власне, далi розгля-
датимемо канонiчнi добутки Вейєрштрасса, побудованi за послiдовностями випадкових
величин, тобто канонiчнi добутки з випадковими нулями. Зазначимо, що деякi iншi вла-
стивостi цiлих функцiй з випадковими нулями розглядались у нашiй роботi [8].

2 ФОРМУЛЮВАННЯ ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

Позначимо через Ξ клас послiдовностей ξ = (ξn(ω)) незалежних випадкових величин
(взагалi кажучи, комплекснозначних), визначених на деякому ймовiрнiсному просторi
(Ω,A, P), таких, що для всiх n ∈ N0 маємо Mξn(ω) = 0 i майже напевно (м. н.) |ξn(ω)| = 1
(тут M — знак математичного сподiвання). До класу Ξ належать, наприклад, довiльна
послiдовнiсть Радемахера (εn(ω)), тобто послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
що приймають значення −1 i 1 з ймовiрнiстю 1

2 кожне, а також довiльна послiдовнiсть
вигляду (e2πiωn(ω)), де (ωn(ω)) — послiдовнiсть Штейнгауза, тобто послiдовнiсть незале-
жних рiвномiрно розподiлених на вiдрiзку [0; 1] випадкових величин (див. [5]).

Нехай ξ ∈ Ξ, ζ ∈ Z0, ζω = (ξn(ω)ζn). Зрозумiло, що тодi м. н. nζω
(r) = nζ(r), Nζω

(r) =

Nζ(r) для всiх r ≥ 0, τζω
= τζ i ζω ∈ Z0. Поряд з канонiчним добутком Вейєрштрасса (1)

розглянемо випадковий канонiчний добуток Вейєрштрасса

πω(z) =
∞

∏
n=0

(

1 − z

ξn(ω)ζn

)

. (6)

Правильна наступна теорема.

Теорема 4. Нехай ξ ∈ Ξ, а ζ ∈ Z0 — послiдовнiсть з показником збiжностi τ ∈ [0; 1]. Тодi
для випадкового канонiчного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. правильна нерiвнiсть

lim
r→+∞

Nζ(r)

ln Mπω(r)
≥ w

(τ

2

)

. (7)
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Нерiвнiсть (7) у випадку, якщо ξn(ω) = εn(ω), n ∈ N0, є точною, що випливає з такої
теореми.

Теорема 5. Нехай ξ — послiдовнiсть Радемахера, τ ∈ [0; 1]. Тодi iснує послiдовнiсть
ζ ∈ Z0 з τζ = τ така, що для випадкового канонiчного добутку Вейєрштрасса (6) м. н.
правильна рiвнiсть

lim
r→+∞

Nζ(r)

ln Mπω(r)
= w

(τ

2

)

. (8)

Для доведення теорем 4 i 5 нам будуть потрiбнi деякi допомiжнi результати, якi наве-
дено в наступних двох пунктах.

3 ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

Нехай ρ ∈ [0;+∞). Уточненим ρ-порядком називатимемо довiльну невiд’ємну непе-
рервно диференцiйовну на [0;+∞) функцiю ρ(r), для якої ρ(r) → ρ i ρ′(r)r ln r → 0, якщо
r → +∞.

Правильнi наступнi двi леми (див. [4, с. 70-72, 555]).

Лема 3.1. Нехай λ(r) — додатна неспадна необмежена на [r0,+∞) функцiя така, що

lim
r→+∞

ln λ(r)

ln r
= ρ ∈ [0;+∞).

Тодi iснує уточнений ρ-порядок ρ(r), для якого

lim
r→+∞

λ(r)

rρ(r)
= 1.

Лема 3.2. Нехай ρ ∈ (0; 1), r0 ∈ (0;+∞) — фiксоване число, а ρ(r) — довiльний уточнений
ρ-порядок. Тодi

lim
r→+∞

∫ +∞

r0/r

(rt)ρ(rt)

rρ(r)

dt

(1 + t)2 =
1

w(ρ)
.

Для послiдовностi ζ ∈ Z0 введемо позначення

Gζ(r) =

(

∞

∏
n=0

(

1 +
r2

|ζn|2
)

)1/2

.

Лема 3.3. Нехай ζ ∈ Z0. Тодi

ln Gζ(r) =
∫ +∞

0
Nζ(r

√
t)

dt

(1 + t)2 .

Доведення. Наведена рiвнiсть тривiальна при r = 0.
Нехай r > 0. Оскiльки для кожної послiдовностi ζ ∈ Z0 виконуються (див. [4, с. 79])

рiвностi

lim
x→+∞

nζ(x)

x
= 0, lim

x→+∞

Nζ(x)

x
= 0
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i nζ(x) = Nζ(x) = 0 для x ∈ [0; |ζ0|), то, переходячи до iнтегралу Стiлтьєса, двiчi iнтегру-
ючи частинами i роблячи замiну x = r

√
t, маємо

ln Gζ(r) =
1
2

∞

∑
n=0

ln
(

1 +
r2

|ζn|2
)

=
1
2

∫ +∞

0
ln
(

1 +
r2

x2

)

dnζ(x)

=
1
2

nζ(x) ln
(

1 +
r2

x2

)
∣

∣

∣

∣

+∞

0
+ r2

∫ +∞

0

nζ(x)

x

dx

r2 + x2 = r2
∫ +∞

0
(Nζ(x))′+

dx

r2 + x2

= r2
∫ +∞

0

dNζ(x)

r2 + x2 = r2 Nζ(x)

r2 + x2

∣

∣

∣

∣

+∞

0
+ r2

∫ +∞

0
Nζ(x)

2xdx

(r2 + x2)2 =
∫ +∞

0
Nζ(r

√
t)

dt

(1 + t)2 .

Лему 3.3 доведено. ✷

Для цiлої функцiї f ∈ E її середнє S f (r) визначимо за рiвнiстю

S f (r) =

(

1
2π

∫ 2π

0
| f (reiθ )|2dθ

)1/2

.

Лема 3.4. Нехай f ∈ E — цiла функцiя скiнченного порядку. Тодi

ln M f (r) ∼ ln S f (r), r → +∞. (9)

Спiввiдношення (9) у випадку ρ f < +∞ випливає з добре вiдомого (див., наприклад,
[6, с. 17]) спiввiдношення Бореля

ln M f (r) ∼ ln µ f (r), r → +∞, (10)

де µ f (r) = max
{∣

∣

∣

f (n)(0)
n!

∣

∣

∣
rn : n ∈ N0

}

— максимальний член степеневого розвинення фун-

кцiї f в околi точки z = 0, а також з нерiвностей µ f (r) ≤ S f (r) ≤ M f (r), друга з яких —
очевидна, а першу легко отримати, врахувавши рiвнiсть Парсеваля

S2
f (r) =

∞

∑
n=0

∣

∣

∣

∣

∣

f (n)(0)
n!

∣

∣

∣

∣

∣

2

r2n.

Зауважимо, що необхiднi i достатнi умови виконання спiввiдношення (10) i його узагаль-
нень отримано вiдповiдно в [1, 3]. Необхiднi i достатнi умови виконання спiввiдношення
(9) i його узагальнень знайдено в [2].

4 ОЦIНКА СЕРЕДНЬОГО ВИПАДКОВОГО ДОБУТКУ ВЕЙЄРШТРАССА

Наступну теорему, в якiй наведено оцiнку зверху для середнього випадкового добу-
тку Вейєрштрасса (6) через функцiю Gζ(r), використаємо при доведеннi теореми 4.

Теорема 6. Нехай ξ ∈ Ξ, ζ ∈ Z0, а ϕ(x) — додатна неспадна на [x0;+∞) функцiя така,
що

∫ +∞

x0

dx
ϕ(x)

< +∞. Тодi для випадкового канонiчного добутку Вейєрштрасса (6) м. н.
правильна нерiвнiсть

Sπω(r) < Gζ(r)
√

ϕ(ln Gζ(r)), r ≥ r0(ω).
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Доведення. Насамперед зауважимо, що для довiльної випадкової величини η такої, що
Mη = 0, маємо також рiвнiсть Mη = 0. Крiм того, якщо |η| = 1 м. н., то 1

η = η м. н.

Зафiксуємо довiльне r ∈ (0,+∞) i розглянемо випадкову величину X(ω) = S2
πω

(r).
Скориставшись теоремою Фубiнi i незалежнiстю випадкових величин ξn(ω), отримуємо

MX(ω) = M
(

1
2π

∫ 2π

0
|πω(reiθ)|2dθ

)

=
1

2π

∫ 2π

0
M|πω(reiθ)|2dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
M

∞

∏
n=0

∣

∣

∣

∣

1 − reiθ

ξn(ω)ζn

∣

∣

∣

∣

2

dθ =
1

2π

∫ 2π

0

∞

∏
n=0

M
∣

∣

∣

∣

1 − reiθ

ξn(ω)ζn

∣

∣

∣

∣

2

dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∞

∏
n=0

M
(

1 +
r2

|ζn|2
− reiθ

ζn
ξn(ω)− re−iθ

ζn
ξn(ω)

)

dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∞

∏
n=0

(

1 +
r2

|ζn|2
)

dθ = G2
ζ (r).

Оскiльки випадкова величина X(ω) невiд’ємна, то, використовуючи нерiвнiсть Чебишо-
ва, маємо

P(Sπω(r) ≥
√

λGζ(r)) = P(X(ω) ≥ λMX(ω)) ≤ 1
λ

, λ > 0. (11)

Зауважимо, що функцiя Gζ(r) є зростаючою до +∞ на [0;+∞) i Gζ(0) = 1. Тому для
кожного n ∈ N0 рiвняння ln Gζ(r) = n має на [0;+∞) єдиний розв’язок. Позначимо цей
розв’язок через rn.

Покладемо ψ(x) = 1
e2 ϕ(x − 1), x ≥ x0 + 1. Тодi ψ(x) є додатною неспадною на

[x0 + 1;+∞) функцiєю, причому
∫ +∞

x0+1

dx

ψ(x)
< +∞. (12)

Розглянемо подiї

An =
{

ω ∈ Ω : Sπω(rn) ≥ Gζ(rn)
√

ψ(ln Gζ(rn))
}

, n ≥ x0 + 1.

Застосовуючи (11) з r = rn i λ = ψ(ln Gζ(rn)) = ψ(n), отримуємо P(An) <
1

ψ(n)
, а тому, з

огляду на (12),

∑
n≥x0+1

P(An) < +∞.

Тодi за лемою Бореля–Кантеллi м. н. виконується лише скiнченне число подiй An,
n ≥ x0 + 1. Отже, м. н.

Sπω(rn) < Gζ(rn)
√

ψ(ln Gζ(rn)), n ≥ n0(ω). (13)

Зафiксуємо довiльне ω ∈ Ω, для якого виконується (13), i нехай r ∈ [rn, rn+1), де
n ≥ n0(ω). Скориставшись (13), маємо

Sπω(r) < Sπω(rn+1) < Gζ(rn+1)
√

ψ(ln Gζ(rn+1)) = eGζ(rn)
√

ψ(ln Gζ(rn) + 1)

≤ eGζ(r)
√

ψ(ln Gζ(r) + 1) = Gζ(r)
√

ϕ(ln Gζ(r)),

що й потрiбно було довести. ✷

Вибираючи ϕ(x) = x2, x ≥ 1, з теореми 6 отримуємо такий наслiдок.
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Наслiдок 4.1. Нехай ξ ∈ Ξ, а ζ ∈ Z0. Тодi для випадкового канонiчного добутку Вейєр-
штрасса (6) м. н.

lim
r→+∞

ln Sπω(r)

ln Gζ(r)
≤ 1.

Нехай ξ ∈ Ξ, а ϕ(x) — довiльна додатна неспадна на [x0;+∞) функцiя. Тодi з кожної
зростаючої до +∞ послiдовностi (rn) можна видiлити пiдпослiдовнiсть (rnk

) таку, що

∑
k≥x0

1
ϕ2(ln Gζ(rnk

))
< +∞.

Застосовуючи (11) з r = rnk
i λ = ϕ2(ln Gζ(rnk

)), а також лему Бореля-Кантеллi, легко
отримати наступне твердження, яке в певнiй частинi уточнює теорему 6.

Теорема 7. Нехай ξ ∈ Ξ, ζ ∈ Z0, (rn) — зростаюча до +∞ послiдовнiсть, а ϕ(x) — додатна
неспадна на [x0;+∞) функцiя. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть (rnk

) така, що для випадкового
канонiчного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. правильна нерiвнiсть

Sπω(rnk
) < Gζ(rnk

)ϕ(ln Gζ(rnk
)), k ≥ k0(ω).

5 ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМ 4 I 5

Доведення теореми 4. Нехай ξ ∈ Ξ, а ζ ∈ Z0 — послiдовнiсть з показником збiжностi τ ∈
(0; 1] (у випадку τ = 0 теорема 4 випливає з теореми 2). Доведемо, що м. н. виконується
нерiвнiсть (7). Для цього, з огляду на лему 3.4 i наслiдок 4.1, досить довести нерiвнiсть

lim
r→+∞

Nζ(r)

ln Gζ(r)
≥ w

(τ

2

)

. (14)

Використовуючи теореми 1.8 i 3.4 з [4, гл. II], маємо

lim
r→+∞

ln Nζ(r)

ln r
= τ.

Тому за лемою 3.1 iснує уточнений τ-порядок τ(r) такий, що

lim
r→+∞

Nζ(r)

rτ(r)
= 1. (15)

Зафiксуємо довiльне ε > 0. Тодi з (15) випливає, що Nζ(r) ≤ (1 + ε)rτ(r) для всiх r ≥ r0,
де r0 = r0(ε) > 0 — деяке фiксоване число. Використовуючи леми 3.3 та 3.2 i враховуючи,
що функцiя ρ(r) = 1

2 τ(
√

r) є уточненим τ
2 -порядком, отримуємо

lim
r→+∞

ln Gζ(r)

rτ(r)
= lim

r→+∞

(

1
rτ(r)

∫ +∞

0
Nζ(r

√
t)

dt

(1 + t)2

)

≤ lim
r→+∞

(

1
rτ(r)

∫ r2
0/r2

0
Nζ(r

√
t)

dt

(1 + t)2

)

+ lim
r→+∞

(

1
rτ(r)

∫ +∞

r2
0/r2

Nζ(r
√

t)
dt

(1 + t)2

)

≤ lim
r→+∞

Nζ(r0)

rτ(r)

r2
0

r2
0 + r2

+ (1 + ε) lim
r→+∞

∫ +∞

r2
0/r2

(r
√

t)τ(r
√

t)

rτ(r)

dt

(1 + t)2

= (1 + ε) lim
r→+∞

∫ +∞

r2
0/r2

(r2t)ρ(r2t)

(r2)ρ(r2)

dt

(1 + t)2 =
1 + ε

w(τ/2)
.
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З довiльностi ε > 0 випливає, що

lim
r→+∞

ln Gζ(r)

rτ(r)
≤ 1

w(τ/2)
. (16)

Нарештi з (16) i (15) маємо (14). Теорему 4 доведено. ✷

Доведення теореми 5. Насамперед доведемо наступне твердження: якщо послiдовнiсть
ζ ∈ Z0 така, що arg ζ0 = arg ζ1 = . . . , а ξ — довiльна послiдовнiсть дiйсних випадко-
вих величин таких, що |ξn(ω)| = 1 для всiх n ∈ N0 м. н., то для випадкового канонiчного
добутку Вейєрштрасса (6) м. н. Mπω(r) ≥ Gζ(r) для всiх r ≥ 0.

Справдi, прийнявши α = arg ζ0, за вказаних умов на послiдовностi ζ i ξ м. н. маємо

Mπω(r) ≥
∣

∣

∣
πω(rieiα)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∣

∞

∏
n=0

(

1 − ri

ξn(ω)|ζn |

)

∣

∣

∣

∣

∣

=
∞

∏
n=0

(

1 +
r2

|ζn|2
)1/2

= Gζ(r).

Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 5. Нехай ξ — послiдовнiсть Радема-
хера, τ ∈ [0; 1]. Доведемо, що iснує послiдовнiсть ζ ∈ Z0 з τζ = τ така, що для випадкового
канонiчного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. правильна рiвнiсть (8). Розглядатимемо лише
нетривiальний випадок τ ∈ (0; 1].

Для кожного n ∈ N0 нехай ζn = (n + 1)1/τ у випадку τ ∈ (0; 1) i ζn = (n + 1) ln2(n + 2)
у випадку τ = 1. Легко перевiрити, що в кожному випадку для послiдовностi ζ = (ζn)

маємо ζ ∈ Z0 i τζ = τ. Крiм того,

nζ(r) ∼
{

rτ, якщо τ ∈ (0; 1);

r/ ln2 r, якщо τ = 1

при r → +∞. Звiдси за правилом Лопiталя при r → +∞ отримуємо

Nζ(r) ∼
{

rτ/τ, якщо τ ∈ (0; 1);

r/ ln2 r, якщо τ = 1,

а тому, як легко переконатись, iснує уточнений τ-порядок τ(r) такий, що Nζ(r) ∼ rτ(r),
r → +∞.

Доведемо, що

lim
r→+∞

ln Gζ(r)

Nζ(r)
≥ 1

w(τ/2)
, (17)

звiдки, з огляду на те, що м. н. Mπω(r) ≥ Gζ(r), i на вже доведену теорему 4, випливатиме
м. н. (8).

Зафiксуємо довiльне ε ∈ (0; τ) i нехай r0 > 0 — довiльне фiксоване число таке, що
Nζ(r) ≥ (1 − ε)rτ(r) для всiх r ≥ r0. Використовуючи леми 3.3 та 3.2 i враховуючи, що
функцiя ρ(r) = 1

2 τ(
√

r) є уточненим τ
2 -порядком, отримуємо

lim
r→+∞

ln Gζ(r)

Nζ(r)
= lim

r→+∞

ln Gζ(r)

rτ(r)
= lim

r→+∞

(

1
rτ(r)

∫ +∞

0
Nζ(r

√
t)

dt

(1 + t)2

)

≥ lim
r→+∞

(

1
rτ(r)

∫ +∞

r2
0/r2

Nζ(r
√

t)
dt

(1 + t)2

)

≥ (1 − ε) lim
r→+∞

∫ +∞

r2
0/r2

(r
√

t)τ(r
√

t)

rτ(r)

dt

(1 + t)2

= (1 − ε) lim
r→+∞

∫ +∞

r2
0/r2

(r2t)ρ(r2t)

(r2)ρ(r2)

dt

(1 + t)2 =
1 − ε

w(τ/2)
.

З довiльностi ε ∈ (0; τ) випливає (17). Теорему 5 доведено. ✷
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Надiйшло 11.01.2013

Zakharko Yu.B., Filevych P.V. The growth of Weierstrass canonical products of genus zero with random

zeros. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 50–58.

Let ζ = (ζn) be a complex sequence of genus zero, τ be its exponent of convergence, N(r) be its
integrated counting function, π(z) = ∏

(

1 − z
ζn

)

be the Weierstrass canonical product, and M(r) be
the maximum modulus of this product. Then, as is known, the Wahlund-Valiron inequality

lim
r→+∞

N(r)

ln M(r)
≥ w(τ), w(τ) :=

sin πτ

πτ
,

holds, and this inequality is sharp. It is proved that for the majority (in the probability sense) of
sequences ζ the constant w(τ) can be replaced by the constant w

(

τ
2

)

in the Wahlund-Valiron in-
equality.

Key words and phrases: entire function, Weierstrass products, maximum modulus, order, genus,
exponent of convergence, integrated counting function.

Захарко Ю.Б., Филевич П.В. Рост канонических произведений Вейерштрасса нулевого рода со слу-

чайными нулями // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — C. 50–58.

Пусть ζ = (ζn) — комплексная последовательность нулевого рода с показателем сходимо-
сти τ, N(r) — ее усредненная считающая функция, π(z) = ∏

(

1 − z
ζn

)

— каноническое произ-
ведение Вейерштрасса, а M(r) — максимум модуля этого произведения. Известно, что тогда
выполняется неравенство Валунда-Валирона

lim
r→+∞

N(r)

ln M(r)
≥ w(τ), w(τ) :=

sin πτ

πτ
,

и это неравенство является точным. В роботе доказано, что для большинства (в вероятност-
ном смысле) последовательностей ζ постоянную w(τ) в неравенстве Валунда-Валирона можно
заменить постоянной w

(

τ
2

)

.

Ключевые слова и фразы: целая функция, произведение Вейерштрасса, максимум модуля,
порядок, род, показатель сходимости, усредненная считающая функция.


