
ISSN 2075-9827 http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp

Carpathian Math. Publ. 2013, 5 (1), 19–29 Карпатськi матем. публ. 2013, Т.5, №1, С.19–29

doi:10.15330/cmp.5.1.19-29

ВАСИЛЬКIВ Я.В. , КРАВЕЦЬ М.Я.

IНТЕГРАЛЬНI СЕРЕДНI ПОТЕНЦIАЛIВ ҐРIНА ТА ЇХ СПРЯЖЕНИХ

Встановлено непокращуванi оцiнки q-тих (1 ≤ q < +∞) лебегових iнтегральних середнiх
пари функцiй F = g + i ğ, де g — потенцiал Ґрiна, а ğ — функцiя, спряжена до g. Вони уза-
гальнюють вiдповiднi результати Я.В. Василькiва та А.А. Кондратюка для логарифмiв log B

добуткiв Бляшке B в термiнах лiчильної функцiї n(r, 0, B) (0 < r < 1) їх нулiв.
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ВСТУП

В роботах [8, 9] встановлено непокращуванi оцiнки лебегових iнтегральних сере-
днiх mq(r, log B), q ≥ 1, логарифмiв добуткiв Бляшке B в термiнах лiчильної функцiї
n(r, 0, B) (0 < r < 1) їх нулiв i наведено необхiднi, а також i достатнi умови обмежено-
стi mq(r, log B) при r ր 1. Мета цiєї роботи узагальнити цi результати на пару функцiй
F = g + iğ, де g — потенцiал Ґрiна, а ğ — функцiя спряжена до g. У цьому роздiлi наве-
демо необхiднi означення та допомiжнi твердження.

В роботi [7] введено поняття функцiї ŭ, спряженої до субгармонiйної функцiї u в
зiрковiй вiдносно початку координат областi, встановлено зображення та вивчено деякi
властивостi таких функцiй, зокрема, показано, що у випадку коли u = log | f |, f − голо-
морфна, спряжена до неї функцiя ŭ є деякою гiлкою Arg f .

При z ∈ C, a 6= 0, t ≥ 1, покладемо

l(z, a) =





z∫
0
(ξ − a)−1 dξ, z 6= ta;

log
∣∣∣1 − z

a

∣∣∣+ iπ, z = ta.

Нагадаємо, що множину G ⊂ C називають зiрковою множиною вiдносно початку ко-

ординат, якщо разом з точкою z вона мiстить вiдрiзок [0; z]. Через
◦
E позначатимемо вну-

трiшнiсть множини E.

Нехай u — субгармонiйна в областi G функцiя, µ[u] — її мiра Рiса, 0 /∈ suppµ[u], де
suppµ[u] — носiй цiєї мiри. За теоремою Рiса про зображення (див., наприклад, [6, с. 123])
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для довiльної компактної пiдмножини K ⊂ G з непорожньою внутрiшнiстю
◦
K i для до-

вiльної точки z ∈
◦
K виконується

u(z) = hK(z) +
∫

K

log
∣∣∣1 − z

a

∣∣∣ dµa[u],

де функцiя hK гармонiйна в
◦
K.

Означення 1 ([7]). Нехай G — зiркова область в C, u — субгармонiйна в G функцiя, u(0) =
0, 0 /∈ supp µ[u]. Спряжена функцiя ŭ до u в G визначається спiввiдношенням

ŭ(z) = h̃K(z) +
∫

K

Im(l(z, a)) dµa [u]

де K — компактна пiдмножина в G iз зiрковою внутрiшнiстю
◦
K, h̃K — гармонiйно спря-

жена до hK в
◦
K функцiя, h̃K(0) = 0.

Нехай DR = {z ∈ C : |z| < R}, DR = {z ∈ C : |z| ≤ R}, 0 < R ≤ +∞. Нехай також
u(z) — субгармонiйна в DR функцiя, гармонiйна в деякому околi точки z = 0, u(0) =

0; ŭ(z) — спряжена функцiя до u(z); F(z) = u(z) + i ŭ(z), z ∈ DR. Покладемо (k ∈
Z, |z| = r > 0)

nk(r, u) =
∫

|a|≤r

(
ā

|a|

)k

dµa[u], n(r, u) = n0(r, u), N(r, u) =

r∫

0

n(t, u)

t
dt.

Нехай µ — невiд’ємна борелева мiра в D така, що 0 /∈ supp µ i
∫
D

(1 − |a|) dµa < +∞. Через

Gµ(z) позначатимемо потенцiал Ґрiна мiри µ (див., наприклад, [5, с. 518]):

Gµ(z) =
∫

D

log

∣∣∣∣
a − z

1 − āz

∣∣∣∣ dµa, z ∈ D.

Нагадаємо, що Gµ(z) є субгармонiйною в D функцiєю. Якщо ж µ = ∑
j∈N

δaj , де δa —

мiра Дiрака, зосереджена в точцi a, то Gµ = log |B|, де B — добуток Бляшке з нулями
Z(B) = {aj}. Покладемо g(z) = Gµ(z)− Gµ(0). Нехай z ∈ D. Покладемо

pµ(z) =
∫ |z|

0

dt

t

∫

|a|≤t
P

(
z̄, t

ā

|a|

)
dµa,

qµ(z) =
∫ 1

0

dt

t

∫

|a|≤t
P
(

ā

|a| , tz

)
dµa +

∫ 1

|z|

dt

t

∫

|a|≤t
P
(

t
ā

|a| , z

)
dµa,

де P(w, z) = Re

(
w + z

w − z

)
— ядро Пуассона.

Для функцiї f (eiθ) ∈ L1[0; 2π] через f̃ (eiθ) = (H ∗ f )(eiθ) позначатимемо згортку пе-
рiодичного розподiлу Гiльберта H = −i ∑

k∈Z

sign(k)eikψ, ψ ∈ [0; 2π], з функцiєю f (див.,

наприклад, [2, т. 2, с. 103]), де sign x =
x

|x| , при x 6= 0 i sign 0 = 0. Тобто

ck( f̃ ) = −i sign(k)ck( f ), де ck( f ) =
1

2π

2π∫

0

f (eiθ)e−ikθ dθ, k ∈ Z.
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Лема 1 ([7, 6]). Нехай F = g + iğ. Тодi для кожного фiксованого r ∈ (0; 1)

F(reiθ) = g(reiθ) + i(g̃(reiθ)− p̃µ(reiθ)) = g(reiθ)− i

2
(p̃µ(reiθ) + q̃µ(reiθ))

для майже всiх θ ∈ [0; 2π].

У роздiлi 2 iстотно використовуються такi теореми. Нехай q i q′ спряженi числа, тобто
1/q + 1/q′ = 1.

Теорема 1 ([4]). Якщо q ∈ (1;+∞), f ∈ Lq[0, 2π], то ‖ f̃ ‖q ≤ C
q2

q − 1
‖ f‖q , де C — деяка

додатна стала.

Теорема 2 ([3]). Нехай Gµ(z) — потенцiал Ґрiна. Тодi для довiльного q ∈ [1;+∞) iснує
така стала C1(q), що

(1 − r)1/q′mq(r, Gµ) ≤ C1(q)

1∫

r

n(t, g)

t
dt, 0 < r < 1.

1 IНТЕГРАЛЬНI СЕРЕДНI m1(r, F).

Зростання iнтегрального середнього m1(r, F) описується такою теоремою.

Теорема 3. 10. Для всiх r ∈ (0; 1) правильна нерiвнiсть

m1(r, F) ≤ 4

π

1∫

0

log
1

1 − t

n(t, g)

t
dt + 3

1∫

0

n(t, g)

t
dt.

20. Умова
1∫

0

log
1

1 − t
n(t, g) dt < +∞ (1)

достатня для виконання спiввiдношення

sup
0<r<1

m1(r, F) < +∞. (2)

30. Нехай додатня борелева мiра µ зосереджена на одному променi. Тодi умова (1) є
необхiдною i достатньою для виконання (2).

40. Iснує потенцiал Ґрiна Gµ такий, що функцiя m1(r, F) необмежена на (0;1).

Доведення. 10. Нехай g(z) = Gµ(z)− Gµ(0). Тодi

m1(r, g) ≤ m1(r, Gµ) +
∫

D

log
1

|a| dµa ≤
r∫

0

n(t, g)
dt

t
+

1∫

0

n(t, g)
dt

t
≤ 2N(1, g). (3)

Нерiвнiсть m1(r, F) ≤ m1(r, g)+ 1
2 m1(r, q̃µ)+

1
2 m1(r, p̃µ), 0 < r < 1, виконується з огляду

на зображення функцiї F (див. лему 1).
На пiдставi того (див. [4, с. 107, 112]), що

P̃(re−iθ, te−iϕ) =
2rt sin(θ − ϕ)

r2 − 2rt cos(θ − ϕ) + t2 ,
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одержимо

m1(r, p̃µ) =
1

2π

2π∫

0

|p̃µ(reiθ)| dθ ≤ 1

2π

r∫

0

n(t, g)

t
dt

2π∫

0

2rt| sin θ|dθ

r2 − 2rt cos θ + t2

=
2

π

r∫

0

log
r + t

r − t
· n(t, g)

t
dt =

2

π

1∫

0

log
1 + x

1 − x
· n(xr, g)

x
dx ≤ 2

π

1∫

0

log
2

1 − x
· n(x, g)

x
dx,

(4)

для 0 < r < 1. Аналогiчно маємо

m1(r, q̃µ) =
1

2π

2π∫

0

|q̃µ(reiθ)| dθ ≤ 2

π




1∫

0

log
1 + tr

1 − tr

n(t, g)

t
dt +

1∫

r

log
t + r

t − r

n(t, g)

t
dt


 , (5)

для 0 < r < 1. Оцiнюючи праву частину нерiвностi (5) насамперед зауважимо, що

log
1 + tr

1 − tr
≤ log

1 + t

1 − t
≤ log

2

1 − t
, t > 0, r < 1. (6)

Крiм того, оскiльки
r

x
≤ x при

√
r ≤ x ≤ 1 i

t + r

t − r
≤ 1 + t

1 − t
при

√
r ≤ t ≤ 1, то

1∫

r

log
t + r

t − r
· n(t, g)

t
dt =

√
r∫

r

log
t + r

t − r
· n(t, g)

t
dt +

1∫

√
r

log
t + r

t − r
· n(t, g)

t
dt

=

1∫

√
r

log
1 + x

1 − x
· n(r/x, g)

x
dx +

1∫

√
r

log
t + r

t − r
· n(t, g)

t
dt

≤2

1∫

√
r

log
1 + x

1 − x
· n(x, g)

x
dx ≤ 2

1∫

0

log
2

1 − x
· n(x, g)

x
dx.

(7)

Пiдставивши (6) та (7) в (5) одержимо

m1(r, q̃µ) ≤
6

π

1∫

0

log
2

1 − t

n(t, g)

t
dt, 0 < r < 1. (8)

Тодi враховуючи (4), (5), (8) та (3) маємо

m1(r, F) ≤ 4

π

1∫

0

log
1

1 − t
· n(t, g)

t
dt +

(
2 +

4 log 2

π

) 1∫

0

n(t, g)

t
dt

≤ 4

π

1∫

0

log
1

1 − t
· n(t, g)

t
dt + 3

1∫

0

n(t, g)

t
dt,

що завершує доведення пункту 10.

20. Твердження цього пункту безпосередньо випливає зi спiввiдношень (1) та (2).

30. З огляду на попереднiй пункт потрiбно довести лише iмплiкацiю (3)⇒(2). Не змен-
шуючи загальностi, вважатимемо, що мiра µ зосереджена на додатному променi. Тодi
маємо

m1(r, F) ≥ 1

4π

2π∫

0

|q̃µ(reiθ) + p̃µ(reiθ)| dθ, 0 < r < 1. (9)
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З означення функцiї pµ(z) та qµ(z) одержуємо

1

4π

2π∫

0

|q̃µ(reiθ)+ p̃µ(reiθ)| dθ =
1

4π

2π∫

0

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

2rt sin t

1 − 2rt cos t + t2r2 · n(t, g)

t
dt

+

1∫

r

2rt sin θ

r2 − 2rt cos θ + t2 · n(t, g)

t
dt +

r∫

0

2rt sin θ

r2 − 2rt cos θ + t2 · n(t, g)

t
dt

∣∣∣∣∣∣
dθ

≥ 1

4π

π∫

0

dθ

r∫

0

2rt sin θ

r2 − 2rt cos θ + t2 · n(t, g)

t
dt =

1

2π

r∫

0

log
r + t

r − t

n(t, g)

t
dt,

(10)

0 < r < 1. Оскiльки

log
r + t

r − t
≥ log

1 + t

1 − t
≥ log

1

1 − t
, 0 < t < r < 1, (11)

то враховуючи нерiвностi (10) та (9), зi спiввiдношень (11) маємо

sup
0<r<1

m1(r, F) ≥ 1

2π

1∫

0

log
1

1 − t

n(t, g)

t
dt, (12)

що завершує доведення пункту 30.
40. Нехай мiра µ зосереджена на додатному променi така, що

C1

1 − r
log−2 1

1 − r
≤ n(r, g) ≤ C2

1 − r
log−α 1

1 − r
,

де 1 < α ≤ 2, C1, C2 — деякi додатнi сталi. Умова
∫
D

(1 − |a|) dµa < +∞ рiвносильна до

умови

1∫

r0

n(t, g) dt < +∞, 0 < r0 = inf{r > 0 : supp µ ∩ Dr 6= ∅}.

Оскiльки
1∫

r0

n(t, g) dt ≤ C2

1∫

r0

1

1 − t
log−α 1

1 − t
dt = C2

+∞∫

b0

dy

yα
< +∞,

де b0 = − log(1 − r0), то потенцiал Gµ iснує. Крiм того

1∫

r0

log
1

1 − t
· n(t, g)

t
dt ≥ C1

1∫

r0

log−1 1

1 − t

dt

1 − t
= C1

+∞∫

b0

dy

y
= +∞.

Тодi, враховуючи спiввiдношення (12), одержуємо sup
0<r<1

m1(r, F) = +∞.

Зауважимо, що умова (1) рiвносильна до умови О. Фростмана
∫

D

(1 − |a|) log
1

1 − |a| dµa < +∞. (13)

У цьому неважко переконатися, записавши лiву частину нерiвностi (13) за допомогою
iнтеграла Стiлтьєса, iнтегруючи частинами та враховуючи нерiвностi

(1 − r) log
1

1 − r
n(r, g) ≤

1∫

r

log
1

1 − t
n(r, g) dt = o(1), r ր 1,
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(1 − r) log
1

1 − r
n(t, g) ≤

r∫

0

(1 − t) log
1

1 − t
dn(t, g) = O(1), r ր 1.

2 IНТЕГРАЛЬНI СЕРЕДНI mq(r, F) (q > 1).

Поведiнку q-тих лебегових iнтегральних середнiх mq(r, F) (1 < q < +∞) функцiї F =

g + iğ описує наступна теорема.

Теорема 4. 10. Для довiльного q ∈ (1;+∞) знайдеться така стала M1(q) > 0, що при r ր 1
виконується нерiвнiсть

mq(r, F) ≤ M1(q)


 1

(1 − r)1/q′

1∫

r

n(t, g)

t
dt +

1∫

0

n(rt, g)

(1 − t)1/q′ dt


 .

20. Нехай Gµ(z) — потенцiал Ґрiна, мiра µ якого зосереджена на скiнченнiй системi k
радiальних променiв. Тодi для довiльного q ∈ (1;+∞) знайдеться така стала M2(q) > 0,
що при r ր 1 виконується нерiвнiсть

mq(r, F) ≥ M2(q)

k

r∫

0

n(t, g)

(1 − t)1/q′ dt.

30. Нехай Gµ(z) — потенцiал Ґрiна, мiра µ якого зосереджена на скiнченнiй системi
радiальних променiв, 1 < q < +∞. Тодi умова

1∫

0

n(t, g)

(1 − t)1/q′ dt < +∞

є необхiдною i достатньою для обмеженостi функцiї mq(r, F) при r ր 1.
40. Нехай 1 < q < +∞ i

n(r, g) = O((1 − r)−1/ql(r)), r ր 1, (14)

де l(r) — деяка додатна на (0; 1) функцiя така, що

1∫

0

(1 − t)−1l(t)dt < +∞, (15)

то

mq(r, F) = O(1), r ր 1. (16)

Навпаки, нехай для потенцiалу Ґрiна Gµ(z), мiра µ якого зосереджена на скiнченнiй си-
стемi радiальних променiв, виконується (16), 1 < q < +∞. Тодi знайдеться така додатна
функцiя l(t) = lq(t), що lim

t→1−0
l(t) = 0 i виконується спiввiдношення (15) та (14).

50. Нехай n(r, g) = O((1 − r)−α), r ր 1, 0 < α ≤ α0.
а) Якщо α0 < 1/q, 1 < q < +∞, то виконується (16).
б) Якщо ж α0 ≥ 1/q, 1 < q < +∞, то iснує потенцiал Ґрiна Gµ, для якого виконується

1∫

0

n(t, g)(1 − t)−1/q′dt < +∞ (17)

i lim
r→1−0

mq(r, F) = +∞.
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Доведення. 10. Нехай g(z) = Gµ(z) − Gµ(0), z = reiθ, a = |a| eiϕ. З огляду на лему 1 та
нерiвнiсть Мiнковського, для довiльних q ∈ (1;+∞) та r ∈ (0; 1) отримуємо

mq(r, F) ≤ mq(r, g) + mq(r, g̃) + mq(r, p̃µ). (18)

З огляду на теорему 1, маємо mq(r, g̃) + mq(r, p̃µ) ≤ M(q)(mq(r, g) + mq(r, pµ)), а звiдси,
з урахуванням теореми 2 та (18) для всiх 0 < r < 1 знаходимо

mq(r, F) ≤C1(q)(1 + M(q))


 1

(1 − r)1/q′

1∫

r

n(t, g)

t
dt +

1∫

0

n(t, g)

t
dt




+M(q)mq(r, pµ) ≤
2C1(q)(1 + M(q))

(1 − r)1/q′

1∫

r

n(t, g)

t
dt.

(19)

де M1(q) = C1(q)(1 + M(q)).

Для оцiнки останнього доданку в правiй частинi нерiвностi (19) двiчi застосуємо iнте-
гральну нерiвнiсть Мiнковського (див. [3, с. 24]) i зробимо замiну змiнної t = rτ. Отриму-
ємо

mq(r, pµ) ≤
r∫

0

dt

t




1

2π

2π∫

0




∫

|a|≤t

P(r, tei(θ−ϕ)) dµa


 dθ




1/q

≤
r∫

0

dt

t

∫

|a|≤t

dµa


 1

2π

2π∫

0

(
P(r, tei(θ−ϕ))

)q
dθ




1/q

=

1∫

0

dτ

τ

∫

|a|≤rτ

dµa


 1

2π

2π∫

0

(
P(1, rei(θ−ϕ))

)q
dθ




1/q

, 1 < q < +∞.

Зауважимо, що внутрiшнiй iнтеграл в останнiй нерiвностi не залежить вiд ϕ. Тому при

1 < q < +∞,
1

q
+

1

q′
= 1, 0 < t < 1, враховуючи нерiвнiсть


 1

2π

2π∫

0

(
P(1, teix)

)q
dx




1/q

≤
(

max
0≤x≤2π

P(1, teix)

)1/q′

 1

2π

2π∫

0

P(1, teix) dx




1/q′

=

(
1 + t

1 − t

)1/q′

≤ 21/q′

(1 − t)1/q′ ,

знаходимо

mq(r, pµ) ≤ 21/q′
1∫

0

n(rt, g)

t(1 − t)1/q′ dt, 0 < r < 1,

що разом з нерiвнiстю (19) дає

mq(r, F) ≤ M1(q)


 1

(1 − r)1/q′

1∫

r

n(t, g)

t
dt +

1∫

0

n(rt, g)

(1 − t)1/q′ dt


 ,

де M1(q) — деяка додатна стала.
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20. Нехай g(z) = Gµ(z) − Gµ(0), z = reiθ. Нагадаємо, що за лемою 1 F = g + iğ =

g + i(g̃ − p̃µ). Тодi, враховуючи нерiвнiсть Мiнковського, одержимо

mq(r, p̃µ) =mq(r, i(g̃ − p̃µ) + g − g − ig̃)

≤mq(r, g + ig̃) + mq(r, F), 1 < q < +∞, 0 < r < 1.
(20)

Згiдно з теоремою 1, маємо mq(r, g̃) ≤ M(q) mq(r, g), 0 < r < 1, i тому

mq(r, g + ig̃) ≤ (1 + M(q))mq(r, g) ≤ (1 + M(q))mq(r, F), (21)

оскiльки mq(r, g) ≤ mq(r, F). Тодi пiдставивши (21) в (20), одержимо

mq(r, p̃µ) ≤ M3(q)mq(r, F), 0 < r < 1, (22)

де M3(q) = 2 + M(q).

Отже, нам залишилося дати оцiнку знизу при r ր 1 функцiй mq(r, p̃µ), 1 < q < +∞.
Нехай борелева мiра µ ≥ 0 зосереджена на скiнченнiй системi k променiв {teiϕj}k

j=1,

0 ≤ ϕ1 < · · · < ϕk < 2π, 0 < t < 1, nj(r) = µ({teiϕj}), 0 < t ≤ r < 1.

Очевидно, що
k
∑

j=1
nj(r) = n(r, g). У цьому випадку функцiя pµ(z) набуде вигляду

pµ(z) =
k

∑
j=1

r∫

0

nj(t)

t
P(r, tei(θ−ϕ)) dt, z = reiθ .

Позначимо

L(reiθ) =
πr

M(q′)k(πr2 + 4)

k

∑
j=1

r∫

0



∣∣∣∣∣
1 + ρrei(θ−ϕj)

1 − ρrei(θ−ϕj)

∣∣∣∣∣

1/q′



∼

dρ.

Добре вiдомо [3, с. 118], що функцiя F(z) =
1 + z

1 − z
, z ∈ D, належить до просторiв Гардi

Hα(D), 0 < α < 1, i

1

2π

2π∫

0

|F(ρreix)|α dx ≤ M4(α)|F(0)|α = M4(α),

де M4(α) = 1/ cos(
πα

2
). Окрiм того, функцiя |F(z)|α , 0 < α < 1, субгармонiйна. Тому

[див. 3, с. 72]

1

2π

2π∫

0

|F(ρreix)|αP(r, teix) dx ≥ |F(ρt)|α ≥ (1 − ρt)−α, t > 0, ρ < r. (23)

Застосувавши теорему 1 до функцiї L(z), а також, врахувавши нерiвнiсть Мiнковського
та нерiвностi

1

2π

2π∫

0

∣∣∣∣
1 + ρreix

1 − ρreix

∣∣∣∣ dx ≤ 1 +
2

π
log

2

1 − ρr
,

r∫

0

log
2

1 − ρr
dρ ≤ log 2e

r
≤ 2

r
,

знаходимо

mq′(r, L) ≤ πr

k(πr2 + 4)

k

∑
j=1

r∫

0

dρ


 1

2π

2π∫

0

∣∣∣∣∣
1 + ρrei(θ−ϕj)

1 − ρrei(θ−ϕj)

∣∣∣∣∣ dθ




1/q′
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≤ πr

πr2 + 4

r∫

0

(
1 +

2

π
log

2

1 − ρr

)1/q′

dρ ≤ πr

πr2 + 4


r +

2

π

r∫

0

log
2

1 − ρr
dρ


 ≤ 1.

Тому, з урахуванням нерiвностi Гельдера, для всiх 1 < q < +∞, 0 < r < 1, одержуємо
∣∣∣∣∣∣

1

2π

2π∫

0

p̃µ(reiθ)L(reiθ) dθ

∣∣∣∣∣∣
≤ mq(r, p̃µ)mq′(r, L) ≤ mq(r, p̃µ). (24)

Далi, враховуючи [1, с. 225]

(
f̃ (eiθ)

)
∼

=
1

2π

2π∫

0

f (eix) dx − f (eiθ)

та нерiвнiсть (22) одержимо

−L̃(reiθ) ≥ πr

M(q′)k(πr2 + 4)




k

∑
j=1

r∫

0

∣∣∣∣∣
1 + ρrei(θ−ϕj)

1 − ρrei(θ−ϕj)

∣∣∣∣∣

1/q′

dρ − krM4

(
1

q′

)
 . (25)

Тодi, з огляду на спiввiдношення дуальностi [4, с. 117] зi спiввiдношень (24), (25) та (23)
випливає, що

mq(r, p̃µ) ≥ −
2π∫

0

pµ(reiθ)L̃(reiθ)
dθ

2π
≥ πr

M(q′)k(πr2 + 4)

×




k

∑
j=1

k

∑
ν=1

r∫

0

nj(t)

t
dt

r∫

0

dρ

2π∫

0

∣∣∣∣∣
1 + ρrei(θ−ϕν)

1 − ρrei(θ−ϕν)

∣∣∣∣∣

1/q′

P(r, tei(θ−ϕj))
dθ

2π
− krM4(

1

q′
)

r∫

0

n(t, g)

t
dt




≥ πr

M(q′)k(πr2 + 4)




r∫

0

n(t, g)

t
dt

r∫

0

dρ

(1 − ρt)1/q′ − krM4(1/q′)
r∫

0

n(t, g)

t
dt


 .

Зауважимо, що

r∫

0

dρ

(1 − ρt)1/q′ ≥
t∫

0

dρ

(1 − ρt)1/q′ ≥
t

(2(1 − t))1/q′ , (26)

r∫

0

n(t, g)

t
dt = o




r∫

0

n(t, g)

(1 − t)1/q′ dt


 , r ր 1, (27)

πr

πr2 + 4
>

1

5
(28)

при 1
2 ≤ r < 1.

Спiввiдношення (26)–(28) разом з (22) дають

mq(r, F) ≥ M5(q)

k

r∫

0

n(t, g)

(1 − t)1/q′ dt, де M5(q) =
1

20M(q′) + 10
, 1/q + 1/q′ = 1.

30. Твердження цього пункту негайно випливає з тверджень пунктiв 10 та 20 цiєї тео-
реми.
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40. Спiввiдношення (16) легко випливає з твердження пункту 10 цiєї теореми, спiввiд-
ношень (14), (15) та

(1 − t)−1/q′n(t, g) = O((1 − t)−1l(t)), t ր 1.

Навпаки, нехай виконується спiввiдношення (16). Спочатку зауважимо, що

1∫

0

n(t, g)dt =
∫

D

(1 − |a|)dµa < +∞.

Тому для всiх r ∈ (0; 1) маємо

n(r, g)(1 − r) ≤
1∫

r

n(t, g)dt,

або

n(r, g)(1 − r)1/q ≤ (1 − r)−1/q′
1∫

r

n(t, g)dt := l(r), 1/q + 1/q′ = 1,

тобто

n(r, g) ≤ (1 − r)−1/ql(r). (29)

Враховуючи (29), необхiдне твердження буде встановлено, якщо ми покажемо, що
lim
r→1

l(r) = 0 i функцiя l(r) задовольняє умову (15). Справдi, з умови (17) випливає, що

n(r, g)(1 − r)1/q ≤ q−1

1∫

r

n(t, g)(1 − t)−1/q′dt → 0, r ր 1.

Тодi, застосовуючи правило Лопiталя, одержимо

lim
r→1

l(r) = lim
r→1

(1 − r)−1/q′
1∫

r

n(t, g)dt = q′ lim
r→1

n(r, g)(1 − r)1/q = 0.

Далi, iнтегруючи частинами, дiстаємо

1∫

0

l(t)

1 − t
dt =

1∫

0

1∫
t

n(τ, g)dτ

(1 − t)1+1/q′ dt =q′




1∫

0

n(t, g)

(1 − t)1/q′ dt −
1∫

0

n(t, g)dt




≤q′
1∫

0

n(t, g)(1 − t)−1/q′dt,

що разом з (17) дає (15).

50. Твердження а) негайно випливає з твердження пункту 40 при l(r) = (1 − r)1/q−α0 .
Для доведення твердження б) досить взяти такий потенцiал Ґрiна Gµ, мiра µ якого зосе-
реджена на скiнченнiй системi радiальних променiв, що

C1(1 − r)−1/q ≤ n(r, g) ≤ C2(1 − r)−α, 1 < q < +∞, r ր 1,

де C1, C2 — деякi додатнi сталi, та врахувати твердження пункту 20 цiєї теореми.



IНТЕГРАЛЬНI СЕРЕДНI ПОТЕНЦIАЛIВ ҐРIНА ТА ЇХ СПРЯЖЕНИХ 29

REFERENCES

[1] Dyn’kin E.M. Methods of the theory of singular integrals (Hilbert transform and Calderon-Zygmund theory). Itogi
nauki i tekhniki. Sovremen. Problemy mat. Fundam. Naprav. VINITI 1987, 15, 197–292. (in Russian)

[2] Edwards R. Fourier series a modern introduction. V. 1. Springer-Verlag, New York, 1979.

[3] Eiko V.V., Kondratyuk A.A. Integral logarithmic means of Blaschke products. Math. Notes 1988, 64, 199–206. (in
Russian) doi:10.1007/BF02310301

[4] Garnett J.B. Bounded analytic functions. Academic Press, New York, 1981.

[5] Hayman W.K. Subharmonic functions. V. 2. Academic Press Ltd, London, 1989.

[6] Hayman W.K., Kennedy P.B. Subharmonic functions. V. 1. Academic Press Inc., London, 1976.

[7] Kondratyuk A.A., Vasyl’kiv Ya.V. Conjugate of subharmonic function. Mat. Stud. 2000, 13, 173–180.

[8] Vasyl’kiv Ya.V. On the boundedness of the total variation of the logarithm of a Blaschke product. Ukrainian Math. J.
1999, 51, 1449–1455. (in Ukrainian) doi:10.1007/BF02525267

[9] Vasyl’kiv Ya.V., Kondratyuk A.A. Integral logarithmic means of Blaschke products. Visn. Lviv University 1999, 53,
52–61. (in Ukrainian)

Надiйшло 18.06.2012

Vasyl’kiv Ya.V. , Kravec M.Ya. Integral mean of Green’s potentials and their conjugate. Carpathian

Mathematical Publications 2013, 5 (1), 19–29.

The best possible estimates for Lebesgue integral means mq(r, F) (1 ≤ q < +∞) for the pair
of functions F = g + i ğ, here g — Green’s potential, ğ — function conjugate to g, was obtained.
It generalizes well-known results of Ya.V. Vasyl’kiv and A.A. Kondratyuk for logarithms log B of
Blaschke products B in terms of counting function n(r, 0, B) (0 < r < 1) of their zeroes.
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tion of values of subharmonic functions.
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Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — C. 19–29.

Установлено неулучшаемые оценки q-тых (1 ≤ q < +∞) интегральных средних Лебега
пары функций F = g + i ğ, где g — потенциал Грина, а ğ — функция, сопряженная к g. Они
обобщают соответственные результаты Я.В. Василькива и А.А. Кондратюка для логарифмов
log B произведений Бляшке B в терминах счетной функции n(r, 0, B) (0 < r < 1) их нулей.

Ключевые слова и фразы: потенциали Грина, сопряженная функция, интегральные средние
Лебега, распределение значений субгармонических функций.


