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АСИМПТОТИЧНЕ ПОВОДЖЕННЯ ЛОГАРИФМIЧНОЇ ПОХIДНОЇ ЦIЛИХ

ФУНКЦIЙ НУЛЬОВОГО ПОРЯДКУ

Отримано апроксимацiйну теорему для логарифмiчної похiдної F цiлих функцiй нульо-
вого порядку i за її допомогою знайдено асимптотику F зовнi виняткової множини.
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ВСТУП

Нехай f — цiла функцiя скiнченного додатного порядку ρ, ρ(r) — уточнений поря-
док f (див., наприклад, [1, с. 69]). Позначимо через H∗

+(r
ρ(r)) клас цiлих функцiй f цiлком

регулярного зростання (ц. р. зр.). Добре вiдомо, що ц. р. зр. цiлої функцiї додатного не-
цiлого порядку еквiвалентне iснуванню кутової щiльностi її нулiв вiдносно функцiї по-
рiвняння rρ(r).

Будемо говорити, що множина E ⊂ C має верхню µ-щiльнiсть, 1 < µ ≤ 2, якщо її
можна покрити такою послiдовнiстю кругiв {z : |z − zj| < rj}, j = 1, 2, . . . , zj → ∞, що

Dµ(E) : = lim
r→+∞

r−µ ∑
|zj|≤r

r
µ
j = η, 0 ≤ η < +∞.

Сiм’ю таких множин позначимо C
µ
η .

В [2] для f ∈ H∗
+(r

ρ(r)) знайдено асимптотичнi формули її логарифмiчної похiдної
F(z) = z f ′(z)/ f (z), а саме

F(reiϕ) = g(ϕ)rρ(r) + o(rρ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E, E ∈ C2
0 , (1)

де g ∈ L1[0, 2π]. За результатами роботи [3] бачимо, що з асимптотики (1) випливає ц. р.
зр. цiлої функцiї f .

Асимптотику логарифмiчної похiдної цiлої функцiї нульового порядку, нулi якої ма-
ють кутову щiльнiсть вiдносно функцiї rλ(r), знайдено в [4]. Тут λ(r) — нульовий уточне-
ний порядок лiчильної функцiї n(r) = n(r, 0, 2π) нулiв f , тобто:

1) λ(r) — невiд’ємна, неперервно диференцiйовна на [0,+∞) функцiя;

2) λ(r) → 0 при r → +∞;
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3) rλ′(r) ln r + λ(r) → 0 при r → +∞;

4) rλ(r) ր +∞ при r → +∞;

5) 0 < lim
r→+∞

n(r)/rλ(r)
< +∞.

В роботi буде знайдена асимптотика логарифмiчної похiдної для цiлої функцiї нульо-
вого порядку, нулi якої мають кутову щiльнiсть вiдносно функцiї υ(r).

1 ФОРМУЛЮВАННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

Нехай L — клас додатних, неспадних, необмежених, неперервно диференцiйовних на
R+ функцiй υ таких, що rυ′(r)/υ(r) → 0 при r → +∞. Легко переконатися, що rλ(r) ∈
L. Позначимо через H0(υ), υ ∈ L, клас цiлих функцiй f нульового порядку, для яких
0 < lim

r→+∞
n(r)/υ(r) < +∞. Нехай n(r, α, β) — кiлькiсть нулiв цiлої функцiї в секторi

{z : |z| ≤ r, α ≤ arg z < β}, 0 ≤ α < β < 2π. Будемо говорити, що нулi функцiї f ∈ H0(υ)

мають υ-щiльнiсть (кутову υ-щiльнiсть), якщо iснує границя

∆ : = lim
r→+∞

n(r)

υ(r)

(

∆(α, β) : = lim
r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)

)

для всiх α i β, що не належать деякiй не бiльш нiж злiченнiй множинi з [0, 2π], 0 < ∆ <

+∞. Через H∗
0 (υ) позначимо пiдклас функцiй f ∈ H0(υ), нулi яких мають кутову υ- щiль-

нiсть.

Теорема 1. Нехай υ ∈ L, f1, f2 ∈ H0(υ), послiдовностi нулiв (a1,k), (a2,k) вiдповiдно фун-
кцiй f1, f2 мають υ-щiльнiсть, |a1,k | = |a2,k|, |arg a1,k − arg a2,k| < δ. Тодi для будь-яких
ε > 0, η > 0, 1 < µ ≤ 2 iснують δ > 0 i така множина E, Dµ(E) < η, що

|F1(z)− F2(z)| < ευ(r), z /∈ E. (2)

Теорема 2. Нехай υ ∈ L, f ∈ H∗
0 (υ). Тодi iснує така множина E ∈ C

µ
0 , 1 < µ ≤ 2, що

F(reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E. (3)

2 ДОВЕДЕННЯ ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

При доведеннi теореми 1 будемо використовувати такий аналог леми Картана.

Лема ([5]). Якщо bj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n, 1 < µ ≤ 2, H > 0, то зовнi деякої системи не бiльше
нiж n кругiв з радiусами rk таких, що ∑k r

µ
k ≤ (2H)µ i кожний круг мiстить хоча б одну

точку bj, виконується нерiвнiсть

n

∑
j=1

1
|z − bj|

≤ µ

µ − 1
n

H
.

Доведення теореми 1. Нехай ε > 0, η > 0, 1 < µ ≤ 2 заданi довiльнi числа, n(r) =

n(r, 0, f1) = n(r, 0, f2) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

ξ(r) = sup
t≥r

υ(2r)− υ(r/2)
υ(r)

.
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Очевидно, що ξ(r) ց 0 при r → +∞. Виберемо δ > 0, r0 > 0 так, щоб 4δ∆ < ε/3,
16µ/(µ − 1)∆ (ξ(r))1/(2µ)

< ε/6, 64µ
√

ξ(r/4) < η, r ≥ r0. Легко бачити, що

Fj(z) = z
+∞

∑
k=1

1
z − aj,k

= z ∑
|aj,k|<r/2

1
z − aj,k

+ z ∑
|aj,k|>2r

1
z − aj,k

+ z ∑
r/2≤|aj,k|≤2r

1
z − aj,k

= F
(1)
j

(

z,
r

2

)

+ F
(2)
j (z, 2r) + F

(3)
j

(

z,
r

2
, 2r

)

, |z| = r, j = 1, 2.

(4)

Оцiнимо спочатку |F(1)
j (z, r/2)| i |F(2)

j (z, 2r)|. При |aj,k| < r/2, |arg a1,k − arg a2,k| < δ

маємо |a1,k − a2,k| < δr/2. Тому
∣

∣

∣
F
(1)
1

(

z,
r

2

)

− F
(1)
2

(

z,
r

2

)∣

∣

∣
≤ r ∑

|aj,k|<r/2

|a1,k − a2,k|
(r − |a1,k|)(r − |a2,k |)

< 2δn
( r

2

)

< 4δ∆υ(r)<
ε

3
υ(r). (5)

При |aj,k| > 2r маємо

∣

∣F
(2)
1 (z, 2r)− F

(2)
2 (z, 2r)

∣

∣ ≤ r ∑
|aj,k|>2r

|a1,k − a2,k|
(|a1,k | − r)(|a2,k | − r)

≤ r

+∞
∫

2r

tδ/2
(t − r)2 dn(t)

=
δr

2

+∞
∫

2r

dn(t)

t(1 − r/t)2 ≤ 2δr

+∞
∫

2r

dn(t)

t
= −δn(2r) + 2δr

+∞
∫

2r

n(t)

t2 dt

< 3δ∆r

+∞
∫

2r

υ(t)

t2 dt ≤ 3δ∆r
υ(2r)√

2r

+∞
∫

2r

t−3/2dt = 3δ∆υ(2r) ≤ 4δ∆υ(r) <
ε

3
υ(r),

(6)

оскiльки υ(r)/
√

r ց 0 при r → +∞.
Нехай (ak) послiдовнiсть, яка мiстить всi члени послiдовностей (a1,k) i (a2,k), а, отже, її

лiчильною функцiєю буде 2n(r). Маємо
∣

∣

∣
F
(3)
1

(

z,
r

2
, 2r

)

− F
(3)
2

(

z,
r

2
, 2r

)∣

∣

∣
≤

∣

∣

∣
F
(3)
1

(

z,
r

2
, 2r

)∣

∣

∣
+

∣

∣

∣
F
(3)
2

(

z,
r

2
, 2r

)∣

∣

∣

≤ r ∑
r/2≤|ak|≤2r

1
|z − ak|

= rψ(z, r).
(7)

Для оцiнки ψ(z, r) скористаємося лемою. Нехай Rj = 22j, j = 0, 1, 2, . . .,

Kj = {z : Rj/2 < |z| < 2Rj}, nj = 2n(2Rj)− 2n(Rj/2), Hj = Rjξ
1/(2µ)(r/4).

Очевидно, що {z : 1 < |z| < +∞} =
⋃+∞

j=0 Kj. Оскiльки nj ≤ 2∆(υ(2Rj) − υ(Rj/2)) ≤
4∆ξ(Rj)υ(Rj), то зовнi деякої системи кругiв Cjν = {z : |z − zjν| < rjν}, 1 ≤ ν ≤ sj,

∑
sj

ν=1 r
µ
jν ≤ (4Hj)

µ = (4Rj)
µξ1/2(r/4) правильна оцiнка

ψ(z, Rj) ≤
µ

µ − 1

nj

Hj
≤ µ

µ − 1

4∆ξ(Rj)υ(Rj)

ξ1/2µ(r/4)Rj
≤ µ

µ − 1

4∆υ(Rj)

Rj
ξ1−1/(2µ)(Rj).

Приймемо E =
(

⋃+∞
j=0

⋃sj

ν=1 Cjν

)

⋃{z : |z| < r0}. Тодi для r ≥ r0

m+1

∑
j=0

sj

∑
ν=1

r
µ
jν ≤

m+1

∑
j=0

(

4ξ1/(2µ)
( r

4

)

Rj

)µ
= 4µξ1/2

( r

4

) R
µ
m+122µ − 1

22µ − 1
<

64µ

3
ξ1/2

( r

4

)

rµ
<

η

3
rµ,
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а, отже, Dµ(E) < η.
Нехай Rm ≤ r < Rm+1. Тодi Rm+1/4 ≤ r ≤ 4Rm i для r ≥ r0

ψ(z, Rm) ≤
µ

µ − 1
4∆υ(Rm)

Rm
ξ1−1/(2µ)(Rm) <

µ

µ − 1
16∆υ(r)

r
ξ1−1/(2µ)

( r

4

)

<
ε

6
υ(r)

r
(8)

i, аналогiчно,

ψ(z, Rm+1) ≤
µ

µ − 1
4∆υ(Rm+1)

Rm+1
ξ1−1/(2µ)(Rm+1) <

ε

6
υ(r)

r
. (9)

Враховуючи, що ψ(z, r) ≤ ψ(z, Rm) + ψ(z, Rm+1), з (7), (8) та (9) маємо
∣

∣

∣
F
(3)
1

(

z,
r

2
, 2r

)∣

∣

∣
+

∣

∣

∣
F
(3)
2

(

z,
r

2
, 2r

)∣

∣

∣
<

ε

3
υ(r), z /∈ E. (10)

Взявши до уваги (4)–(6), (10) отримуємо (2), що доводить теорему 1. �

Доведення теореми 2. У випадку, коли всi нулi f розташованi на скiнченнiй системi
променiв Γm =

⋃m
j=1{z : arg z = ψj}, доведення теореми аналогiчне до доведення теореми

2 з [4]. Ми отримуємо

F(reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, z /∈ Γm, (11)

причому (11) виконується рiвномiрно щодо ϕ ∈ [0, 2π]\⋃m
j=1{z : |arg z − ψj| ≥ γ}, де γ >

0 як завгодно мале число. Перехiд до загального випадку здiйснюємо використовуючи
теорему 1.

Зафiксуємо ε = εn = 1/n, η = ηn = 2−(n+1). За теоремою 1 iснують δ > 0, система
таких променiв

(

ψj

)m

j=0 , 0 = ψ0 < ψ1 < . . . ψm = 2π, що |ψj+1 − ψj| < δ, j = 0, m − 1, цiла

функцiя F1,n(z) = z ∑
+∞
k=1 1/(z − a′k) з полюсами a′k, |a′k| = |ak| i, якщо ψj ≤ arg ak < ψj+1,

arg a′k = ψj. Для z = reiϕ, r ≥ rn, ϕ ∈ [0, 2π], |ϕ − ψj| ≥ γ, де γ > 0 достатньо мале число,
з асимптотичної формули (11) отримуємо, що

|F1,n(z)− n(r)| < εn

4
υ(r).

Крiм того, за теоремою 1 iснує така система кругiв C′
n, Dµ(C′

n) < ηn/4, зовнi якої

|F(z)− F1,n(z)| <
εn

4
υ(r).

Тому отримуємо, що

|F(z)− n(r)| < εn

2
υ(r), (12)

для r ≥ rn, ϕ ∈ [0, 2π], |ϕ − ψ′
j| ≥ γ, 0 ≤ j ≤ m − 1, z /∈ C′

n.

Будуємо F2,n з полюсами, що лежать на системi променiв
(

ψ′
j

)

, 0 = ψ′
0 < ψ′

1 < . . . ψ′
m =

2π, такими, що




s−1
⋃

j=1

{ϕ : |ϕ − ψ′
j| < γ}





⋂





m−1
⋃

j=1

{ϕ : |ϕ − ψj| < γ}



 = ∅.

Тодi як i в попередньому випадку, iснує система кругiв C′′
n , Dµ(C′′

n ) < ηn/4, зовнi якої ви-
конується (12) для r ≥ rn, ϕ ∈ [0, 2π], |ϕ − ψ′

j| ≥ γ, 0 ≤ j ≤ s− 1. А, отже, (12) виконується
для всiх ϕ ∈ [0, 2π], r ≥ rn, z /∈ Cn = C′

n
⋃

C′′
n , Dµ(Cn) < ηn/2.
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Нехай

Cn =
+∞
⋃

j=1

Cnj, Cnj = {z : |z − znj| < rnj}.

При всiх достатньо великих r

∑
|znj|≤r

r
µ
nj < rµηn/2 ≤ rµ/8.

Тодi для достатньо великих j маємо r
µ
nj < |znj |µ/4 i rnj < |znj |/2. Виберемо таку послi-

довнiсть (Rk)
+∞
1 , що Rk+1 > (k + 1)Rk, k = 1, 2, . . . , для r ≥ Rn, z /∈ Cn виконується (12), i

позначимо

E =
+∞
⋃

n=1

⋃

Rn≤|znj|<Rn+3

{z : |z − znj| < rnj} =
+∞
⋃

s=1

{z : |z − zs| < rs}.

Далi, аналогiчно як в [3], показуємо, що Dµ(E) = 0 i виконується (3) рiвномiрно по ϕ ∈
[0, 2π), що й доводить теорему 2. �

REFERENCES

[1] Levin B. Ja. Distribution of zeros of entire functions. Hos.-Tehn. Publ., Moscow, 1956. (in Russian)

[2] Goldberg A. A., Korenkov N. E. Asymptotics of the logarithmic derivative of an entire function of completely regular

growth. Sibirsk. Mat. Zh. 1980, 21 (3), 63–79. (in Russian)

[3] Goldberg A. A., Strochyk N. N. Asymptotic behavior of meromorphic functions of completely regular growth and

their logarithmic derivatives. Sibirsk. Mat. Zh. 1985, 26 (6), 29–38. (in Russian)

[4] Zabolotskyj M. V. Asymptotics of the logarithmic derivative for an entire function of order zero. Ukrain. Mat. Zh.
1999, 51 (1), 32–40. (in Ukrainian)

[5] Macintyre A. J., Fuchs W. H. J. Inequalities for the logarithmic derivatives of a polynomial. J. Lond. Math. Soc. 1940.
15, 162–168.

Надiйшло 04.04.2014

Zabolotskyj M.V., Mostova M.R. Asymptotic behavior of the logarithmic derivative of entire functions of

zero order. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 237–241.

We get an approximation theorem for the logarithmic derivative F of entire functions of zero
order and with it’s help establish the asymptotic of F outside of the exceptional set.

Key words and phrases: entire function, logarithmic derivative, zero order, density, asymptotics.

Заболоцкий Н.В., Мостовая М.Р. Асимптотическое поведение логарифмической производной це-

лых функций нулевого порядка // Карпатские матем. публ. — 2014. — Т.6, №2. — C. 237–241.

Получена аппроксимационная теорема для логарифмической производной F целых фун-
кций нулевого порядка и с ее помощью найдено асимптотику F снаружи исключительного
множества.

Ключевые слова и фразы: целая функция, логарифмическая производная, нулевой порядок,
плотность, асимптотика.


