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НАБЛИЖЕННЯ ЄМНОСТЕЙ НА МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРАХ ЛIПШИЦЕВИМИ

ЄМНОСТЯМИ

Для довiльної ємностi на просторi з обмеженою метрикою доведено iснування i отримано
явний вигляд найближчих до неї ємностей, лiпшицевих з даним коефiцiєнтом.
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ВСТУП

Запровадженi Шоке [1] ємностi (неадитивнi мiри) знайшли численнi застосування у
рiзних галузях. Простори регулярних неадитивних мiр на компактах детально вивчено
Зарiчним та Никифорчиним [2]. Результати, отриманi для компактiв, узагальнили та по-
ширили на неадитивнi мiри на тихоновських просторах Никифорчин та Реповш [3]. Вла-
стивостi типу регулярностi (регулярнiсть щодо метрики, щодо топологiї, ω-гладкостi,
τ-гладкостi) для ємностей, визначених на метричних (не обов’язково компактних) та ме-
тризовних просторах дослiджено Черковським [4]. Зокрема, описано метрики на просто-
рi ємностей у стилi Прохорова та Зарiчного (Канторовича-Рубiнштейна) та доведена їх
еквiвалентнiсть (а з певною модифiкацiєю — i рiвнiсть) для випадку, коли вихiдний про-
стiр є повним.

З потреб практики виникає необхiднiсть виражати або наближати певнi ємностi за до-
помогою емностей, якi мають деякi специфiчнi властивостi або простiшу будову. В данiй
працi дослiджується клас лiпшицевих ємностей на метричних просторах. Вони характе-
ризуються наступною “гарною” властивiстю: при незначнiй змiнi множини значення єм-
ностi на цiй множинi суттєво не змiнюється, тому задача апроксимацiї довiльної ємностi
на метричному просторi лiпшицевими ємностями є досить актуальною. Саме ця пробле-
ма є ключовою у данiй статтi.

1 МЕТРИКА НА МНОЖИНI ЄМНОСТЕЙ

Надалi вважаємо, що (X, d) — метричний простiр скiнченного дiаметра. Як звичайно,
для x ∈ X та A ⊂ X величину d(x, A) = inf{d(x, a) | a ∈ A} називаємо вiдстанню вiд точки
x до множини A. Множини

OεA = {x ∈ X | d(x, A) < ε}, де A ⊂ X, ε > 0,
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та
Oε A = {x ∈ X | d(x, A) 6 ε}, де A ⊂ X, ε > 0,

називаємо вiдповiдно вiдкритим ε-околом та замкненим ε-околом множини A. Очевидно,
що вони дiйсно є вiдповiдно вiдкритою та замкненою множиною, оскiльки d(x, A) непе-
рервно залежить вiд x при фiксованому A. Зокрема, через Oε({a}) = Bε(a) та Oε({a}) =

B̄ε(a) позначаємо вiдкриту та замкнену кулю радiуса ε з центром у точцi a ∈ X.
На множинi exp X непорожнiх замкнених пiдмножин вживаємо стандартну метрику

Гаусдорфа

dH(A, B) = max
{

sup{d(a, B) | a ∈ A}, sup{d(b, A) | b ∈ B}
}

.

Наступнi формули для dH є рiвносильними:

dH(A, B) = min{ε > 0 | A ⊂ OεB, B ⊂ Oε A},

dH(A, B) = inf{ε > 0 | A ⊂
⋃

b∈B

B̄ε(b), B ⊂
⋃

a∈A

B̄ε(a)},

dH(A, B) = inf{ε > 0 | A ⊂
⋃

b∈B

Bε(b), B ⊂
⋃

a∈A

Bε(a)}.

Зауважимо, що у другiй (але не третiй) формулi inf можна замiнити на min для компа-
ктного простору X, оскiльки у такому просторi OεA =

⋃

a∈A B̄ε(a) для кожної замкненої
A ⊂ X.

Надалi розглядаємо клас ємностей [2] на просторi (X, d), регулярних щодо метрики
d, тобто таких монотонно неспадних дiйснозначних функцiй c на сукупностi Exp X всiх
замкнених пiдмножин простору X, що c(∅) = 0, i c(OεA) → c(A) при ε → +0 для кожної
замкненої A ⊂ X. Вважаючи d фiксованою, у звичайному позначеннi цього класу MdX

опускаємо d i пишемо MX.
Кожна така ємнiсть c цiлком визначається своїм пiдграфiком

sub c =
{

(F, α) ∈ exp X × I
∣

∣ α 6 c(F)
}

,

який є замкненим у exp X × I з метрикою прямого добутку

ρ
(

(F, α), (G, β)
)

= max(dH(F, G), |α − β|).

Вiдповiдно вiдстань d̂(c1, c2) мiж ємностями c1, c2 ∈ MX природно означається як вiд-
стань Гаусдорфа ρH(sub c1, sub c2) мiж їх пiдграфiками. Оскiльки дiаметр X скiнченний,
то значення d̂ теж скiнченнi.

Неважко помiтити, що d̂(c1, c2) є точною нижньою гранню множини всiх таких ε > 0,
що для кожної A ⊂

cl
X виконано нерiвностi

c1(Oε A) + ε > c2(A), c2(OεA) + ε > c1(A)

(у такому випадку кажемо, що ємностi c1 та c2 є ε-близькими). Тодi d̂(c1, c2) 6 ε, якщо i
тiльки якщо для всiх ε′ > ε, A ⊂

cl
X виконано

c1(Oε′ A) + ε′ > c2(A), c2(Oε′ A) + ε′ > c1(A).

Остання точна нижня грань досягається для компактного простору, i, ширше, для ко-
жного (X, d), у якому dH(Oε′ A, OεA) → 0 при ε′ ց ε для всiх A ⊂

cl
X, ε > 0 (зауважимо, що
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при ε = 0 збiжнiсть є автоматичною). У такому просторi d̂(c1, c2) 6 ε, якщо i тiльки якщо
c1 та c2 ε-близькi.

Iншою достатньою умовою того, що ємностi c1 та c2 є ε-близькими для ε = d̂(c1, c2), є їх
ω-гладкiсть, тобто рiвнiсть ci(

⋂

∞

n=1 An) = limn→∞ ci(An), i = 1, 2, для кожної незростаючої
послiдовностi A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . замкнених множин у X. Ця властивiсть є сильнiшою
вiд регулярностi щодо метрики.

2 НАБЛИЖЕННЯ ЛIПШИЦЕВИМИ ЄМНОСТЯМИ

Нагадаємо, що (X, d) — метричний простiр скiнченного дiаметра.
Клас лiпшицевих з коефiцiєнтом q > 0 ємностей — це множина

MqX = {c ∈ MX | ∀F, G ⊂
cl

X |c(F)− c(G)| ≤ q · dH(F, G)},

де q > 0 — деяке фiксоване дiйсне значення. Зрозумiло, що рiвносильно умову лiпшице-
востi можна записати як

∀F, G ⊂
cl

X ∀ε > 0 dH(F, G) ≤ ε ⇒ |c(F)− c(G)| ≤ qε

або
∀F ⊂

cl
X ∀ε > 0 c(Ōε(F)) 6 c(F) + qε.

Очевидно, що лiпшицевiсть сильнiша вiд iнших властивостей типу регулярностi [4]
— регулярностi щодо метрики, регулярностi щодо топологiї, ω-гладкостi та τ-гладкостi.
Простий приклад ємностi, лiпшицевої з коефiцiєнтом 2 — це функцiя, яка зiставляє ко-
жнiй замкненiй пiдмножинi її дiаметр.

Теорема 1. MqX — замкнений пiдпростiр простору MX з метрикою d̂.

Доведення. Достатньо показати, що довiльна ємнiсть c0, яка є точкою дотику множини
MqX, належить до неї. Нехай F ⊂

cl
X, ε > 0. За припущенням для кожного δ > 0 iснує

c ∈ MqX, для якого d̂(c0, c) 6 δ. Звiдси

c0(ŌεF) 6 c(Ōδ(ŌεF)) + δ 6 c(Ōδ+εF) + δ 6 c(F) + q(δ + ε) + δ 6 c0(ŌδF) + 2δ + q(δ + ε).

Оскiльки при δ → 0 останнiй вираз прямує до c0(F) + qε, маємо c0 ∈ MqX.

Розглянемо задачу про апроксимацiю довiльної ємностi c ∈ MX ємностями з класу
MqX.

Лема 2.1. Для фiксованої непорожньої множини G ⊂
cl

X функцiї на Exp X, рiвнi нулю для

аргумента ∅ i визначенi для непорожньої F ⊂
cl

X формулами

ϕ(F) = q sup
x∈F

d(x, G) та ψ(F) = max{a − q sup
x∈G

d(x, F), 0},

де a > 0, є лiпшицевими з коефiцiєнтом q ємностями.

Доведення. Достатньо зауважити, що вирази inf
x∈F

d(x, G) та sup
x∈F

d(x, G), а тому й sup
x∈G

d(x, F),

є лiпшицевими щодо F з коефiцiєнтом 1. Виконання iнших властивостей очевидне.
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Зауважимо, що поаргументний iнфiмум довiльної сiм’ї ємностей з MqX та поаргумен-
тний супремум довiльної обмеженої згори сiм’ї ємностей з MqX теж є ємностями з цього
ж класу. Звiдси випливає, що при фiксованих ε, q ≥ 0 та c ∈ MX функцiї

−
c

q

ε (F) = sup
A⊂

cl
X

{max{c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, F), 0}}

та
+
c

q

ε (F) = inf
B⊂

cl
X
{c(Oε(B)) + ε + q sup

x∈F

d(x, B)},

де F 6= ∅, i
−
c

q

ε (∅) =
+
c

q

ε (∅) = 0, є лiпшицевими з коефiцiєнтом q ємностями.

Теорема 2. Функцiї
−
c

q

ε та
+
c

q

ε — це такi елементи MqX, що довiльна ємнiсть c0 ∈ MqX є

ε-близькою до даної ємностi c, якщо i тiльки якщо
−
c

q

ε ≤ c0 ≤
+
c

q

ε .

Доведення. Належнiсть
−
c

q

ε ,
+
c

q

ε ∈ MqX обґрунтовано вище.
Припустимо, що c ∈ MX та c0 ∈ MqX є ε-близькими. Тодi, зафiксувавши F ⊂

cl
X та

обравши довiльнi A ⊂
cl

X та δ > 0 такi, що Oε(A) ⊂ Oδ(F), отримаємо

c(A)− ε ≤ c0(Oε(A)) ≤ c0(Oδ(F)) ≤ c0(F) + qδ,

тобто c0(F) ≥ c(A)− ε − qδ. Зокрема, якщо покласти δ = sup
x∈Oε(A)

d(x, F), то можна ствер-

джувати, що при всiх A ⊂
cl

X будуть виконуватись нерiвностi

c0(F) ≥ c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, F).

Звiдси
c0(F) ≥ sup

A⊂
cl

X

{c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, F)}

тобто c0 ≥
−
c

q

ε .
Майже аналогiчно, зафiксуємо множину F ⊂

cl
X та оберемо довiльнi B ⊂

cl
X та δ > 0

такi, що F ⊂ Oδ(B). Оскiльки c0 ∈ MqX, то c0(F) ≤ c0(Oδ(B)) ≤ c0(B) + qδ. Якщо δ =

sup
x∈F

d(x, B), то остання нерiвнiсть набудe вигляду c0(F) ≤ c0(B) + q sup
x∈F

d(x, B). Крiм того,

d̂(c, c0) ≤ ε, тобто c0(B) ≤ c(Oε(B)) + ε. Отже можна стверджувати, що для всiх B ⊂
cl

X

виконується c0(F) ≤ c(Oε(B)) + ε + q sup
x∈F

d(x, B), тому

c0(F) ≤ inf
B⊂

cl
X
{c(Oε(B)) + ε + q sup

x∈F

d(x, B)},

тобто c0 ≤
+
c

q

ε .

Отже, виконання нерiвностей
−
c

q

ε ≤ c0 ≤
+
c

q

ε необхiдне для ε-близькостi c та c0.

Доведемо достатнiсть. Нехай c0 ≥
−
c

q

ε . Тодi для фiксованої F ⊂
cl

X та довiльної A ⊂
cl

X

правильнi нерiвностi

c0(Oε(F)) ≥
−
c

q

ε (Oε(F)) ≥ c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, Oε(F)).
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Звiдси при A = F отримаємо c0(Oε(F)) ≥ c(F)− ε.

Якщо c0 ≤
+
c

q

ε , то при будь-яких B ⊂
cl

X буде виконуватись

c0(F) ≤ c(Oε(B)) + ε + q sup
x∈F

d(x, B).

Зокрема, при B = F отримаємо c0(F) ≤ c(Oε(F)) + ε.

Отже, за умови
−
c

q

ε ≤ c0 ≤
+
c

q

ε маємо ε-близькiсть c та c0.

Зауваження 2.1. Зрозумiло, що для довiльної ємностi c ∈ MX iснує ε-близький елемент

c0 ∈ MqX тодi i тiльки тодi, коли виконано
−
c

q

ε ≤
+
c

q

ε . У цьому випадку можна покласти,

наприклад, c0 =
−
c

q

ε чи c0 =
+
c

q

ε .

Теорема 3. Для довiльної ємностi c ∈ MX iснує ε-близький елемент c0 пiдпростору MqX

(де ε > 0), якщо i тiльки якщо нерiвнiсть

c(A) ≤ c(Oε(B)) + q sup
x∈Oε(A)

d(x, B) + 2ε

виконано для всiх непорожнiх A, B ⊂
cl

X.

Доведення. Нехай ε ≥ 0 таке, що
−
c

q

ε ≤
+
c

q

ε , тобто
−
c

q

ε (F) ≤
+
c

q

ε(F) для довiльної F ⊂
cl

X.

Остання нерiвнiсть рiвносильна виконанню нерiвностi

c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, F) ≤ c(Oε(B)) + ε + q sup
x∈F

d(x, B)

для кожних непорожнiх замкнених пiдмножин A, B простору X. Зрозумiло, що при F = B

вона матиме вигляд

c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, B) ≤ c(Oε(B)) + ε.

Отже необхiдною умовою для
−
c

q

ε ≤
+
c

q

ε є виконання при довiльних A, B ⊂
cl

X нерiвностi

c(A) ≤ c(Oε(B)) + q sup
x∈Oε(A)

d(x, B) + 2ε.

Покажемо, що вона також є достатньою умовою. Дiйсно, якщо F ⊂
cl

X, то для довiль-

них x ∈ Oε(A) та y ∈ F iстинною є нерiвнiсть d(x, B) ≤ d(x, F) + d(y, B). Тодi виконано

c(Oε(B)) + ε ≥ c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, B) ≥ c(A)− ε − q( sup
x∈Oε(A)

d(x, F) + sup
y∈F

d(y, B)).

Звiдси
inf

B⊂
cl

X
{c(Oε(B)) + ε + q sup

y∈F

d(y, B)} ≥ c(A)− ε − q sup
x∈Oε(A)

d(x, F)

для всiх A, B ⊂
cl

X. Отже,
+
c

q

ε(F) ≥
−
c

q

ε(F), що, згiдно зауваження 2.1, означає iснування

ε-близького елемента c0 ∈ MqX.
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З останньої теореми негайно випливає, що вiдстань вiд ємностi c ∈ MX до пiдпростору
MqX рiвна точнiй нижнiй гранi εq множини

Eq = {ε ≥ 0 | ∀A, B ⊂
cl

X : c(A) ≤ c(Oε(B)) + q sup
x∈Oε(A)

d(x, B) + 2ε}.

Якщо εq = min Eq, то найближчi до c ∈ MX ємностi c0 з пiдпростору MqX визначаються

нерiвнiстю
−
c

q

εq
≤ c0 ≤

+
c

q

εq
.

Однак наступний приклад свiдчить, що мiнiмум множини Eq може й не iснувати.

Приклад 1. Розглянемо пiдпростiр X =
{

(0,−1), (0, 1)
}

∪
(

(0; 1] × {0}
)

площини R
2 з

евклiдовою метрикою i покладемо

c(F) =

{

3, (0, 1) ∈ F або (1, 0) ∈ F,

0, (0, 1) /∈ F i (1, 0) /∈ F,
F ⊂

cl
X.

Очевидно, що c — регулярна ємнiсть, яка не є лiпшицевою з коефiцiєнтом q = 1. При
кожному ε > 1 нерiвнiсть

c(A) ≤ c(Oε(B)) + sup
x∈Oε(A)

d(x, B) + 2ε

iстинна для всiх замкнених непорожнiх пiдмножин A, B простору X, однак для ε = 1 вона
є хибною для A = {(1, 0)}, B = {(0,−1)}.

Це означає, що вiдстань вiд c до пiдпростору MqX рiвна 1, але 1-близької до c ємностi
з MqX не iснує.

Розглянемо, за яких умов можна гарантувати iснування найменшого елемента у Eq.
Якщо спадна послiдовнiсть елементiв {εn}∞

n=1 множини Eq збiгається до ε0, то для збiжно-
стей c(Oεn(F)) → c(Oεo(F)) та sup

x∈Oεn F

d(x, B) → sup
x∈Oεo F

d(x, B) достатньою є напiвнеперерв-

на згори щодо метрики Гаусдорфа залежнiсть множини OεA вiд ε для кожної замкненої
непорожньої A ⊂ X, тобто збiжнiсть dH(Oε′ A, OεA) → 0 при ε′ ց ε. Нагадаємо, що це
виконано при компактностi (X, d), але компактнiсть не є необхiдною — для внутрiшно-
стi одиничної кулi в R

n дана властивiсть теж iстинна. Тодi множина Eq замкнена щодо
границь незростаючих послiдовностей i непорожня, бо мiстить diam X. Тому в Eq iснує
мiнiмальний елемент εq, який згiдно зауваження 2.1 i є шуканою вiдстанню d̂(c, MqX).
Для цього εq, застосувавши теорему 2, легко побудувати найближчу до c (оптимальну)

ємнiсть c0 ∈ MqX, тобто таку, що d̂(c, c0) = εq (наприклад, такими є
−
c

q

ε та
+
c

q

ε при ε = εq).
Розглянемо той випадок, коли множина Eq не обов’язково мiстить найменший елемен-

та. Зрозумiло, що якщо εq = inf Eq, то d̂(c, MqX) = εq. Тодi всi ε′ > εq будуть належати до
множини Eq, а це означає (згiдно Теореми 2), що для довiльного ε′ > εq iснує ε′−близька
до c ємнiсть c′ ∈ MqX, але εq−близької ємностi iз пiдпростору MqX може й не iснувати.
Проте ємнiсть cq ∈ MqX, для якої d̂(c, cq) = εq, iснує, про що стверджує наступна теорема.

Зауважимо, що при ε′ > ε > εq маємо

−
c

q

ε′ 6
−
c

q

ε 6
+
c

q

ε 6
+
c

q

ε′ ,

тому iснують точнi гранi
−
c

q
= sup

ε>εq

−
c

q

ε ,
+
c

q
= inf

ε>εq

+
c

q

ε ,
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якi належать до MqX, причому
−
c

q

ε 6
−
c

q
6

+
c

q
6

+
c

q

ε для кожного ε > εq. Звiдси випливає,

що
−
c q та

+
c q є ε-близькими до c для всiх ε > εq, отже, вiдстань мiж кожною з них та c рiвна

εq.
Неважко записати явний вигляд оптимальних ємностей, отримавши наступне твер-

дження.

Теорема 4. Функцiї
−
c

q
та

+
c

q
, визначенi формулами

−
c

q
(F) = max{sup

A⊂
cl

X

{c(A)− εq − q · lim
ε→εq+0

sup
x∈Oε(A)

d(x, F)}, 0}

та
+
c

q
(F) = inf

B⊂
cl

X
{ lim

ε→εq+0
c(Oε(B)) + εq + q sup

x∈F

d(x, B)}

для замкненої F 6= ∅, i
−
c

q
(∅) =

+
c

q
(∅) = 0, є вiдповiдно найбiльшою i найменшою з

ємностей з MqX, найближчих до ємностi c.
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