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ЧИСЕЛ З IМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ

Розглянуто задачу Кошi для параболiчного рiвняння з iмпульсним впливом, побудовано її
розв’язок та вивчено властивостi розв’язку над полем Qp.
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ВСТУП

У 90-х роках минулого столiття у математичнiй фiзицi зрiс iнтерес до p-адичних чи-
сел. У теорiї суперструн (М. Грiна, Дж. Шварца i Е. Вiттена [3] та I.В. Воловiча, I.Я. Аре-
ф’євої [1]), яка апелює до фантастично малих вiдстаней, порядку 10−33 см, немає причин
вважати, що звичайнi представлення про простiр-час там можуть бути застосованi.

Однiєю з альтернативних можливостей для описання структури простору-часу є ви-
користання поля Qp p-адичних чисел замiсть множини R дiйсних чисел. На можливiсть
використання p-адичних чисел у математичнiй фiзицi було вперше вказано у 1984 р. у
роботi [7] Владiмiрова В.С. i Воловiча I.В.

У працi [6] побудована теорiя узагальнених функцiй над простором функцiй з Qp в
C, яка застосовується до тих задач, що виникають у математичнiй фiзицi. Теорiя у ба-
гато чому аналогiчна вiдповiднiй теорiї над множиною R, але є певнi суттєвi вiдмiнно-
стi. Основну увагу придiляється теорiї згортки, перетворенню Фур’є, аналогу оператора
Рiмана-Лiувiля, обчисленню iнтегралiв.

Параболiчнi рiвняння над полем p-адичних чисел вивчалися у працi А.Н. Кочубея [4],
в якiй при певних припущеннях вiдносно коефiцiєнтiв, побудовано i дослiджено фун-
даментальний розв’язок задачi Кошi, доведенi iснування та єдинiсть розв’язку у класах
зростаючих функцiй, знайденi умови невiд’ємностi фундаментального розв’язку.

На даний момент опублiковано чимало праць, присвячених дослiдженню задач з iм-
пульсною дiєю для рiзних класiв диференцiальних рiвнянь. Найбiльш повнi та глибокi
дослiдження таких задач вивченi А.М. Самойленком та О.М. Перестюком. В їх моногра-
фiї [5] дослiджуються основнi питання теорiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дi-
єю. Наведена загальна характеристика систем таких рiвнянь, вказано подiбнiсть та вiд-
мiннiсть задач даної теорiї iз задачами звичайних диференцiальних рiвнянь. Основну
увагу в роботi придiляється дослiдженню перiодичних та майже перiодичних розв’язкiв
систем з iмпульсною дiєю, iнтегральних множин рiвнянь, що розглядаються, питанню
стiйкостi розв’язку, iмпульсному керуванню процесами.
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1 ОСНОВНI ПОНЯТТЯ p-АДИЧНОГО АНАЛIЗУ

Наведемо деякi твердження p-адичного аналiзу, якi будуть використовуватися в по-
дальшому. Детальне їх викладення мiститься у [2, 6].

Нехай p — просте число, яке надалi буде фiксованим. Введемо на множинi Q норму
|x|p за правилом |0|p = 0, |x|p = p−γ, якщо рацiональне число x подане у виглядi

x = pγ m

n
,

де {m, n, γ} ⊂ Z, m, n не дiляться на p. Доповнення Q за p-адичною нормою утворює поле
Qp p-адичних чисел.

Норма | · |p володiє наступними властивостями: |x|p = 0 у тому випадку, коли x = 0;
|xy|p = |x|p · |y|p; |x + y|p ≤ max

(
|x|p, |y|p

)
, причому якщо |x|p 6= |y|p, то |x + y|p =

max
(
|x|p, |y|p

)
. Таким чином p-адична норма неархiмедова.

Метрика ρ(x, y) = |x − y|p перетворює поле Qp у повний сепарабельний цiлком не-
зв’язний локально компактний метричний простiр. На Qp iснує (єдина, з точнiстю до
множника) мiра dx, iнварiантна вiдносно додавання. При цьому, якщо a ∈ Qp, a 6= 0,
то d(xa) = |a|pdx. Будемо нормувати мiру так, що

∫

|x|p≤1

dx = 1.

Простiр Qp є об’єднанням злiченної сiм’ї попарно неперетинних множин

Qp =
∞⋃

ν=−∞

{x : |x|p = pν},

при цьому ∫

|x|p=pν

dx = pν

(
1 −

1
p

)
.

Введемо у розгляд клас Mγ(γ ≥ 0) комплекснозначних функцiй ϕ(x) на Qp, якi задо-
вольняють умови:

1) |ϕ(x)| ≤ c
(
1 + |x|p

)γ, де c — довiльна додатна константа;
2) iснує таке натуральне число N = N(ϕ), що для довiльного x ∈ Qp

ϕ(x + x′) = ϕ(x), |x′| ≤ p−N.

Функцiя ϕ, що задовольняє умови 1), 2), називається локально сталою, а число N — по-
казником локальної сталостi функцiї ϕ. Якщо функцiя ϕ залежить також вiд параметра
t, то будемо говорити, що ϕ ∈ Mγ рiвномiрно по t, якщо константа c i показник N не
залежить вiд t.

Функцiя f (x) називається локально-iнтегрована на Qp, f ∈ L1(Qp, dx), якщо для довiль-
ного N ∈ Z+ ∫

|x|p≤pN

| f (x)|dx < ∞.
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Множину фiнiтних функцiй з M0 будемо позначати D. Нехай χ — нормований ади-
тивний характер поля Qp, тодi χ ∈ M0. Перетворення Фур’є функцiй ϕ ∈ L1(Qp, dx)

визначається формулою

F(ϕ) ≡ ϕ̃(ξ) =
∫

Qp

χ(ξx)ϕ(x)dx, ξ ∈ Qp.

Обернене перетворення:

F−1(ϕ) ≡ ϕ(x) =
∫

Qp

χ(−ξx)ϕ̃(ξ)dξ, x ∈ Qp,

якщо ϕ̃ ∈ L1(Qp, dx).
Має мiсце формула [1]

∫

Qp

f (|x|p)χ(ξx)dx =

(
1 −

1
p

)
|ξ|−1

p

∞

∑
ν=0

f
(

p−ν|ξ|−1
p

)
p−ν − |ξ|−1

p f
(

p|ξ|−1
p

)
, (1)

де ξ 6= 0 i припускається збiжнiсть ряду
∞

∑
ν=0

f (p−ν)p−ν.

Оператор Dγ диференцiювання порядку γ > 0 визначений на функцiях ϕ ∈ D фор-
мулою [6]

(Dγ ϕ) (x) =
1

Γp(−γ)

{ ∫

|y|p≤1

|y|−γ−1
p [ϕ(x − y)− ϕ(x)]dy

+
∫

|y|p>1

|y|−γ−1
p ϕ(x − y)dy +

1 − p−1

1 − pγ
ϕ(x)

}
,

(2)

де Γp(s) =
1−ps−1

1−p−s — p-адичний аналог гама-функцiї.

У другому iнтегралi правої частини (2) додамо i вiднiмемо |y|−γ−1
p ϕ(x) та скористає-

мося тим, що
∫

|y|p>1

|y|−γ−1
p dy =

∞

∑
ν=1

∫

|y|p=pν

|y|−γ−1
p dy =

(
1 −

1
p

) ∞

∑
ν=1

p−νγ =
p − 1

p(pγ − 1)
.

Тому

(Dγ ϕ) (x) =
1

Γp(−γ)
×

∫

Qp

|y|−γ−1
p [ϕ(x − y)− ϕ(x)]dy.

Таким чином, оператор Dγ визначений на всiх функцiях ϕ ∈ Mβ, 0 ≤ β < γ. Якщо ϕ ∈ D,
то перетворення Фур’є функцiї Dγ ϕ дорiвнює |ξ|γ ϕ̃(ξ) у сенсi узагальнених функцiй.

2 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Розглянемо параболiчне рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ a (Dαu) (t, x) = f (t, x), x ∈ Qp, t ∈ (τ0, T], (3)
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розв’язок якого будемо шукати при t 6= τj такий, що задовольняє умови

u(t, x)|t=τ0 = ϕ(x), (4)

u(τj + 0, x)− u(τj − 0, x) = Bju(τj − 0, x) + aj(x), j = 1, s, (5)

де {ϕ, aj, f} ⊂ M0, Bj — сталi, τ0 < τ1 < . . . < τs < T, s скiнченне, a>0, α ≥ 1; пiд u(τj ± 0, x)

будемо розумiти u(τj ± 0, x) = lim
t→τj±0

u(t, x).

Як i в евклiдовому випадку, перший крок полягає у побудовi матрицанта задачi (3)–
(5). Її розв’язок будемо шукати у виглядi

u(t, x) = F−1(V(t, σ)),

де V(t, σ) є розв’язком задачi Кошi з iмпульсним впливом для звичайного диференцiаль-
ного рiвняння

dV(t, σ)

dt
+ a|σ|αpV(t, σ) = f̃ (t, σ), σ ∈ Qp, (6)

V(t, σ)|t=τ0 = ϕ̃(σ), (7)

V(τj + 0, σ)− V(τj − 0, σ) = BjV(τj − 0, σ) + ãj(σ). (8)

Покладемо K(t, τ, σ) = exp{−a|σ|αp |(t − τ)}. Побудуємо розв’язок задачi (6)–(8). Для
цього спочатку розглянемо промiжок t ∈ (τ0, τ1]. Розв’язок рiвняння (6) на даному про-
мiжку визначається формулою

V(t, σ) = K(t, τ0, σ)c +

t∫

τ0

K(t − τ, τ0, σ) f̃ (τ, σ)dτ.

Згiдно з початковою умовою (7) отримаємо

V(t, σ) = K(t, τ0, σ)ϕ̃(σ) +

t∫

τ0

K(t − τ, τ0, σ) f̃ (τ, σ)dτ. (9)

На промiжку t ∈ (τ1, τ2] розв’язок рiвняння (6) запишеться

V(t, σ) = K(t, τ1, σ)c +

t∫

τ1

K(t − τ, τ1, σ) f̃ (τ, σ)dτ.

Задовольняючи iмпульсну умову (8), iз врахуванням (9) будемо мати

c = (1 + B1)


K(τ1, τ0, σ)ϕ̃(σ) +

τ1∫

τ0

K(τ1 − τ, τ0, σ) f̃ (τ, σ)dτ


 + ã1(σ),

тодi

V(t, σ) = K(t, τ1, σ)(1 + B1)K(τ1, τ0, σ)ϕ̃(σ)

+

τ1∫

τ0

K(t, τ1, σ)(1 + B1)K(τ1 − τ, τ0, σ) f̃ (τ, σ)dτ

+

t∫

τ1

K(t − τ, τ1, σ) f̃ (τ, σ)dτ + K(t, τ1, σ)ã1(σ).
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Продовжуючи подiбнi мiркування, отримаємо, що розв’язок задачi Кошi на промiжку
t ∈ (τs−1, τs] однозначно визначається формулою

V(t, σ) = M(t, τ0, σ)ϕ̃(σ) +
s

∑
j=1

τj∫

τj−1

M1(t, τ, τj, σ) f̃ (τ, σ)dτ

+

t∫

τs

K(t − τ, τs, σ) f̃ (τ, σ)dτ +
s

∑
j=1

M2(t, τj, σ)ã(σ),

(10)

де використано такi позначення:

M(t, τ0, σ) = K(t, τs, σ)
1

∏
k=s

(1 + Bk)K(τk, τk−1, σ),

M1(t, τ, τj, σ) = K(t, τs, σ)
j+1

∏
k=s

(1 + Bk)K(τk, τk−1, σ)(1 + Bj)K(τj − τ, τj−1, σ),

M2(t, τj, σ) = K(t, τs, σ)
j+1

∏
k=s

(1 + Bk)K(τk, τk−1, σ).

Застосовуючи обернене перетворення Фур’є до (10), отримаємо зображення розв’язку за-
дачi (3)–(5):

u(t, x) =
∫

Qp

G0(t, x − ξ)ϕ(ξ)dξ +
s

∑
j=1

τj∫

τj−1

dτ
∫

Qp

G1(t, τ, x − ξ) f (τ, ξ)dξ

+

t∫

τs

dτ
∫

Qp

G(t, τ, x − ξ) f (τ, ξ)dξ +
s

∑
j=1

∫

Qp

G2(t, x − ξ)aj(ξ)dξ,

(11)

де

G(t, τ, x) =
∫

Qp

χ(−xσ)K(t − τ, τs, σ)dσ, G0(t, x) =
∫

Qp

χ(−xσ)M(t, τ0, σ)dσ,

G1(t, τ, x) =
∫

Qp

χ(−xσ)M1(t, τ, τj, σ)dσ, G2(t, x) =
∫

Qp

χ(−xσ)M2(t, τj, σ)dσ.

Лема 1. Має мiсце нерiвнiсть

|G(t, τ, x)| ≤ c(t − τ)
(
(t − τ)

1
α + |x|p

)−α−1
. (12)

Доведення. Iз зображення функцiї K(t, τ, σ) видно, що функцiя G(t, τ, x) неперервна по
x ∈ Qp. Оцiнимо її. Враховуючи представлення функцiї G(t, τ, x), отримаємо

|G(t, τ, x)| ≤
∫

Qp

exp{−a|σ|αp(t − τ)}dσ.
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Нехай цiле число k таке, що pk−1 ≤ (t − τ)
1
α ≤ pk. Виберемо η ∈ Qp, щоб |η|p = pk−1. Тодi

|G(t, τ, x)| ≤
∫

Qp

exp{−apα(k−1)|σ|αp}dσ =
∫

Qp

exp{−a|ησ|αp}dσ

= |η|−1
p

∫

Qp

exp{−a|ρ|αp}dρ = p−k p
∫

Qp

exp{−a|ρ|αp}dρ ≤ C(t − τ)−
1
α .

(13)

Використовуючи формулу (1) при x 6= 0, отримаємо

G(t, τ, x) =

(
1 −

1
p

)
|x|−1

p

∞

∑
ν=0

p−ν exp{−a(t − τ)p−αν|x|−α
p } − |x|−1

p exp{−a(t − τ)pα|x|−α
p }.

Розклавши експоненти у ряд, змiнивши порядок сумування i просумувавши геометри-
чну прогресiю, отримаємо, що для x 6= 0

G(t, τ, x) =
∞

∑
m=1

(−1)m

m!
1 − pαm

1 − p−αm−1 (a(t − τ))m |x|−αm−1
p . (14)

Iз (14) отримуємо, що для 0 < t < T, |x|p ≥ (t − τ)
1
α

|G(t, τ, x)| ≤ |x|−1
p

∞

∑
m=1

cm

m!

(
(t − τ)|x|−α

p

)m
≤ |x|−1

p

[ c

1!
(t − τ)|x|−α

p + . . .

+
cm

m!
(t − τ)m|x|−mα

p + . . .
]
= |x|−α−1

p (t − τ)

[
c

1!
+ ... +

cm

m!
(t − τ)m−1|x|−mα−1

p + . . .
]

≤ |x|−α−1
p (t − τ)

[
c

1!
+ . . . +

cm

m!
(t − τ)m−1 1

(t − τ)m−1 + . . .
]
≤ c1|x|

−α−1
p (t − τ).

(15)

Iз нерiвностей (13) та (15) отримуємо (12). Дiйсно, якщо |x|p ≥ (t − τ)
1
α , то |x|−α−1

p ≤

c
(
|x|p + (t − τ)

1
α

)−α−1
. Якщо ж |x|p < (t− τ)

1
α , то

(
|x|p +(t − τ)

1
α

)−α−1
≥ c(t− τ)−1(t− τ)−

1
α .

Лема доведена.

Нерiвнiсть (12) показує, що по змiннiй x функцiя G(t, τ, x) належить L1(Qp, dx). Iз зо-
браження функцiї K(t, τ, σ) легко побачити, що функцiю G(t, τ, x) можна диференцiю-
вати пiд знаком iнтегралу. Розглянемо похiдну ∂G

∂t

∂G

∂t
= −a

∫

Qp

|σ|αpe−a|σ|αp(t−τ)dσ.

Лема 2. Має мiсце нерiвнiсть
∣∣∣∣
∂G(t, τ, x)

∂t

∣∣∣∣≤ c
(
(t − τ)

1
α + |x|p

)−α−1
,

де константа не залежить вiд t, x.

Доведення аналогiчне доведенню леми 1.
Якщо x 6= 0, то в силу (14) G(t, τ, x + ξ) = G(t, τ, x), |ξ|p < |x|p. Тому для x 6= 0

визначена за допомогою формули (2) функцiя

Gγ(t, τ, x) = (D
γ
x G)(t, τ, x), 0 < γ ≤ α.
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Знайдемо функцiю Gγ та оцiнимо її. Введемо таке позначення:

G(m)(t, τ, x) =
∫

|η|p≤pm

χ(−xη) exp
(
−a(t − τ)|η|αp

)
dη.

Враховуючи, що |χ(y)| = 1 для |y|p ≤ 1, бачимо, що за змiнною x G(m) ∈ M0 з показником
локальної сталостi m. Звiдси отримаємо

(
D

γ
x G(m)

)
(t, τ, x) =

1
Γp(−γ)

∫

|ξ|p>p−m

|ξ|−γ−1
p

[
G(m)(t, τ, x − ξ)− G(m)(t, τ, x)

]
dξ

=
∫

|η|p≤pm

exp
(
−a(t − τ)|η|αp

)
dη

∫

|ξ|p>p−m

|ξ|−γ−1
p

Γp(−γ)
[χ(−(x − ξ)η)− χ(−xη)] dξ

=
∫

|η|p≤pm

exp
(
−a(t − τ)|η|αp

)
χ(−xη)dη

∫

Qp

|ξ|−γ−1
p

Γp(−γ)
[χ(ξη)− 1] dξ.

Внутрiшнiй iнтеграл, як функцiя η, є перетворення Фур’є узагальненої функцiї f−γ [6] —

регуляризацiя функцiї
|ξ|−γ−1

p

Γp(−γ)
. Тому вiн дорiвнює |η|γp , тобто

(
Dγ

x G(m)
)
(t, τ, x) =

∫

|η|p≤pm

χ(−xη)|η|γp exp
(
−a(t − τ)|η|αp

)
dη. (16)

Згiдно з формулою (1) функцiя G(m) фактично залежить лише вiд |x|p. Зафiксуємо x 6= 0,
тодi

(
Dγ

x G(m)
)
(t, τ, x) =

1
Γp(−γ)

∫

|ξ|p≥|x|p

|ξ|−γ−1
p

[
G(m)(t, τ, x − ξ)

−G(m)(t, τ, x)
]

dξ →
(
Dγ

x G
)
(t, τ, x)

для m → ∞ за теоремою Лебега. Тодi iз формули (16) отримуємо

(
Dγ

x G
)
(t, τ, x) =

∫

Qp

χ(−xη)|η|γp exp
(
−a(t − τ)|η|αp

)
dη, x 6= 0.

Правильна лема.

Лема 3. Має мiсце нерiвнiсть

∣∣(D
γ
x G

)
(t, τ, x)

∣∣ ≤ c
(
(t − τ)

1
α + |x|p

)−γ−1
,

де c не залежить вiд t, x.

З формули (16) та перетворення Фур’є отримаємо
∫

Qp

(
Dγ

x G
)
(t, τ, x)dx = 0.
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Розглянемо “тепловий” потенцiал

u(t, τ, x) =

t∫

τ

dθ
∫

Qp

G(t − θ, τ, x − y) f (θ, y)dy,

де f ∈ Mβ, 0 ≤ β < α. Згiдно з мiркуваннями, якi наведенi в [4], показано, що u ∈ Mβ i
для неї правильна оцiнка

|u(t, τ, x)| ≤ c(1 + |x|
β
p), x ∈ Qp,

де c не залежить вiд t, τ, x.
Як i в евклiдовому випадку, можна показати, що

∂u(t, τ, x)

∂t
= f (t, x) +

t∫

τ

dθ
∫

Qp

∂G(t − θ, τ, x − y)

∂t
[ f (θ, y) − f (θ, x)]dy

+

t∫

τ

f (θ, x)dθ
∫

Qp

∂G(t − θ, τ, x − y)

∂t
dy.

Якщо 0 < γ < α, то похiднi Dγu беруться безпосередньо; якщо ж γ = α, то

(Dαu) (t, τ, x) =

t∫

τ

dθ
∫

Qp

G(α)(t − θ, τ, x − y)[ f (θ, y) − f (θ, x)]dy.

Аналогiчними мiркуваннями, як в лемах 1,2,3, для функцiй G0, G1, G2 отримуємо оцiн-
ки

|G0(t, x)| ≤ c(t − τ0)
(
(t − τ0)

1
α + |x|p

)−α−1
,

|G1(t, τ, x)| ≤ c(t − τ)
(
(t − τ)

1
α + |x|p

)−α−1
, |G2(t, x)| ≤ c(t − τ0)

(
(t − τ0)

1
α + |x|p

)−α−1
,

∣∣∣∣
∂G0(t, x)

∂t

∣∣∣∣≤ c
(
(t − τ0)

1
α + |x|p

)−α−1
,

∣∣∣∣
∂G1(t, τ, x)

∂t

∣∣∣∣≤ c
(
(t − τ)

1
α + |x|p

)−α−1
,

∣∣∣∣
∂G2(t, x)

∂t

∣∣∣∣≤ c
(
(t − τ0)

1
α + |x|p

)−α−1
,

∣∣(D
γ
x G0

)
(t, x)

∣∣ ≤ c
(
(t − τ0)

1
α + |x|p

)−γ−1
,

∣∣(D
γ
x G1

)
(t, τ, x)

∣∣ ≤ c
(
(t − τ)

1
α + |x|p

)−γ−1
,

∣∣(D
γ
x G2

)
(t, x)

∣∣ ≤ c
(
(t − τ0)

1
α + |x|p

)−γ−1
.

Теорема. Нехай ϕ ∈ Mβ, {aj}
s
j=1 ∈ Mβ, f ∈ Mβ, β < α, 1 + Bj 6= 0, j = 1, s. Тодi розв’язок

задачi Кошi з iмпульсною дiєю (3)–(5) iснує та єдиний, i подається формулою (11).

Доведення теореми аналогiчне як у [4]. Позначимо

u1(t, x) =
∫

Qp

G0(t, x − ξ)ϕ(ξ)dξ +
s

∑
j=1

∫

Qp

G2(t, x − ξ)aj(ξ)dξ,
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u2(t, x) =

t∫

τs

dτ
∫

Qp

G(t, τ, x − ξ) f (τ, ξ)dξ +
s

∑
j=1

τj∫

τj−1

dτ
∫

Qp

G1(t, τ, x − ξ) f (τ, ξ)dξ.

Для потенцiалiв, якi входять у вирази для u1(t, x), u2(t, x), на основi лем 1, 2, 3 та фор-
мул диференцiювання, переконуємося, що функцiя u(t, x) належить класу Mβ, задоволь-
няє рiвняння (3), початкову (4) та iмпульсну (5) умови.
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The Cauchy problem for a parabolic equation with the impulse action is considered. Its solution
is constructed and properties of the solution are studied above the field Qp.
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Рассмотрено задачу Коши для параболического уравнения с импульсным влиянием, по-
строено ее решение и изучено свойства решения над полем Qp.
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