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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ЧИСЕЛЬНИЙ РОЗРАХУНОК

ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ П’ЄЗОКЕРАМIЧНОГО СФЕРИЧНОГО СЕГМЕНТА

Розглядаються коливання поляризованого за товщиною п’єзокерамiчного сегмента, що
збуджуються гармонiчно змiнною рiзницею електричних потенцiалiв. Розв’язок вiдповiдної
двовимiрної задачi електропружностi шукається у виглядi розкладiв за полiномами Лежан-
дра у поєднаннi з методом степеневих рядiв. Дослiджується частотний спектр i кiнематика
вiдповiдних мод для перших трьох значень iндекса полiнома Лежандра. Особливу увагу при-
дiлено поведiнцi дослiджуваних характеристик в областi основного товщинного резонансу.

Ключовi слова i фрази: математичне моделювання, п’єзокерамiчний сферичний сегмент, ви-
мушенi гармонiчнi коливання, чисельний розрахунок, частотний спектр, кiнематика мод ко-
ливань.
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ВСТУП

Для роботи електромеханiчних перетворювачiв енергiї плоскої або викривленої фор-
ми суттєвий iнтерес становлять товщиннi форми коливань за наявностi лише нормаль-
ної до серединної поверхнi складової вектора перемiщень. Особливе значення при цьому
мають моди з рiвномiрним по поверхнi дослiджуваного об’єкта розподiлом нормальних
перемiщень (так званi «поршневi» моди). У цьому випадку розв’язання вiдповiдної кра-
йової задачi, в силу її одномiрностi, не викликає особливої складностi, i у випадку, коли
об’єктом дослiдження є куля, може бути представлений у замкненому виглядi [4]. Однак,
як показали експериментальнi дослiдження на дискових резонаторах, збудження таких
«поршневих» мод пов’язано з суттєвими труднощами через наявнiсть цiлого ряду не-
бажаних близько розташованих резонансiв з iншими формами коливань, змiнними по
поверхнi. Для вивчення цього питання, яке має теоретичне i практичне значення, необ-
хiдно провести дослiдження резонансних характеристик i кiнематики вiдповiдних форм
коливань на основi просторових рiвнянь теорiї електропружностi з урахуванням як тов-
щинних, так i тангенцiальних перемiщень.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

У данiй роботi розглядається товстостiнна сферична п’єзокерамiчна оболонка, яка
вiднесена до сферичних координат r, θ, ψ i вирiзана iз сфери конусом θ = θ0 = const.
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Сферичнi поверхнi r = r0 ± h вiльнi вiд механiчних напружень i покритi електродами,
якi в загальному випадку можуть бути розрiзними, а торцева поверхня θ = θ0, r ∈ [r0 −
h, r0 + h] не має електричного покриття. Збудження коливань проводиться гармонiчно
змiнною рiзницею електричних потенцiалiв за законом 2V0 ϕ(0)(θ) cos ωt.

2 МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ

Повна система рiвнянь для даної задачi, що складається з рiвнянь руху, квазiстати-
чного наближення рiвнянь Максвелла, спiввiдношень Кошi та матерiальних залежно-
стей, наведена в роботi [3]. Розв’язок цiєї задачi, як i у випадку замкненої сфери [3], буде-
мо шукати у виглядi розкладу в ряди за полiномами Лежандра

ur(r, θ) =
∞

∑
k=0

u1,k(r)Pνk
(cos θ),

uθ(r, θ) =
∞

∑
k=0

u2,k(r)
d

dθ
Pνk

(cos θ)× ϕ(r, θ) =
∞

∑
k=0

u4,k(r)Pνk
(cos θ).

(1)

На вiдмiну вiд [3], де iндекс νk набуває цiлих значень, у данiй задачi νk вибирались з
умови [1]

d

dθ
Pνk

(cos θ)|θ=θ0 = 0. (2)

З урахуванням умови (2) система функцiй {Pνk
(cos θ)} набуває необхiдної властивостi

повноти на дослiджуваному iнтервалi змiни θ ∈ [0; θ0], i тому розклад (1) дає можливiсть
отримати коректний розв’язок поставленої задачi. Спiввiдношення (2) не дозволяє ви-
конати на межi довiльнi граничнi умови, оскiльки з нього (з урахуванням матерiальних
залежностей та розкладу (1)) випливає, що

uθ(r, θ0) = 0, σr,θ(r, θ0) = 0, Dθ(r, θ0) = 0. (3)

Умови (3) мають реальний фiзичний змiст — це умови гладкого контакту з абсолютно
жорстким непровiдним тiлом. Виявленi при цьому закономiрностi в областi товщинного
резонансу, що становить особливий iнтерес, збережуться i при iнших типах граничних
умов.

Розрахунок значень iндекса νk, якi задовольняють умову (2), не становить особливої
складностi. Так, для сегмента з центральним кутом θ0 = 40◦ три першi значення вiдпо-
вiдно дорiвнюють

ν1 = 0, ν2 = 5, 8, ν3 = 10, 4.

Для визначення бiльших значень iндекса νk можна користуватися асимптотичними
формулами [1]

(νk + 0, 5)θ0 = (k + 0, 25)π − 3θ0 ctg θ0

8π

1
k + 0, 25

.

Пiдставляючи вирази (1) в рiвняння вiдносно перемiщень i електричного потенцiалу,
отримаємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку вiдносно трьох
невiдомих
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(4)

де введено позначення µk = νk(νk + 1).
Систему (3), яка записана в безрозмiрних величинах

c̄ij =
cE

ij

c00
, ēij =

eij√
c00ε0

, ε̄ ii =
εs

ii

ε0
, ūi =

uij

h
, ū4 = u4

√
ε0/c00

h
, ω̄2 =

ω2ρh2

c00
,

де c00 = 1010 Н/м2, ε0 = 8, 85 · 10−12 ф/м, необхiдно доповнити граничними умовами на
поверхнях r = r0 ± h. У нашому випадку вони мають вигляд

σrr = 0, σrθ = 0, ϕ = ±2V0 ϕ(0)(θ). (5)

3 РОЗВ’ЯЗАННЯ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ТА ЧИСЕЛЬНИЙ АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Для розв’язання крайової задачi (4), (5) скористаємося методом степеневих рядiв, згi-
дно з яким функцiї, що входять у систему диференцiальних рiвнянь, шукаються у ви-
глядi

{u1,k; u2,k; u4,k} =
∞

∑
n=0

{B1,k
n ; B2,k

n ; B4,k
n }

(

r − r0

h

)n

. (6)

Пiдставляючи вирази (6) у рiвняння (4) та прирiвнюючи до нуля множники при одна-
кових степенях (r − r0)/h, отримаємо систему рекурентних спiввiдношень, яка дозволяє
виразити усi коофiцiєнти B

j,k
n через незалежнi коефiцiєнти B

j,k
0 , B

j,k
1 . Пiдставляючи цi спiв-

вiдношення у граничнi умови (5) i враховуючи те, що функцiю ϕ(0)(θ) можна представи-
ти у виглядi

ϕ(0)(θ) =
∞

∑
k=0

akPνk
(cos θ), ak =

θ0
∫

0
ϕ(0)(θ)Pνk

(cos θ)dθ,

отримаємо неоднорiдну лiнiйну систему алгебраїчних рiвнянь для визначення невiдомих

B
j,k
0 , B

j,k
1 .

Для проведення чисельного аналiзу був вибраний сферичний сегмент з наступними
геометричними параметрами: r0 = 20см; 2h = 0, 5см; θ0 = 40◦. В матерiальних спiв-
вiдношеннях для п’єзокерамiки використовувалися комплекснi постiйнi матерiалу ЦТС-
19 [4]. При розрахунках дослiджувались резонанснi частоти коливань та якiсна поведiн-
ка вiдповiдних форм по товщинi для трьох перших значень iндекса полiному Лежандра:
ν1 = 0; ν2 = 5, 8; ν3 = 10, 4. Безрозмiрна частота ω̄ змiнювалась при цьому вiд 0 до 10.
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Як показали проведенi розрахунки, iз збiльшенням iндекса νk, зв’язаного з кiлькiстю
вузлових лiнiй на поверхнi сегмента, збiльшується також i число резонансiв перетворю-
вача. Якщо для ν1 = 0 («поршневi» форми) характерна наявнiсть двох резонансiв — ра-
дiального (ω = 0, 06) i товщинного (ω̄ = 5, 4), то для ν2, ν3 у дослiджуваному частотному
дiапазонi знаходиться вiдповiдно три i чотири резонанснi частоти, причому найбiльшою
в усiх випадках залишається частота основного товщинного резонансу. Як показав кiне-
матичний аналiз форм, що вiдповiдають цим резонансним частотам, вони є товщинно-
зсувними.

Необхiдно також вiдзначити, що зi змiною νk резонансна частота основної товщинної
моди змiнюється несуттєво — вiд 5,46 при ν1 = 0 до 5,48 при ν3 = 10, 4. Цей результат
становить особливий iнтерес, оскiльки частково пояснює той факт, що при спробах збу-
дження товщинної моди з «поршневою» формою руху збуджуються також i iншi, близь-
ко розташованi за частотами форми з рiвномiрним по поверхнi розподiлом нормальних
перемiщень [2].
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Vibrations of a piezoceramic segment polarized along the thickness, which are excited by a har-
monically time-varying difference of potential, are considered. The corresponding solution of a two-
dimensional electroelasticity problem is searched in the form of Legendre polynomial expansions in
combination with the power series method. The frequency spectrum and corresponding mode kine-
matics for the first three values of Legendre polynomial indices are investigated. Special attention is
paid to the behavior of the characteristics under studying in the area of main thickness resonance.
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пьезокерамического сферического сегмента // Карпатские матем. публ. — 2014. — Т.6, №1. — C.
64–67.

Рассматриваются колебания поляризованного по толщине пьезокерамического сегмента,
возбуждаемые гармонически переменной разницей электрических потенциалов. Решение со-
ответствующей двухмерной задачи электроупругости ищется в виде разложений по полино-
мам Лежандра в сочетании с методом степенных рядов. Исследуется частотный спектр и ки-
нематика соответствующих мод для первых трех значений индекса полинома Лежандра. Осо-
бое внимание уделено поведению исследуемых характеристик в области основного толщин-
ного резонанса.
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