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НЬОРДУНДА ДЛЯ ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦIЙ АППЕЛЯ

Дослiджено вiдповiднiсть, збiжнiсть i стiйкiсть до збурень нескiнченних залишкiв гiллясто-
го ланцюгового дробу Ньорлунда в полiкруговiй областi {(z1, z2) ∈ C2 : |zj| ≤ r, j = 1, 2},
0 < r < 1/8, у випадку довiльних параметрiв гiпергеометричної функцiї Аппеля.
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ВСТУП

Ефективним апаратом наближення гiпергеометричних функцiй багатьох змiнних є
гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) [1, 12]. Алгоритми розвинення у ГЛД деяких вiдношень
гiпергеометричних функцiй будуються послiдовними вкладеннями певних рекурентних
спiввiдношень. У данiй роботi розглядається ГЛД Ньорлунда, який є розвиненням вiд-
ношень функцiй Аппеля. Питання збiжностi ГЛД Ньорлунда вивчалося у випадку, коли
параметри функцiї невiд’ємнi, а область збiжностi — гiпероктант {(z1, z2) ∈ C2 : Re zj <

1/2, j = 1, 2} [1]. У випадку довiльних параметрiв функцiї одержано полiкругову область
збiжностi, радiус якої визначається параметрами функцiї [9]. Однак гранична поведiнка
елементiв ГЛД дозволяє вказати область {(z1, z2) ∈ C2 : |zj| < 1/8, j = 1, 2}, незалежну
вiд параметрiв функцiї, в якiй починаючи з деякого n0, усi елементи ГЛД задовольня-
ють багатовимiрний аналог теореми Ворпiцького, тому нескiнченнi залишки (“хвости”)
Q∞

i(n) ГЛД є збiжними. Використовуючи принцип вiдповiдностi, в роботi доведено, що не-
скiнченнi залишки Q∞

i(n)
ГЛД Ньорлунда рiвномiрно збiгаються до вiдношення функцiй,

одержаних при побудовi розвинення на n-му поверсi.
Однiєю з фундаментальних властивостей неперервних дробiв та їх багатовимiрних

узагальнень є властивiсть стiйкостi до збурень. У роботах [3, 4, 13, 14] встановлено оцiн-
ки вiдносних похибок пiдхiдних дробiв числових ГЛД у випадку додатних елементiв та у
випадку комплексних елементiв, якi задовольняють багатовимiрнi аналоги теорем Ворпi-
цького та Слєшинського-Прiнгсгейма. Цi результати сформульованi в термiнах простих
множин стiйкостi ГЛД, що накладало обмеження на збурення елементiв, якi належать
межi множини стiйкостi, тобто точнi та збуренi елементи ГЛД належали однiй i тiй же
множинi. Вперше вводиться поняття ГЛД стiйкого до збурень, що природньо дозволяє
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збуренi елементи вибирати з ширшої множини в порiвняннi з множиною точних еле-
ментiв. Запропонований пiдхiд дослiдження стiйкостi до збурень розглянуто на прикладi
ГЛД, елементи якого задовольняють умови багатовимiрного аналогу теореми Ворпiцько-
го. Одержанi результати застосовано до дослiджнення стiйкостi до збурень функцiональ-
ного ГЛД Ньорлунда, у який розвивається вiдношення функцiй Аппеля F1.

1 РОЗВИНЕННЯ ВIДНОШЕННЯ ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦIЙ АППЕЛЯ F1

У ГIЛЛЯСТИЙ ЛАНЦЮГОВИЙ ДРIБ

Гiпергеометрична функцiя Аппеля вiд двох змiнних F1 означена у роботах [2, 7] по-
двiйним степеневим рядом вигляду:

F1(α, β, β′; γ; z1, z2) =
∞

∑
n,m=0

(α)n+m(β)n(β′)m

(γ)n+m m! n!
zn

1 zm
2 ,

де параметри α, β, β′, γ ∈ C, γ 6= 0,−1,−2, ..., (α)k = α(α + 1)...(α + k − 1) — символ Пох-
гаммера, k ≥ 1, (α)0 = 1, z1, z2 — комплекснi змiннi.

У роботi [5] побудовано розвинення у гiллястий ланцюговий дрiб Ньорлунда для де-

якого вiдношення функцiй Лаурiчелли F
(N)
D . Сформулюємо цей результат у випадку

N = 2 для вiдношення функцiї Аппеля F1.

Теорема 1. Вiдношення гiпергеометричних функцiй Аппеля

F1(α, β, β′; γ; z1, z2)

F1(α + 1, β + 1, β′; γ + 1; z1, z2)

розвивається у гiллястий ланцюговий дрiб Ньорлунда вигляду

b0(z1, z2) +
∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
, (1)

коефiцiєнти якого

b0(z1, z2) = 1 − α + β + 1
γ

z1 −
β′

γ
z2, (2)

ai(k)(z1, z2) =





(α + k)(β + p)

(γ + k − 1)(γ + k)
z1(1 − z1), якщо ik = 1,

(α + k)(β′ + q − 1)
(γ + k − 1)(γ + k)

z2(1 − z2), якщо ik = 2,
(3)

bi(k)(z1, z2) =





1 − α + β + k + p + 1
γ + k

z1 −
β′ + q

γ + k
z2, якщо ik = 1,

1 − β + p + 1
γ + k

z1 −
α + β′ + k + q

γ + k
z2, якщо ik = 2,

(4)

де (z1, z2) ∈ C2, мультиiндекс i(k) ∈ I = {i(s) = i1i2 . . . is : il = 1, 2; l = 1, s, s ∈ N; i(0) =
0}, p та q — кiлькiсть одиниць та двiйок в мультиiндексi i(k) вiдповiдно, k = p + q, k =

0, 1, 2, . . ..
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2 ВIДПОВIДНIСТЬ

Важливу роль у теорiї неперервних дробiв вiдiграє вiдповiднiсть послiдовностей меро-
морфних функцiй. Деякi методи розвинення функцiй у неперервнi дроби ґрунтуються
на вiдповiдностi мiж формальним степеневим рядом i послiдовнiстю n-тих апроксимант
неперервного дробу [6, 8, 11].

Нехай {Rn(z1, z2)} — послiдовнiсть рацiональних функцiй, голоморфних в початку
координат. Розглянемо формальний подвiйний степеневий ряд (ФПСР)

P =
∞

∑
k1,k2≥0

ck1,k2zk1
1 zk2

2 , (5)

де ck1,k2 — комплекснi числа, z1, z2 — комплекснi змiннi, k1, k2 ∈ N0. Позначимо через P
множину всiх ФПСР, яка є кiльцем з одиницею вiдносно операцiй додавання i множення
на скаляр. Визначимо вiдображення λ : P → N0 ∪ {∞} наступним чином: ∀P ∈ P

λ(P) =

{
∞, якщо P ≡ 0,
m, якщо P 6≡ 0,

де m — найменший степiнь однорiдного полiнома, для якого ck1,k2 6= 0, тобто m = k1 + k2.
Нехай P(Rn) = P(Rn(z1, z2)) — розвинення функцiї Rn(z1, z2) в ФПСР, n ≥ 1.
Послiдовнiсть рацiональних функцiй {Rn(z1, z2)}, голоморфних в початку коорди-

нат, назвемо вiдповiдною до ФПСР (5) в точцi (z1, z2) = (0, 0), якщо lim
n→∞

νn = ∞, де νn =

λ(P − P(Rn)) — порядок вiдповiдностi функцiї Rn(z1, z2).
Послiдовнiсть рацiональних функцiй {Rn(z1, z2)} рiвномiрно збiгається на компактах

областi D, D ⊂ C2, якщо для довiльного компакта K областi D:
1) iснує таке число N(K), що функцiї Rn(z1, z2) є голоморфними в деякiй областi, що

мiстить K для всiх n > N(K);
2) для заданого ε > 0 iснує таке Nε > N(K), що

sup
(z1,z2)∈K

|Rn+k(z1, z2)− Rn(z1, z2)| < ε для n ≥ Nε, k ≥ 0.

Послiдовнiсть рацiональних функцiй {Rn(z1, z2)} рiвномiрно обмежена на компактах
областi D, якщо для довiльного компакта K областi D iснують такi числа M(K) i B(K), що

sup
(z1,z2)∈K

|Rn(z1, z2)| < B(K) для n ≥ M(K).

Сформулюємо принцип вiдповiдностi для послiдовностi рацiональних функцiй двох
змiнних.

Теорема 2 (принцип вiдповiдностi). Нехай послiдовнiсть {Rn(z1, z2)} рацiональних фун-
кцiй, голоморфних в початку координат, є вiдповiдною до ФПСР (5). Припустимо, що
iснує такий окiл початку координат Dδ = {(z1, z2) ∈ C2 : |zj| < δ, j = 1, 2}, δ > 0, що
кожна функцiя Rn(z1, z2), n = 1, 2, . . ., голоморфна в Dδ i область D(D ⊂ C

2) мiстить Dδ.
Тодi:

(A) послiдовнiсть {Rn(z1, z2)} збiгається рiвномiрно на компактах областi D тодi i тiль-
ки тодi, коли {Rn(z1, z2)} рiвномiрно обмежена на компактах областi D;

(Б) якщо послiдовнiсть {Rn(z1, z2)} збiгається рiвномiрно на компактах областi D, то
f (z1, z2) = lim

n→∞
Rn(z1, z2) голоморфна в Dδ i P = P( f ) є рядом Тейлора функцiї f (z1, z2) в

початку координат.
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Доведення цiєї теореми проводиться аналогiчно як i в роботi [10], з урахуванням того,
що функцiї Rn(z1, z2), n = 1, 2, . . ., є рацiональними i голоморфними в Dδ.

Нехай

v0(z1, z2) +
∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ui(k)(z1, z2)

vi(k)(z1, z2)
(6)

— функцiональний гiллястий ланцюговий дрiб, коефiцiєнти ui(k)(z1, z2), vi(k)(z1, z2) якого
є полiномами. Апроксиманти ГЛД (6) визначають як скiнченнi ГЛД наступним чином:

fn(z1, z2) = v0(z1, z2) +
n

D
k=1

2

∑
ik=1

ui(k)(z1, z2)

vi(k)(z1, z2)
, n ∈ N. (7)

Зауважимо, що апроксиманти fn(z1, z2), n ∈ N, ГЛД (6) є рацiональними функцiями в C2.
ГЛД (6) збiгається рiвномiрно на компактах областi D, D ⊂ C

2, якщо послiдовнiсть
його апроксимант { fn(z1, z2)} збiгається рiвномiрно на компактах областi D. ГЛД (6) на-
зивають вiдповiдним до подвiйного формального степеневого ряду P, якщо послiдовнiсть
його апроксимант { fn(z1, z2)} є вiдповiдною до P.

Наслiдок 1. Нехай ГЛД (6) є вiдповiдним в початку координат до подвiйного формаль-
ного степеневого ряду (5) i область D, D ⊂ C2, мiстить початок координат.

Тодi:
(А) ГЛД (6) збiгається рiвномiрно на компактах областi D тодi i тiльки тодi, коли по-

слiдовнiсть його апроксимант (7) рiвномiрно обмежена на компактах областi D;
(Б) якщо ГЛД (6) рiвномiрно збiгається на компактах областi D до деякої голоморфної

функцiї f (z1, z2), то ряд P = P( f ) є рядом Тейлора для f (z1, z2) в точцi (z1, z2) = (0, 0).

Теорема 3. Нескiнченний залишок гiллястого ланцюгового дробу Ньорлунда для довiль-
ного фiксованого мультиiндекса i(n) ∈ I , n ∈ N0,

Q∞
i(n)(z1, z2) = bi(n)(z1, z2) +

∞

D
k=n+1

2

∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
, (8)

коефiцiєнти якого визначаються формулами (2)–(4), є вiдповiдним до формального по-
двiйного степеневого ряду, в який розвивається вiдношення гiпергеометричних функцiй
Аппеля

F1(α + n, β + p, β′ + q; γ + n; z1, z2)

F1(α + n + 1, β + p + δ1
in

, β′ + q + δ2
in

; γ + n + 1; z1, z2)
, (9)

де p та q — кiлькiсть одиниць та двiйок в мультиiндексi i(n) вiдповiдно, n = p + q,
δi

j — символ Кронекера, i для кожного його пiдхiдного дробу fm(z1, z2), m > n, порядок
вiдповiдностi νm = m − n + 1.

Доведення. Для n = 0 твердження теореми випливає з [5] при N = 2. Нехай i(n) — деякий
фiксований мультиiндекс, i(n) ∈ I , n ≥ 1. Припустимо, що in = 1 (у випадку in = 2
доведення аналогiчне), причому p i q — кiлькiсть одиниць та двiйок у мультиiндексi i(n)

вiдповiдно, n = p + q.
Позначимо

Q
(m)
i(m)

(z1, z2) = bi(m)(z1, z2), Q
(m)
i(k)

(z1, z2) = bi(k)(z1, z2) +
2

∑
ik+1=1

ai(k+1)(z1, z2)

Q
(m)
i(k+1)(z1, z2)

, (10)
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де k = m − 1, m − 2, . . . , n, m ≥ n, i(m), i(k) ∈ I . Тодi m-ту апроксиманту ГЛД (8) при
m > n ≥ 1 запишемо у виглядi

fm(z1, z2) = Q
(m)
i(n)

(z1, z2) = bi(n)(z1, z2) +
m

D
k=n+1

2

∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
.

Нехай pk i qk — кiлькiсть одиниць та двiйок у мультиiндексi i(k) вiдповiдно, k = pk +

qk, i(k) ∈ I . Гiпергеометричнi функцiї Аппеля F1 задовольняють наступнi рекурентнi
спiввiдношення (див. [5] для N = 2):

F1(α + k, β + pk, β′ + qk; γ + k; z1, z2) =

(
1 − α + β + k + pk + 1

γ + k
z1 −

β′ + qk

γ + k
z2

)

× F1(α + k + 1, β + pk + 1, β′ + qk; γ + k + 1; z1, z2) +
(α + k + 1)(β + pk + 1)

(γ + k)(γ + k + 1)
z1(1 − z1)

× F1(α + k + 2, β + pk + 2, β′ + qk; γ + k + 2; z1, z2) +
(α + k + 1)(β′ + qk)

(γ + k)(γ + k + 1)
z2(1 − z2)

× F1(α + k + 2, β + pk + 1, β′ + qk + 1; γ + k + 2; z1, z2),

(11)

F1(α + k, β + pk, β′ + qk; γ + k; z1, z2) =

(
1 − α + β′ + k + qk + 1

γ + k
z2 −

β + pk

γ + k
z1

)

× F1(α + k + 1, β + pk, β′ + qk + 1; γ + k + 1; z1, z2) +
(α + k + 1)(β + pk)

(γ + k)(γ + k + 1)
z1(1 − z1)

× F1(α + k + 2, β + pk + 1, β′ + qk + 1; γ + k + 2; z1, z2) +
(α + k + 1)(β′ + qk + 1)

(γ + k)(γ + k + 1)

× z2(1 − z2)F1(α + k + 2, β + pk, β′ + qk + 2; γ + k + 2; z1, z2).

(12)

Позначимо

Xpk ,qk
=

F1(α + k, β + pk, β′ + qk; γ + k; z1, z2)

F1(α + k + 1, β + pk + 1, β′ + qk; γ + k + 1; z1, z2)
,

X′
pk ,qk

=
F1(α + k, β + pk, β′ + qk; γ + k; z1, z2)

F1(α + k + 1, β + pk, β′ + qk + 1; γ + k + 1; z1, z2)
.

Тодi, згiдно рекурентних формул (11)–(12) для гiпергеометричної функцiї Аппеля F1 та
формул для елементiв гiллястого ланцюгового дробу типу Ньорлунда (2)–(4), маємо

Xpk ,qk
= bi(k)(z1, z2) +

ai(k)1(z1, z2)

Xpk+1,qk

+
ai(k)2(z1, z2)

X′
pk ,qk+1

,

X′
pk ,qk

= bi(k)(z1, z2) +
ai(k)1(z1, z2)

Xpk+1,qk

+
ai(k)2(z1, z2)

X′
pk ,qk+1

.

Таким чином, для in = 1 вiдношення функцiй (9) Xp,q розвивається у скiнченний гiлля-
стий ланцюговий дрiб вигляду

Xp,q = bi(n)(z1, z2) +
2

∑
in+1=1

ai(n+1)(z1, z2)

bi(n+1)(z1, z2)+
. . .+

2

∑
im+1=1

ai(m+1)(z1, z2)

Wi(m+1)(z1, z2)

,

де

Wi(m+1)(z1, z2) =





Xpm+1,qm, якщо im+1 = 1,

X′
pm ,qm+1, якщо im+1 = 2.
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Аналогiчно до (10) позначимо:

Q̄
(m+1)
i(m+1)(z1, z2) = Wi(m+1)(z1, z2), Q̄

(m+1)
i(k)

(z1, z2) = bi(k)(z1, z2) +
2

∑
ik+1=1

ai(k+1)(z1, z2)

Q̄
(m+1)
i(k+1)(z1, z2)

,

де n ≤ k ≤ m. Зауважимо, що вiдношення (9) дорiвнює Xp,q i Xp,q = Q̄
(m+1)
i(n)

(z1, z2).
Використовуючи методику виведення формули рiзницi мiж пiдхiдними дробами [3],

маємо

Xp,q − fm(z1, z2) = Q̄
(m+1)
i(n)

(z1, z2)− Q
(m)
i(n)

(z1, z2)

= (−1)m
2

∑
in+1,...,im+1=1

m+1
∏

k=n+1
ai(k)(z1, z2)

Wi(m+1)(z1, z2)
m

∏
k=n+1‘

[
Q

(m)
i(k)

(z1, z2)Q̄
(m+1)
i(k)

(z1, z2)
] .

(13)

Оскiльки величини Wi(m+1)(0, 0), Q
(m)
i(k)

(0, 0), Q̄
(m+1)
i(k)

(0, 0), n ≤ k ≤ m, рiвнi одиницi,

то Wi(m+1)(z1, z2), Q
(m)
i(k)

(z1, z2), Q̄
(m+1)
i(k)

(z1, z2) вiдмiннi вiд нуля в деякому околi початку

координат. Розкладаючи формально у подвiйнi степеневi ряди
(

Wi(m+1)(z1, z2)
)−1

,
(

Q
(m)
i(k)

(z1, z2)
)−1

,
(

Q̄
(m+1)
i(k)

(z1, z2)
)−1

i враховуючи степiнь чисельника в (13), одержимо:

Xp,q − fm(z1, z2) = ∑
j1,j2≥0, j1+j2≥νm

cj1 j2 z
j1
1 z

j2
2 ,

де cj1 j2 — деякi комплекснi коефiцiєнти, νm = m − n + 1. Тому нескiнченний залишок
Q∞

i(n)
(z1, z2), in = 1, ГЛД (1) є вiдповiдним до ФПСР, у який розвивається вiдношення Xp,q

з порядком вiдповiдностi νm.

3 ЗБIЖНIСТЬ ЗАЛИШКIВ ГЛД НЬОРЛУНДА

Теорема 4. Heхай α, β, β′, γ — довiльнi комплекснi числа (γ 6= 0,−1,−2, . . .), r — дiйсне
число, 0 < r < 1/8, тодi iснує таке натуральне число n0 = n0(α, β, β′, γ, r), що для ко-
жного n > n0 i довiльного фiксованого мультиiндекса i(n) ∈ I нескiнченний залишок
Q∞

i(n)(z1, z2) (8) ГЛД Ньорлунда (1) рiвномiрно збiгається в полiкрузi

Gr :=
{
(z1, z2) ∈ C

2 : |zj| ≤ r, j = 1, 2
}

(14)

до голоморфної функцiї (9).

Доведення. Нехай (z1, z2) ∈ Gr (14). Розглянемо послiдовностi {ξk} та {ζk}:

ξk =
|α + k|(max{|β|, |β′ |}+ k)

|(γ + k − 1)(γ + k)| , ζk =
|α|+ |β|+ |β′|+ 2k − 1

|γ + k − 1| , k = 1, 2, . . . (15)

Легко бачити, що lim
k→∞

ξk = 1, lim
k→∞

ζk = 2. Виберемо ε, 0 < ε ≤ εr, де

εr =
3 − 2

√
2(1 + r)

r
, (16)
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тодi ∃kξ = kξ(r) : ∀k > kξ ⇒ ξk < 1 + ε, ∃kζ = kζ(r) : ∀k > kζ ⇒ ζk < 2 + ε. Покладемо
n0 = max{kξ , kζ}, тодi

∀k > n0 ⇒ (ξk < 1 + ε) ∧ (ζk < 2 + ε). (17)

Нехай i(n) — довiльний фiксований мультиiндекс, i(n) ∈ I , n > n0. ГЛД (8), який є не-
скiнченним залишком ГЛД Ньорлунда (1), пiсля еквiвалентних перетворень запишемо у
виглядi

Q∞
i(n)(z1, z2) = bi(n)(z1, z2) +

∞

D
k=n+1

2

∑
ik=1

ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)
= bi(n)(z1, z2)

(
1 +

∞

D
k=n+1

2

∑
ik=1

ci(k)(z1, z2)

1

)
,

де ci(k)(z1, z2) визначаються формулами: ci(k)(z1, z2) = ai(k)(z1, z2)b
−1
i(k)

(z1, z2)b
−1
i(k−1)(z1, z2),

i(k) ∈ I , k > n. Встановимо оцiнки виразiв
∣∣∣ci(k)(z1, z2)

∣∣∣ для довiльного мультиiндекса

i(k) ∈ I , k > n, в полiкрузi (14). Враховуючи формули коефiцiєнтiв (2)–(4) теореми 1,
позначення (15) та нерiвностi (17), маємо

∣∣∣ci(k)(z1, z2)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ai(k)(z1, z2)

bi(k)(z1, z2)bi(k−1)(z1, z2)

∣∣∣∣∣ ≤
|α + k|(max{|β|, |β′ |}+ k)

|(γ + k − 1)(γ + k)| r(1 + r)

×
(

1 − |α|+ |β|+ |β′|+ 2k − 1
|γ + k − 1| r

)−1(
1 − |α|+ |β|+ |β′|+ 2k + 1

|γ + k| r

)−1

≤ ξkr(1 + r)

2(1 − ζk+1r)(1 − ζkr)
≤ (1 + ε)r(1 + r)

2(1 − (2 + ε)r)2 .

Легко переконатися, що при заданому виборi ε, 0 < ε ≤ εr, де εr визначається згi-
дно (16), виконується нерiвнiсть

(1 + ε)r(1 + r)

(1 − (2 + ε)r)2 ≤ 1
4

,

тобто
∣∣∣ci(k)(z1, z2)

∣∣∣ ≤ 1
8

, i(k) ∈ I , k > n. (18)

Оскiльки для елементiв ГЛД (8) виконуються нерiвностi (18), то нескiнченний зали-
шок (8) ГЛД Ньорлунда рiвномiрно збiгається до деякої голоморфної функцiї f (z1 , z2) за
багатовимiрним аналогом теореми Ворпiцького [3, теорема 3.14].

З теореми 3 i наслiдку 1 випливає збiжнiсть нескiнченного залишку Q∞
i(n)(z1, z2) до вiд-

ношення функцiй Аппеля (9).

4 СТIЙКIСТЬ ДО ЗБУРЕНЬ

Розглянемо числовий гiллястий ланцюговий дрiб

b0 +
∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ai(k)

bi(k)
. (19)

Позначимо множини мультиiндексiв I0 = {0}, Ik =
{

i (k) = i1i2 . . . ik : il = 1, 2, l = 1, k
}

,

k = 1, 2, . . . Очевидно, що I =
∞⋃

k=0
Ik.
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ГЛД (19) називають вiдносно стiйким до збурень, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке
δ > 0, що для кожного âi(k) ∈ C, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . ., i кожного b̂i(k) ∈ C, i (k) ∈ Ik,

k = 0, 1, 2, . . ., таких, що

∣∣∣∣∣
âi(k) − ai(k)

ai(k)

∣∣∣∣∣ < δ,

∣∣∣∣∣
b̂i(k) − bi(k)

bi(k)

∣∣∣∣∣ < δ, виконуються нерiвностi
∣∣∣∣∣

f̂s − f s

fs

∣∣∣∣∣ < ε, s = 1, 2, . . . ,

де fs = b0 +
s

D
k=1

2

∑
ik=1

ai(k)

bi(k)
, f̂s = b̂0 +

s

D
k=1

2

∑
ik=1

âi(k)

b̂i(k)

.

Гiллястий ланцюговий дрiб

b̂0 +
∞

D
k=1

2

∑
ik=1

âi(k)

b̂i(k)

(20)

називають збуреним ГЛД до дробу (19), а його елементи — збуреними до елементiв дро-
бу (19).

Припустимо, що

ai(k) 6= 0, âi(k) 6= 0, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . ,

bi(k) 6= 0, b̂i(k) 6= 0, i (k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . . ,

Q
(s)
i(p)

6= 0, Q̂
(s)
i(p)

6= 0, i (p) ∈ Ip, p = 0, s, s = 1, 2, . . . ,

де Q
(s)
i(p)

= bi(p) +
s

D
k=p+1

2

∑
ik=1

ai(k)

bi(k)
, Q̂

(s)
i(p)

= b̂i(p) +
s

D
k=p+1

2

∑
ik=1

âi(k)

b̂i(k)

.

Позначимо через αi(k), βi(k) вiдноснi похибки елементiв ai(k), bi(k) вiдповiдно, ε
(s)
i(p)

—

вiдноснi похибки залишкiв Q
(s)
i(p)

пiдхiдного дробу fs ГЛД (19), тобто

âi(k) = ai(k)

(
1 + αi(k)

)
, b̂i(k) = bi(k)

(
1 + βi(k)

)
, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . ,

Q̂
(s)
i(p)

= Q
(s)
i(p)

(
1 + ε

(s)
i(p)

)
, i (p) ∈ Ip, p = 0, s, s = 1, 2, . . .

Розглянемо величини ε̂
(s)
i(p)

, що визначаються спiввiдношеннями

Q
(s)
i(p)

= Q̂
(s)
i(p)

(
1 + ε̂

(s)
i(p)

)
, i (p) ∈ Ip, p = 0, s, s = 1, 2, . . .

Доведемо, що для похибок ε
(s)
i(p)

, ε̂
(s)
i(p)

справджуються рекурентнi формули

ε
(s)
i(p)

=


1 −

2

∑
ip+1=1

q
(s)
i(p+1)


 βi(p) +

2

∑
ip+1=1

q
(s)
i(p+1)

(
αi(p+1)

(
1 + ε̂

(s)
i(p+1)

)
+ ε̂

(s)
i(p+1)

)
, (21)

ε̂
(s)
i(p)

= −


1 −

2

∑
ip+1=1

q̂
(s)
i(p+1)


 βi(p)

1 + βi(p)
+

2

∑
ip+1=1

q̂
(s)
i(p+1)

(
−

αi(p+1)

1 + αi(p+1)

(
1 + ε

(s)
i(p+1)

)
+ ε

(s)
i(p+1)

)
,

(22)
при i (p) ∈ Ip, p = 0, s − 1, s = 1, 2, . . ., де

q
(s)
i(p)

=
ai(p)

Q
(s)
i(p−1)Q

(s)
i(p)

, (23)
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q̂
(s)
i(p)

=
âi(p)

Q̂
(s)
i(p−1)Q̂

(s)
i(p)

,

i (p) ∈ Ip, p = 1, s, i при p = s

ε
(s)
i(s)

= βi(s), ε̂
(s)
i(s)

= −
βi(p+1)

1 + βi(p+1)
, i (s) ∈ Is. (24)

Формули (24) для довiльного мультиiндекса i(s), s ∈ N, очевиднi.
Для фiксованого мультиiндекса i(p), i(p) ∈ Ip, 0 ≤ p ≤ s − 1, маємо

ε
(s)
i(p)

=
Q̂

(s)
i(p)

− Q
(s)
i(p)

Q
(s)
i(p)

=
1

Q
(s)
i(p)


bi(p)

(
1 + βi(p)

)
+

2

∑
ip+1=1

ai(p+1)

(
1 + αi(p+1)

)

Q
(s)
i(p+1)

(
1 + ε

(s)
i(p+1)

)


− 1

=
bi(p)

Q
(s)
i(p)

(
1 + βi(p)

)
+

2

∑
ip+1=1

ai(p+1)

(
1 + αi(p+1)

) (
1 + ε̂

(s)
i(p+1)

)

Q
(s)
i(p)

Q
(s)
i(p+1)

− 1

=


1 −

s

∑
ip+1=1

q
(s)
i(p+1)


 βi(p) +

2

∑
ip+1=1

q
(s)
i(p+1)

((
1 + αi(p+1)

) (
1 + ε̂

(s)
i(p+1)

)
− 1
)

.

Аналогiчно отримуємо рекурентнi формули (22) для вiдносних похибок ε̂
(s)
i(p)

, i (p) ∈ Ip,

p = 0, s − 1, s = 1, 2, . . .
Почергово використовуючи спiввiдношення (21), (22) та спiввiдношення (24), отримує-

мо формули вiдносних похибок ε
(s)
i(p)

:

ε
(s)
i(p)

=


1 −

2

∑
ip+1=1

q̃
(s)
i(p+1)


 β̃i(p)

+
s

∑
k=p+1

2

∑
ip+1,...,ik=1

(
γ
(s)
i(k)

+

(
1 −

2

∑
ik+1=1

q̃
(s)
i(k+1)

)
β̃i(k)

)
k

∏
m=p+1

q̃
(s)
i(m)

,

(25)

i (p) ∈ Ip, p = 0, s, s = 1, 2, . . ., де q̃
(s)
i(s+1) = 0, q̃

(s)
i(p+k)

=





q
(s)
i(p+k)

, якщо k непарне,

q̂
(s)
i(p+k)

, якщо k парне,

γ
(s)
i(p+k)

=





αi(p+k)

(
1 + ε̂

(s)
i(p+k)

)
, якщо k непарне,

−
αi(p+k)

1 + αi(p+k)

(
1 + ε

(s)
i(p+k)

)
, якщо k парне,

β̃i(p+k) =





−
βi(p+k)

1 + βi(p+k)
, якщо k непарне,

βi(p+k), якщо k парне,

i (p + k) ∈ Ip+k, k = 1, s − p.
Поклавши в (25) p = 0, отримуємо формулу вiдносної похибки s-го пiдхiдного дробу

ГЛД (19)

ε
(s)
0 =

(
1 −

2

∑
i1=1

q̃
(s)
i(1)

)
β̃0 +

s

∑
k=1

2

∑
i1,i2,...,ik=1

(
γ
(s)
i(k)

+

(
1 −

2

∑
ik+1=1

q̃
(s)
i(k+1)

)
β̃i(k)

)
k

∏
m=1

q̃
(s)
i(m)

. (26)
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Лема. Величини q
(s)
i(p)

, i (p) ∈ Ip, p = 1, s, s = 1, 2, . . ., що визначаються згiдно з (23),
iнварiантнi вiдносно перетворень еквiвалентностi

b0 +
∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ri(k−1)ri(k)ai(k)

ri(k)bi(k)
, (27)

де ri(k) — довiльнi комплекснi числа, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . ., ri(k) 6= 0, r0 = 1.

Доведення. Нехай s — довiльне натуральне число i G
(s)
i(p)

— залишки s-го пiдхiдного дробу

гiллястого ланцюгового дробу (27). Покажемо, що G
(s)
i(p)

= ri(p)Q
(s)
i(p)

, i (p) ∈ Ip, p = 0, s, де

Q
(s)
i(p)

— залишки s-го пiдхiдного дробу ГЛД (19). Застосуємо метод математичної iндукцiї
вiдносно p, p = s, s − 1, . . . , 0. При p = s рiвнiсть очевидна. Припустивши, що рiвнiсть
справджується для деякого p = k + 1, 0 ≤ k ≤ s − 1, при p = k маємо:

G
(s)
i(k)

= ri(k)bi(k) +
2

∑
ik+1=1

ri(k)ri(k+1)ai(k+1)

G
(s)
i(k+1)

= ri(k)


bi(k) +

2

∑
ik+1=1

ai(k+1)

Q
(s)
i(k+1)


 = ri(k)Q

(s)
i(k)

.

Тодi

g
(s)
i(p)

=
ri(p−1)ri(p)ai(p)

G
(s)
i(p−1)G

(s)
i(p)

=
ai(p)

Q
(s)
i(p−1)Q

(s)
i(p)

= q
(s)
i(p)

, i (p) ∈ Ip, p = 0, s.

Теорема 5. Нехай елементи ГЛД (19) задовольняють умови
∣∣∣∣∣

ai(k)

b
i(k−1)bi(k)

∣∣∣∣∣ ≤ ρi(k)

(
1 −

2

∑
ik+1=1

ρi(k+1)

)
, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . , (28)

де ρi(k) — такi додатнi сталi, що
2
∑

ik=1
ρi(k) < 1, i (k − 1) ∈ Ik−1, k = 1, 2, . . . ,

sup
i(k−1)∈Ik−1,
k=1,2,...

2
∑

ik=1
ρi(k)

(
1 −

2
∑

ik+1=1
ρi(k+1)

)
<

1
4

.

Тодi ГЛД (19) вiдносно стiйкий до збурень, якщо збiгається ряд

∞

∑
k=0

k

∏
m=0

η2m+1

1 − η2m+1
, (29)

де ηk = maxi(k−1)∈Ik−1

{
∑

2
ik=1 ρi(k)

}
, k = 1, 2, . . . Крiм того, якщо вiдноснi похибки елемен-

тiв ГЛД (19) задовольняють умови

|αi(k)| ≤ α̃, 0 < α̃ < 1, i(k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . , (30)

|βi(k)| ≤ β̃, 0 < β̃ < 1, i(k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . . , (31)

1 + α̃
(

1 − β̃
)2 ≤


4 sup

i(k−1)∈Ik−1,
k=1,2,...

2
∑

ik=1
ρi(k)

(
1 −

2
∑

ik+1=1
ρi(k+1)

)



−1

, (32)
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то для вiдносних похибок s-тих пiдхiдних дробiв справджується оцiнка

∣∣∣ε(s)0

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

f̂ s − f s

f s

∣∣∣∣∣ ≤ β̃ +
β̃
(

2 − β̃
)
+ 2α̃

1 − β̃

s−1

∑
k=0

[k/2]

∏
m=0

η2m+1

1 − η2m+1
, s = 1, 2, . . . (33)

Доведення. Збуримо елементи ГЛД (19) таким чином, щоб виконувались умови (30)–(32).
Перетворимо ГЛД (19) i збурений до нього дрiб (20) до ГЛД з частинними знаменниками,
що дорiвнюють одиницi:

b0

(
1 +

∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ci(k)

1

)
, b̂0

(
1 +

∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ĉi(k)

1

)
, (34)

де ci(k) =
ai(k)

bi(k−1)bi(k)
, ĉi(k) =

âi(k)

b̂i(k−1)b̂i(k)

, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . Позначимо G
(s)
i(p)

, Ĝ
(s)
i(p)

—

залишки s-их пiдхiдних дробiв ГЛД (34) вiдповiдно,

g
(s)
i(p)

=
ci(p)

G
(s)
i(p−1)G

(s)
i(p)

, ĝ
(s)
i(p)

=
ĉi(p)

Ĝ
(s)
i(p−1)Ĝ

(s)
i(p)

, i (p) ∈ Ip, p = 1, s, s = 1, 2, . . .

Величини ∑
2
ik=1 γ

(s)
i(k)

q̃
(s)
i(k)

, i (k) ∈ Ik, k = 1, s, s = 1, 2, . . ., перетворимо з врахуванням
парностi числа k. При k = 2m маємо:

2

∑
i2m=1

γ
(s)
i(2m)

q̃
(s)
i(2m)

= −
2

∑
i2m=1

âi(2m)

Q̂
(s)
i(2m−1)Q̂

(s)
i(2m)

αi(2m)

1 + αi(2m)

(
1 + ε

(s)
i(2m)

)

= −
2

∑
i2m=1

ai(2m)

Q̂
(s)
i(2m−1)Q

(s)
i(2m)

αi(2m) = −
2

∑
i2m=1

ci(2m)

Ĝ
(s)
i(2m−1)G

(s)
i(2m)

αi(2m)

1 + βi(2m−1)
,

при k = 2m + 1 маємо:
2

∑
i2m+1=1

γ
(s)
i(2m+1)q̃

(s)
i(2m+1) =

2

∑
i2m+1=1

ai(2m+1)

Q
(s)
i(2m)

Q
(s)
i(2m+1)

αi(2m+1)

(
1 + ε̂

(s)
i(2m+1)

)

=
2

∑
i2m=1

ai(2m+1)

Q
(s)
i(2m)

Q̂
(s)
i(2m+1)

αi(2m+1) =
2

∑
i2m=1

ci(2m+1)

G
(s)
i(2m)

Ĝ
(s)
i(2m+1)

αi(2m+1)

1 + βi(2m+1)
.

В силу того, що величини q
(s)
i(p)

, i (p) ∈ Ip, p = 1, s, s = 1, 2, . . ., iнварiантнi вiдносно пере-
творень еквiвалентностi, формула (26) набуває вигляду

ε
(s)
0 =

(
1 −

2

∑
i1=1

g̃
(s)
i(1)

)
β̃0

+
s

∑
k=1

2

∑
i1,...,ik=1

(
1 −

2

∑
ik+1=1

g̃
(s)
i(k+1)

)
β̃i(k)

k

∏
m=1

g̃
(s)
i(m)

+
s

∑
k=1

2

∑
i1,...,ik=1

γ̃
(s)
i(k)

g
(s)
i(k)

k−1

∏
m=1

g̃
(s)
i(m)

,

(35)

де

g̃
(s)
i(k)

=





g
(s)
i(k)

, якщо k непарне,

ĝ
(s)
i(k)

, якщо k парне,
γ̃
(s)
i(k)

=





αi(k)(
1 + βi(k)

)
(1 + ε̃

(s)
i(k)

)
, якщо k непарне,

αi(k)(
1 + βi(k−1)

)
(1 + ε̃

(s)
i(k−1))

, якщо k парне,

i (k) ∈ Ik, k = 1, s, ε̃
(s)
i(k)

— вiдноснi похибки залишкiв G
(s)
i(k)

.
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Використовуючи методику множин елементiв та вiдповiдних їм множин значень [3,

8], оцiнимо величини ∑
2
ik=1 |g̃

(s)
i(k)

|, i (k − 1) ∈ Ik−1, k = 1, s, s = 1, 2, . . . Для цього розгляне-
мо послiдовнiсть множин

Vi(k) =
{

z ∈ C : |z| ≤ ρi(k)

}
, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . . (36)

Множина Ṽi(k) = 1 +
2
∑

ik+1=1
Vi(k+1) є кругом з центром в точцi 1 радiуса ρ̃i(k) =

2
∑

ik+1=1
ρi(k+1).

Оскiльки ρ̃i(k) < 1, то 0 /∈ Ṽi(k) i функцiя w = ci(k)/z вiдображає множину Ṽi(k) в круг

ci(k)

Ṽi(k)

=
{

z ∈ C :
∣∣∣z − pi(k)

∣∣∣ ≤ ri(k)

}
,

де pi(k) = ci(k)

(
1 −

(
ρ̃i(k)

)2
)−1

, ri(k) =
∣∣∣ci(k)

∣∣∣ ρ̃i(k)

(
1 −

(
ρ̃i(k)

)2
)−1

. Множини (36) є множи-

нами значень величин
ci(k)

G̃
(s)
i(k)

, якщо
∣∣∣pi(k)

∣∣∣ + ri(k) ≤ ρi(k). Остання нерiвнiсть еквiвалентна

нерiвностi (28).
Iз умов (28), (30)–(32) для довiльного фiксованого мультиiндекса i (k − 1) ∈ Ik−1, k =

1, 2, . . ., маємо

2

∑
ik=1

∣∣∣ĉi(k)

∣∣∣ =
2

∑
ik=1

∣∣∣∣∣∣
âi(k)

b̂
i(k−1)b̂i(k)

∣∣∣∣∣∣
=

2

∑
ik=1

∣∣∣∣∣
ai(k)

b
i(k−1)bi(k)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
1 + αi(k)(

1 + β
i(k−1)

) (
1 + β

i(k)

)

∣∣∣∣∣∣

≤ 1 + α̃
(

1 − β̃
)2

2

∑
ik=1

ρi(k)

(
1 −

2

∑
ik+1=1

ρi(k+1)

)

≤ 1 + α̃
(

1 − β̃
)2 sup

i(k−1)∈Ik−1,
k=1,2,...

2

∑
ik=1

ρi(k)

(
1 −

2

∑
ik+1=1

ρi(k+1)

)
≤ 1

4
.

Тодi для залишкiв Ĝ
(s)
i(k)

справджуються оцiнки
∣∣∣Ĝ(s)

i(k)

∣∣∣ ≥ 1/2.

Величини ∑
2
ik=1

∣∣∣g̃(s)i(k)

∣∣∣, i (k − 1) ∈ Ik−1, k = 1, s, s = 1, 2, . . . , оцiнимо з врахуванням
парностi числа k. При k = 2m + 1 маємо:

2

∑
i2m+1=1

∣∣∣g(s)i(2m+1)

∣∣∣ =
2

∑
i2m+1=1

∣∣∣∣∣∣
ci(2m+1)

G
(s)
i(2m)

G
(s)
i(2m+1)

∣∣∣∣∣∣
≤
(

1 −
2

∑
i2m+1=1

ρi(2m+1)

)−1 2

∑
i2m+1=1

ci(2m+1)

G
(s)
i(2m+1)

≤
(

1 −
2

∑
i2m+1=1

ρi(2m+1)

)−1 2

∑
i2m+1=1

ρi(2m+1) ≤
η2m+1

1 − η2m+1
,

при k = 2m маємо:

2

∑
i2m=1

∣∣∣ĝ(s)i(2m)

∣∣∣ =
2

∑
i2m=1

∣∣∣∣∣∣
ĉi(2m)

Ĝ
(s)
i(2m−1)Ĝ

(s)
i(2m)

∣∣∣∣∣∣
≤ 4

2

∑
i2m=1

∣∣∣ĉi(2m)

∣∣∣ ≤ 1.

Знайдемо оцiнки величин ∑
2
ik=1

∣∣∣γ̃(s)
i(k)

g
(s)
i(k)

∣∣∣, i (k − 1) ∈ Ik−1, k = 1, s, s = 1, 2, . . ., iз враху-
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ванням парностi числа k. При k = 2m маємо:

2

∑
i2m=1

∣∣∣γ̃(s)
i(2m)

g
(s)
i(2m)

∣∣∣ =
2

∑
i2m=1

∣∣∣∣∣∣
ci(2m)

Ĝ
(s)
i(2m−1)G

(s)
i(2m)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
αi(2m)

1 + βi(2m−1)

∣∣∣∣∣

≤ α̃

1 − β̃

2

∑
i2m=1

∣∣∣∣∣∣
ci(2m)

Ĝ
(s)
i(2m−1)G

(s)
i(2m)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2α̃

1 − β̃

2

∑
i2m=1

ρi(2m) <
2α̃

1 − β̃
,

при k = 2m + 1 маємо:

2

∑
i2m+1=1

∣∣∣γ̃(s)
i(2m+1)g

(s)
i(2m+1)

∣∣∣ =
2

∑
i2m+1=1

∣∣∣∣∣∣
ci(2m+1)

G
(s)
i(2m)

Ĝ
(s)
i(2m+1)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
αi(2m+1)

1 + βi(2m+1)

∣∣∣∣∣

≤ α̃

1 − β̃

2

∑
i2m+1=1

∣∣∣∣∣∣
ci(2m+1)

G
(s)
i(2m)

Ĝ
(s)
i(2m+1)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2α̃

1 − β̃

(
1 −

2

∑
i2m+1=1

ρi(2m+1)

)−1

×
2

∑
i2m+1=1

ρi(2m+1)

(
1 −

2

∑
i2m+2=1

ρi(2m+2)

)
≤ 2α̃

1 − β̃

η2m+1

1 − η2m+1
.

Iз формули (35), враховуючи оцiнки величин
2
∑

ik=1

∣∣∣g̃(s)i(k)

∣∣∣,
2
∑

ik=1

∣∣∣γ̃(s)
i(k)

g
(s)
i(k)

∣∣∣, i (k − 1) ∈ Ik−1, k = 1, s, s = 1, 2, . . . ,

отримуємо оцiнку (33), з якої випливає, що збiжнiсть ряду (29) забезпечує виконання
умов означення вiдносної стiйкостi до збурень ГЛД (19).

Нехай в теоремi 5 ρi(k) = ρ/2, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . ., 0 < ρ < 1/2. Тодi правильним є

Наслiдок 2. Нехай елементи ГЛД (19) задовольняють умови
∣∣∣∣∣

ai(k)

b
i(k−1)bi(k)

∣∣∣∣∣ ≤
ρ(1 − ρ)

2
, 0 < ρ <

1
2

, i (k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . .

Тодi ГЛД (19) є вiдносно стiйким до збурень. Крiм того, якщо вiдноснi похибки елементiв
задовольняють умови (30), (31) i

1 + α̃
(

1 − β̃
)2 ≤ 1

4ρ(1 − ρ)
, (37)

то для вiдносних похибок s-тих пiдхiдних дробiв справджується оцiнка
∣∣∣ε(s)0

∣∣∣ ≤ β̃ +
β̃
(

2 − β̃
)
+ 2α̃

1 − β̃

(
2ρ

1 − 2ρ
−
(

2ρ

1 − 2ρ
+

1 + (−1)s+1

2

)(
ρ

1 − ρ

)[ s+1
2 ]
)

, s = 1, 2, . . .

Нехай ui(k) (z1, z2), i(k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . ., vi(k) (z1, z2), i(k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . ., — функцiї,
визначенi в областi D ⊂ C2.

Функцiональний ГЛД (6) назвемо вiдносно стiйким до збурень в точцi
(
z0

1, z0
2

)
∈ D, якщо

числовий дрiб v0

(
z0

1, z0
2

)
+

∞

D
k=1

2

∑
ik=1

ui(k)

(
z0

1, z0
2

)

vi(k)

(
z0

1, z0
2

) вiдносно стiйкий до збурень. Якщо ГЛД

(6) є вiдносно стiйким до збурень в кожнiй точцi
(
z0

1, z0
2

)
∈ D, то область D назвемо обла-

стю вiдносної стiйкостi до збурень ГЛД (6).



24 ГОЄНКО Н.П., ГЛАДУН В.Р., МАНЗIЙ О.С.

Наслiдок 3. Heхай α, β, β′, γ — довiльнi комплекснi числа (γ 6= 0,−1,−2, . . .), r — дiйсне
число, 0 < r < 1/8, тодi iснує таке натуральне число n1 = n1(α, β, β′, γ, r), що для кожного
n > n1 i довiльного фiксованого мультиiндекса i(n) ∈ I нескiнченний залишок ГЛД
Ньорлунда Q∞

i(n)(z1, z2) (8) є вiдносно стiйким до збурень в полiкрузi (14). Причому, якщо
вiдноснi похибки елементiв ГЛД (8) задовольняють умови (30), (31), (37), то для вiдносних
похибок s-тих пiдхiдних дробiв ГЛД (8) справджується оцiнка

∣∣∣ε(s)i(n)

∣∣∣ ≤ β̃ +
β̃
(

2 − β̃
)
+ 2α̃

1 − β̃

(
2ρ

1 − 2ρ
−
(

2ρ

1 − 2ρ
+

1 + (−1)s−n+1

2

)(
ρ

1 − ρ

)[ s−n+1
2 ]
)

,

де s = n, n + 1, n + 2, . . .,

ρ =
1 −

√
1 − 8r

2
. (38)

Доведення. Якщо в доведеннi теореми 4 вибрати ε, 0 < ε ≤ ε′r, де

ε′r =
1 + 5r − 8r2 −

√
1 + 10r + r2 − 8r3

4r2 , (39)

то iснує таке натуральне число n1 = n1(α, β, β′, γ, r), що виконується спiввiдношення (17).
Нехай i(n) — довiльний фiксований мультиiндекс, i(n) ∈ I , n > n1. Тодi, пiсля еквi-
валентних перетворень, для елементiв нескiнченного залишку Q∞

i(n)(z1, z2) (8) одержимо
оцiнку

∣∣∣∣∣
ai(k)(z1, z2)

b
i(k−1)(z1, z2)bi(k)

(z1, z2)

∣∣∣∣∣ ≤
(1 + ε)r(1 + r)

2(1 − (2 + ε)r)2 ≤ r =
ρ (1 − ρ)

2
<

1
8

,

де i(k) ∈ Ik, k = n + 1, n + 2, . . ., величина ρ визначається згiдно з (38). Отже, за наслiдком
2, нескiнченний залишок Q∞

i(n)(z1, z2) є вiдносно стiйким до збурень в полiкрузi (14).

Зауваження. Оскiльки для величин εr, ε′r, що визначаються формулами (16), (39) вiдпо-
вiдно, виконується нерiвнiсть ε′r < εr, 0 < r < 1/8, то числа n0, n1 задовольняють спiв-
вiдношення n1 > n0. Отже, для кожного n > n1 i довiльного фiксованого мультиiндекса
i(n) ∈ I нескiнченний залишок ГЛД Ньорлунда Q∞

i(n)(z1, z2) (8) є рiвномiрно збiжним до
голоморфної функцiї (9) i вiдносно стiйким до збурень в полiкрузi (14).
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tion for Appell hypergeometric functions. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (1), 11–25.

The correspondence, convergence and stability to perturbations of the infinite remains of the
Nörlund branched continued fraction are investigated in a poly-disc {(z1, z2) ∈ C2 : |zj| ≤ r, j =

1, 2}, 0 < r < 1/8, in case of arbitrary parameters of Appell hypergeometric function.
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Гоенко Н.П., Гладун В.Р., Манзий А.С. О бесконечных остатках ветвящейся цепной дроби Нёр-
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Исследованы соответствие, сходимость и устойчивость к возмущениям бесконечных остат-
ков ветвящейся цепной дроби Нёрлунда в некоторой поликруговой области {(z1, z2) ∈ C

2 :
|zj| ≤ r, j = 1, 2}, 0 < r < 1/8, в случае произвольных параметров гипергеометрической функ-
ции Аппеля.
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