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9

ПЕРЕДМОВА

Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння й методи дослiджен-
ня їхнiх розв’язкiв широко використовуються у рiзноманiтних
галузях i роздiлах сучасної науки й технiки. Саме тому навчаль-
на дисциплiна «Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння» займає
чiльне мiсце у пiдготовцi спецiалiстiв з фiзики, механiки, еле-
ктронiки, хiмiї, матерiалознавства, бiологiї, машинобудування, а
також вчителiв фiзики.

Пропонований посiбник охоплює основну частину унiверси-
тетської програми з диференцiальних та iнтегральних рiвнянь
для студентiв спецiальностей «фiзика та астрономiя», «прикла-
дна фiзика та наноматерiали», «середня освiта (фiзика)», але мо-
же бути використаний також студентами iнженерно-технiчних
закладiв вищої освiти.

Метою посiбника є ознайомлення здобувачiв вищої освiти з
основними поняттями, твердженнями, методами та застосуван-
нями теорiї диференцiальних та iнтегральних рiвнянь, сприян-
ня глибокому засвоєнню теоретичного матерiалу з допомогою
розв’язаних прикладiв i задач рiзного рiвня складностi, пiдго-
товка їх до самостiйної роботи з науковою лiтературою.

Посiбник має вигляд курсу з 17 лекцiй, якi умовно можна
подiлити на 5 роздiлiв: «Звичайнi диференцiальнi рiвняння пер-
шого порядку», «Звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих по-
рядкiв», «Системи звичайних диференцiальних рiвнянь», «Ди-
ференцiальнi рiвняння з частинними похiдними першого поряд-
ку», «Iнтегральнi рiвняння».

Те, що авторами названо «лекцiями», можна вважати ними
умовно — передовсiм через обсяг, який не завжди вiдповiдає двом
академiчним годинам, а також через нерiвномiрно розподiлений
матерiал. Насправдi, термiн «лекцiя» — це радше певний тема-
тично об’єднаний матерiал, який може бути основою для справ-
жньої лекцiї, вiдповiдного практичного заняття або як матерiал
для самостiйної роботи. Значна частина навчального матерiалу
з посiбника має пропонуватись здобувачам вищої освiти для са-
мостiйного опрацювання.
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Важливi поняття, теореми, методи iлюструються приклада-
ми та задачами. Кiнець розв’язаних прикладiв i задач познача-
ється символом �, але у тих випадках, де було ймовiрним «за-
губити» вiдповiдь серед тексту, її написано в кiнцi прикладу чи
задачi.

Кожна лекцiя супроводжується питаннями для контролю та
самоконтролю засвоєння матерiалу та вправами, якi можуть бу-
ти основою для проведення практичних занять з певної теми (у
поєднаннi з iншими збiрниками). Посiбник може використовува-
тись i як довiдник, чому сприяє детальний предметний покаж-
чик.

У списку лiтератури читач знайде перелiк лiтературних дже-
рел, у яких питання, висвiтленi у цьому посiбнику, викладенi по-
iншому або бiльш повно.

Перше видання цього посiбника вийшло у 2012 роцi. Другому
виданню було надано гриф Мiнiстерства освiти i науки України
(лист №1/11-5297 вiд 13.03.2013 р.), надруковано воно у 2014 роцi
у видавництвi «Навчальна книга – Богдан» (м. Тернопiль). У
представленому виданнi виправлено помiченi недолiки i помилки
та оновлено рекомендовану лiтературу.

Сподiваємось, що цей посiбник допоможе студентам в оволо-
дiннi важливими роздiлами сучасної математики, а також буде
корисним для викладачiв пiд час роботи зi студентами.
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Роздiл 1
ЗВИЧАЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI

РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Лекцiя 1. Поняття про диференцiальнi рiвняння.
Приклади задач, якi приводять до звичайних

диференцiальних рiвнянь

План

1. Задачi, якi приводять до диференцiальних рiвнянь.
2. Основнi означення й поняття.
3. Складання диференцiальних рiвнянь виключенням довiль-

них сталих.

1. Задачi, якi приводять до диференцiальних рiв-
нянь. Використання математичних моделей є одним з найбiльш
ефективних методiв вивчення рiзноманiтних фiзичних процесiв
i явищ. Математичнi моделi допомагають зрозумiти фiзичний
процес, дають можливiсть отримати якiснi та кiлькiснi харак-
теристики його стану, з їх використанням можна передбачити
подальший розвиток процесу без натуральних експериментiв,
проведення яких у багатьох випадках є надто дорогим або просто
неможливим.

Вивчаючи фiзичнi явища, не завжди вдається безпосередньо
знайти закони або формули, якi пов’язують мiж собою величи-
ни фiзичного процесу, але часто можна виявити певну функцiо-
нальну залежнiсть мiж невiдомими характеристиками процесу,
швидкостями їх змiни й часом, тобто знайти рiвняння, якi мi-
стять похiднi невiдомих характеристик процесу. Такi рiвняння
називають диференцiальними, а знаходження невiдомої фун-
кцiї (розв’язку) — iнтегруванням диференцiального рiвняння.

Розв’язування задачi дослiдження певного фiзичного явища
чи процесу можна роздiлити на два етапи:

1. Складання диференцiального рiвняння, яке при певних
припущеннях описує сутнiсть явища чи процесу.
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2. Знаходження розв’язку диференцiального рiвняння, тобто
функцiональної залежностi мiж величинами, якi характеризу-
ють фiзичне явище.

Для складання диференцiальних рiвнянь природничих наук
використовують фiзичний змiст першої та другої похiдних, а та-
кож додатковi умови та закони, притаманнi конкретнiй галузi
науки, такi як-от:

– другий закон Ньютона1) (F = ma, де m — маса тiла, a —
прискорення руху, F — сума сил, що дiють на тiло);

– закон всесвiтнього тяжiння (F = km1m2
r2 , де m1, m2 — маси

двох тiл, r — вiдстань мiж ними);
– закон Кiрхгофа (алгебрична сума сил струмiв, якi протiка-

ють у певнiй точцi електричного кола, дорiвнює нулю);
– закон Фур’є (q = −λ(T )dTdx , де q — питомий потiк теплоти,

λ(T ) — коефiцiєнт теплопровiдностi середовища, dTdx — швидкiсть
змiни температури T );

– закон Ньютона про охолодження тiла (швидкiсть охолодже-
ння тiла пропорцiйна рiзницi температур тiла та середовища);

– закон розчинення речовини (швидкiсть розчинення пропор-
цiйна наявнiй кiлькостi нерозчиненої речовини та рiзницi концен-
трацiй насиченого розчину i розчину у певний момент часу);

– закон Гука (сила пружностi пружини пропорцiйна її видов-
женню) тощо.

Питання про вiдповiднiсть математичної моделi й реального
явища вивчається на основi аналiзу результатiв дослiду та їх по-
рiвняння з поведiнкою розв’язку одержаного диференцiального
рiвняння.

Зауважимо, що багато роздiлiв фiзики значною мiрою мож-
на розглядати як рiзнi роздiли теорiї диференцiальних рiвнянь.
Перш за все це виявляється в аналiтичнiй механiцi, яку бага-
то вчених розглядають як математичну дисциплiну. Основним
апаратом сучасної теоретичної фiзики також є диференцiальнi
рiвняння.

1)Бiблiографiчнi данi про вчених, прiзвища яких зустрiчаються у посiб-
нику, можна знайти на с. 241–245.
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Розглянемо декiлька прикладних задач, якi приводять до ди-
ференцiальних рiвнянь.

Задача 1. Матерiальна точка P рухається по прямiй, яку
приймемо за вiсь x, i в момент часу t займає положення x
(рис. 1.1). Вiдома швидкiсть руху v(t). Знайти закон руху точки,
тобто залежнiсть x вiд t, x = x(t), якщо вiдомо, що у момент часу
t = t0 точка P займає положення x = x0.

� � �

x0 x0 x

P

(t0) (t)

Рис. 1.1

Розв’язання. З курсу математичного аналiзу вiдомо, що швид-
кiсть точки у момент часу t дорiвнює похiднiй x′(t) (фiзичний
змiст похiдної), тобто

x′(t) = v(t). (1.1)

Спiввiдношення (1.1) є диференцiальним рiвнянням руху точки
P i задає закон її руху в диференцiальнiй формi. Iнтегруючи
рiвняння (1.1), одержуємо:

x(t) =

t∫
t0

v(t)dt+C, (1.2)

де C — довiльна стала (стала iнтегрування).
За умовою задачi, x(t0) = x0. Пiдставляючи в (1.2) x = x0

i t = t0, одержуємо, що C = x0. Отже, шуканим розв’язком
(рухом) є

x(t) =

t∫
t0

v(t)dt+ x0. �

Задача 2. Куля, рухаючись зi швидкiстю v0 = 400 м/с, про-
биває стiну товщиною h = 0,2 м i вилiтає з неї зi швидкiстю
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v1 = 100 м/с. Вважаючи, що сила опору стiни пропорцiйна ква-
драту швидкостi кулi, знайти тривалiсть руху кулi у стiнi.
Розв’язання. Згiдно з другим законом Ньютона ma = F , де
m — маса кулi, a = dv

dt — її прискорення (похiдна швидкостi v за
часом t), F — сила, яка дiє на кулю. За умовою задачi, F = −kv2,
де знак мiнус указує на те, що сила опору стiни спрямована у бiк,
протилежний до напряму швидкостi кулi. Отже, маємо диферен-
цiальне рiвняння

m
dv

dt
= −kv2. (1.3)

З (1.3) одержуємо:

dv

v2
= − k

m
dt ⇒

∫
dv

v2
= − k

m

∫
dt+ C ⇒

⇒ − 1

v
= − k

m
t+C ⇒ v =

m

kt− Cm
.

З умови v(0) = v0 = 400 знаходимо C = − 1
400 , а тому

v =
400m

400kt +m
. (1.4)

Якщо тепер пiдставити у рiвняння (1.4) t = T (T — шуканий
час), а також v = v1 = 100, то

400m

400kT +m
= 100 ⇒ T =

3k1
400

,

де позначено k1 = m/k. Сталу k1 знайдемо з рiвняння (1.4), яке,
враховуючи, що v = dx

dt , запишемо у виглядi

dx

dt
=

400k1
400t+ k1

.

Звiдси

x =

∫
400k1

400t + k1
dt+ C ⇒ x = k1 ln(400t+ k1) +C.
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Якщо t = 0, то x = 0 (куля входить у стiну), а тому
C = −k1 ln k1. Якщо t = T , то x = h = 0,2 (куля вилiтає зi стi-
ни), а тому, враховуючи, що T = 3k1/400, одержуємо:

0,2 = k1 ln 4k1 − k1 ln k1 ⇒ k1 =
0,2

ln 4
.

Таким чином,

T =
3k1
400

=
3 · 0,2
400 ln 4

≈ 0,001 с. �

Задача 3. Визначити форму дзеркала, яке збирає в одну
точку спрямований на нього потiк паралельних променiв.
Розв’язання. Зробимо перерiз дзеркала площиною Oxy, щоб
точка, в яку збираються променi (фокус), була початком коор-
динат, а вiсь Ox — паралельною до променiв, якi падають на
дзеркало. У перерiзi одержуємо деяку криву y = f(x) (рис. 1.2).

α

�

x

y

OA B

M

y

α

α

y = f(x)

Рис. 1.2

Використаємо закон геометричної оптики, згiдно з яким кут
падiння променя дорiвнює куту його вiдбиття (на рисунку цей
кут позначено через α). Нехай M(x, y) — довiльна точка кривої
y = f(x). Проведемо у цiй точцi дотичну MA до кривої y = f(x).
Трикутник MOA — рiвнобедрений. Оскiльки y′ = tgα (геоме-
тричний змiст похiдної), то, вважаючи, що y > 0, одержуємо

y′ = tgα =
MB

AB
=

y√
x2 + y2 + x
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або, якщо помножити чисельник i знаменник дробу на√
x2 + y2 − x,

y′ =
1

y

(√
x2 + y2 − x

)
. (1.5)

Диференцiальне рiвняння (1.5) описує форму перерiзу дзеркала
площиною Oxy. З (1.5) одержуємо:

x+ yy′√
x2 + y2

= 1 ⇒ d

dx

(√
x2 + y2

)
= 1 ⇒

√
x2 + y2 = x+ C,

де C — довiльна стала. Таким чином, маємо рiвняння осьового
перерiзу дзеркала площиною Oxy: y2 = 2Cx + C2. З геометри-
чної точки зору одержали сiм’ю парабол з вершинами у точках
(−C/2; 0). Отже, поверхня дзеркала як поверхня обертання осьо-
вого перерiзу навколо осi Ox має вигляд

y2 + z2 = 2Cx+ C2,

тобто шуканi форми дзеркала описуються сiм’єю рiвнянь пара-
болоїдiв обертання. �

Зауважимо, що якщо параболiчне дзеркало, рiвняння якого
отримане у задачi 3, спрямувати на сонце, то усi вiдбитi променi
проходитимуть через фокус, де матимемо високу температуру
(звiдки i латинська назва focus — вогнище). Параболiчнi дзерка-
ла використовують також у радiолокацiї.

Задача 4. Знайти закон розпаду радiю, якщо вiдомо, що
швидкiсть розпаду прямо пропорцiйна його масi i через 1600 ро-
кiв початкова маса радiю зменшиться вдвiчi.
Розв’язання. Нехай m0 — початкова маса радiю, m(t) — маса
радiю у момент часу t. Швидкiсть розпаду радiю як швидкiсть
змiни функцiї є похiдною цiєї функцiї. Отже, закон розпаду мож-
на записати у виглядi диференцiального рiвняння

m′(t) = −km(t), (1.6)

де k > 0, k — коефiцiєнт пропорцiйностi (знак мiнус вказує на
те, що маса радiю з часом зменшується, а тому m′(t) < 0).
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Диференцiальне рiвняння (1.6) разом з умовою m(0) = m0 є
математичною моделлю розпаду радiю. Розв’яжемо це рiвняння,
враховуючи, що m′(t) = dm

dt :

dm

dt
+ km = 0 ⇒ dm

m
+ kdt = 0 ⇒

⇒ d (lnm+ kt) = 0 ⇒ lnm+ kt = C1 ⇒ m = eC1−kt.

Оскiльки C1 — довiльна стала, то можна позначити eC1 через C.
Отже,

m(t) = Ce−kt.

За умовою задачi, m(0) = m0, а тому C = m0. З умови
m(1600) = 0,5m0 знаходимо коефiцiєнт k:

m(1600) = m0e
−1600k ⇒ 0,5m0 = m0e

−1600k ⇒
⇒ k =

ln 2

1600
≈ 0,00043.

Отже, закон змiни маси радiю вiд часу наближено подається
формулою

m(t) = m0e
−0,00043t. �

2. Основнi означення й поняття. Звичайним диферен-
цiальним рiвнянням називають спiввiдношення вигляду

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0 (1.7)

мiж незалежною змiнною x, шуканою функцiєю y = y(x) i похi-
дними y′, y′′, . . . , y(n).

Позначення, якi використанi в означеннi, не є суттєвими: не-
залежна змiнна може позначатися через t, шукана функцiя —
через s, f , F тощо.
Порядком звичайного диференцiального рiвняння назива-

ють порядок найвищої похiдної невiдомої функцiї, яка входить у
рiвняння.

У рiвняннi n-го порядку (1.7) вважається, що похiдна n-го
порядку шуканої функцiї справдi входить у це рiвняння, а наяв-
нiсть решти аргументiв необов’язкова.
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Наведемо приклади звичайних диференцiальних рiвнянь:

y = xy′ + y′3, y′′ + y = cos x,

y(4) − 4y′′′ + 5y′′ − 2y′ + y = xex, y(10) = x.

Перше з наведених рiвнянь має перший порядок, друге рiвнян-
ня — другий порядок, третє рiвняння — четвертий порядок, чет-
верте — десятий порядок.

Якщо диференцiальне рiвняння мiстить частиннi похiднi не-
вiдомої функцiї вiд кiлькох незалежних змiнних, то його назива-
ють рiвнянням з частинними похiдними. Наведемо при-
клади таких рiвнянь:

∂u
∂t+u

∂u
∂x = 0— рiвняння, яке описує рух частинок за iнерцiєю;

∂u
∂t = a2 ∂

2u
∂x2

— рiвняння, яке описує закон поширення у часi
та розподiлу за довжиною температури нагрiтого стержня;

∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2 — рiвняння, яке описує рiзноманiтнi коливальнi

процеси;
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 4πρ(x, y, z) — рiвняння, якому задоволь-
няє потенцiал u(x, y, z) електростатичного поля, де ρ(x, y, z) —
густина зарядiв.

Надалi, якщо не буде сказано про iнше, розглядатимемо тiль-
ки звичайнi диференцiальнi рiвняння, причому як незалежну
змiнну, так i шукану функцiю вважатимемо дiйсними.
Розв’язком рiвняння (1.7) на деякому iнтервалi (a, b),

−∞ � a < b � +∞, називають функцiю y = y(x), яка має на
цьому iнтервалi похiднi до порядку n включно та задовольняє
рiвняння (1.7). Це означає, що для всiх x ∈ (a, b) справджується
тотожнiсть

F
(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)

)
≡ 0.

Наприклад, функцiя y = ex є розв’язком диференцiального
рiвняння другого порядку y′′ − y = 0 на iнтервалi (−∞,+∞).
Окрiм неї, розв’язками цього рiвняння, як легко перевiрити, є
також y = e−x, y = 3ex, y = 3ex + 4e−x i, взагалi, всi функцiї
вигляду y = C1e

x + C2e
−x, де C1, C2 — довiльнi сталi.
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На однiй з наступних лекцiй буде встановлено, що звичай-
не диференцiальне рiвняння n-го порядку у загальному випадку
має сiм’ю розв’язкiв, залежну вiд n довiльних сталих. Напри-
клад, усi розв’язки диференцiального рiвняння y(n) = 0 мiстяться
у формулi y = C1x

n−1+C2x
n−2+. . .+Cn−1x+Cn, де C1, . . . , Cn —

довiльнi сталi.
З геометричної точки зору розв’язку диференцiального рiв-

няння у прямокутнiй системi координат вiдповiдає деяка крива,
яку називають iнтегральною кривою. Сукупнiсть iнтеграль-
них кривих, залежну вiд довiльних сталих, називають сiм’єю
iнтегральних кривих. Наприклад, розв’язки рiвняння y′′ = 2
утворюють двопараметричну сiм’ю парабол y = x2 + C1x+ C2,
кожна з яких є iнтегральною кривою.

Процес знаходження розв’язкiв диференцiального рiвняння
називають iнтегруванням цього рiвняння. Якщо при цьому
всi розв’язки вдається виразити через елементарнi функцiї або
у квадратурах (коли розв’язки виражаються через iнтеграли
вiд елементарних функцiй), то кажуть, що рiвняння зiнтегрова-
не у скiнченному виглядi. Розглядатимемо в основному саме
такi рiвняння, хоча значно бiльше диференцiальних рiвнянь не
iнтегруються у скiнченному виглядi й для представлення їхнiх
розв’язкiв доводиться використовувати бiльш складний матема-
тичний апарат.

Основною задачею теорiї iнтегрування диференцiального рiв-
няння є знаходження всiх його розв’язкiв та дослiдження їхнiх
властивостей.

3. Складання диференцiальних рiвнянь виключенням
довiльних сталих. Нехай маємо рiвняння сiм’ї кривих, зале-
жної вiд одного дiйсного параметра C:

Φ(x, y, C) = 0. (1.8)

Побудуємо диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих (1.8), тобто
рiвняння, яке описує властивостi, притаманнi всiм кривим цiєї
сiм’ї. Для цього здиференцiюємо за змiнною x обидвi частини
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рiвностi (1.8), враховуючи, що y = y(x):

∂Φ

∂x
+
∂Φ

∂y
· dy
dx

= 0. (1.9)

Якщо спiввiдношення (1.9) не мiстить C, то воно буде вира-
жати ту загальну властивiсть, яка притаманна усiм кривим сiм’ї
(1.8) (наприклад, якщо y = x+C, то y′ = 1). У загальному випад-
ку рiвнiсть (1.9) залежатиме вiд параметра C. Тодi, виключаючи
цей параметр iз системи (1.8), (1.9), одержимо диференцiальне
рiвняння першого порядку

F (x, y, y′) = 0. (1.10)

Рiвняння (1.10) виражає спiльну властивiсть кривих (1.8) неза-
лежно вiд сталої C, його називають диференцiальним рiвня-
нням сiм’ї кривих (1.8).

Приклад 1. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї парабол,
якi проходять через початок координат i мають осi симетрiї, па-
ралельнi до осi ординат.
Розв’язання. Сiм’ю парабол з умови задачi можна описати з
допомогою формули y = x2 − Cx, де C — довiльна стала. Скла-
демо систему {

y = x2 − Cx,
y′ = 2x− C

i виключимо з неї сталу C. Для цього знайдемо C з першого
рiвняння системи i пiдставимо у друге:

C =
x2 − y

x
⇒ y′ = 2x− x2 − y

x
⇒ y′ =

x2 + y

x
.

Вiдповiдь: xy′ = x2 + y.

Аналогiчно, маючи сiм’ю кривих

Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0,

залежну вiд n довiльних сталих, можна при певних умовах одер-
жати диференцiальне рiвняння, для якого згаданi кривi будуть



Лекцiя 1. Поняття про диференцiальнi рiвняння. Приклади задач 21

iнтегральними. Для цього потрiбно здиференцiювати спiввiдно-
шення Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0 n разiв за змiнною x i виключи-
ти з нього та отриманих унаслiдок диференцiювання n рiвнянь
сталi C1, C2, . . . , Cn. У результатi одержимо диференцiальне рiв-
няння сiм’ї кривих, яке виражатиме загальну властивiсть цих
кривих.

Приклад 2. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї усiх кiл
з одиничним радiусом на площинi.
Розв’язання. Рiвнянням усiх кiл з радiусом 1 i з центром у
довiльнiй точцi площини (C1, C2) є

(x− C1)
2 + (y − C2)

2 = 1. (1.11)

Двiчi здиференцiюємо (1.11):

2(x− C1) + 2(y − C2)y
′ = 0,

1 + y′2 + (y − C2)y
′′ = 0.

Виключаючи тепер iз системи⎧⎨
⎩
(x−C1)

2 + (y − C2)
2 = 1,

x− C1 + (y − C2)y
′ = 0,

1 + y′2 + (y −C2)y
′′ = 0

сталi C1, C2, одержуємо:(
1 + y′2

y′′
· y′
)2

+

(
1 + y′2

y′′

)2

= 1 ⇒ (
1 + y′2

)3
= y′′2. �

Рекомендована лiтература: [8, с. 6–12], [9, с. 4–8], [17,
с. 6–15], [18, с. 3–13, 22–25], [19, с. 9–19], [21, с. 4–8].

Питання до лекцiї 1

1. Яке рiвняння називають звичайним диференцiальним рiвнян-
ням? Чим вiдрiзняються звичайнi диференцiальнi рiвняння вiд рiв-
нянь з частинними похiдними?

2. Як визначити порядок диференцiального рiвняння?
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3. Яку функцiю називають розв’язком диференцiального рiвнян-
ня? Як називають операцiю знаходження розв’язкiв диференцiального
рiвняння?

4. Яку криву називають iнтегральною кривою диференцiального
рiвняння?

5. У чому полягає основна задача теорiї iнтегрування диференцi-
ального рiвняння?

6. У чому полягає математичне моделювання реальних фiзичних
процесiв, яка його роль у вивченнi процесу? Наведiть приклади вико-
ристання диференцiальних рiвнянь для математичного моделювання
фiзичних процесiв та явищ.

7. Який вигляд має рiвняння сiм’ї кривих, залежних вiд одного па-
раметра (n параметрiв)? Як знайти диференцiальне рiвняння заданої
сiм’ї однопараметричних кривих (n-параметричних кривих)?

Вправи до лекцiї 1

1. Перевiрте, чи є функцiї

а) y = cosx+ sinx+ 5e−x; б) y = x·
x∫

0

sin t

t
dt; в) y = 3x+ lnx+ 2

розв’язками вiдповiдних диференцiальних рiвнянь

а) y′ + y = 2 cosx; б) xy′ = y + x sinx; в) x2y′′ lnx− xy′ + y = 0.

2. Знайдiть кривi, в яких кожний вiдрiзок дотичної, який лежить
мiж координатними осями, точкою дотику дiлиться навпiл.

3. Складiть диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих:

а) x2 + y2 = C; б) y = cos(x+ C); в) y = C1x
2 + C2e

x.

4. Складiть диференцiальне рiвняння:
а) усiх кiл, якi дотикаються до осi абсцис;
б) усiх прямих на площинi;
в) парабол, якi проходять через точку (1; 2) i мають вiсь, пара-

лельну до осi абсцис.
5. Знайдiть кривi, нормалi до яких в усiх точках проходять через

початок координат.
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Лекцiя 2. Диференцiальнi рiвняння
першого порядку (загальна теорiя)

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Задача Кошi. Умови iснування та єдиностi розв’язку задачi

Кошi.
3. Класифiкацiя розв’язкiв диференцiального рiвняння пер-

шого порядку.
4. Геометричне тлумачення диференцiального рiвняння пер-

шого порядку та його розв’язкiв.
5. Механiчне тлумачення диференцiального рiвняння першо-

го порядку та його розв’язкiв.

1. Основнi означення й поняття. Диференцiальне рiвнян-
ня першого порядку в загальному випадку можна записати у
виглядi

F (x, y, y′) = 0, (2.1)

де x — незалежна змiнна, y — невiдома функцiя вiд x,
F (x, y, y′) — задана функцiя змiнних x, y, y′ = dy

dx .
Якщо рiвняння (2.1) можна розв’язати вiдносно похiдної, то

його записуватимемо у виглядi

y′ = f(x, y). (2.2)

Таку форму запису диференцiального рiвняння називають нор-
мальною.

Найпростiшим з диференцiальних рiвнянь у нормальнiй фор-
мi є рiвняння y′ = f(x). Якщо функцiя f(x) визначена i неперерв-
на на деякому iнтервалi (a, b), то, як вiдомо з математичного
аналiзу, y =

∫
f(x)dx+ C, де C — довiльна стала.

У багатьох випадках рiвняння (2.2) зручно записувати як
dy
dx = f(x, y) або у виглядi dy − f(x, y)dx = 0, який є окремим
випадком рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (2.3)
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де M(x, y), N(x, y) — вiдомi функцiї (коефiцiєнти рiвняння).
Рiвняння (2.3) зручне тим, що змiннi x i y у ньому рiвноправнi,
тобто кожну з них можна розглядати як функцiю вiд iншої.
Розв’язком диференцiального рiвняння (2.2) на iнтервалi

(a, b) називають неперервно диференцiйовну на цьому iнтервалi
функцiю y = y(x), яка перетворює рiвняння (2.2) у тотожнiсть,
тобто y′(x) ≡ f(x, y(x)).

Розв’язок рiвняння (2.2) може бути заданий не тiльки явно,
тобто як y = y(x), але й у неявному виглядi Φ(x, y) = 0 (у вигля-
дi, не розв’язаному вiдносно y) або у параметричнiй формi: x =
= ϕ(t), y = ψ(t). Наприклад, функцiя y =

√
1− x2, де x ∈ (−1; 1),

є розв’язком рiвняння y′ = −x/y, однак цей самий розв’язок
можна подати у неявному виглядi x2 + y2 = 1, y > 0, а також у
параметричнiй формi x = cos t, y = sin t, 0 < t < π.

2. Задача Кошi. Умови iснування та єдиностi розв’яз-
ку задачi Кошi. Вже зазначалось, що диференцiальнi рiвняння
зазвичай мають безлiч розв’язкiв. Однак у багатьох задачах тео-
ретичного i прикладного характеру часто серед усiх розв’язкiв
диференцiального рiвняння (2.2) потрiбно знайти такий розв’я-
зок y = y(x), який задовольняє умову

y(x0) = y0, (2.4)

де x0, y0 — заданi числа, тобто розв’язок, який для заданого зна-
чення незалежної змiнної x = x0 набуває заданого значення y0.

Задачу вiдшукання розв’язку рiвняння (2.2), який задоволь-
няє умову (2.4), називають задачею Кошi (або початковою
задачею). Умову (2.4) називають початковою, а числа x0, y0 —
початковими даними задачi (2.2), (2.4).

З геометричної точки зору задача Кошi (2.2), (2.4) полягає
у вiдшуканнi iнтегральної кривої рiвняння (2.2), яка проходить
через наперед задану точку (x0, y0) площини Oxy.

Вiдповiдь на питання про те, за яких умов задача Кошi (2.2),
(2.4) має розв’язок, дає теорема Пеано, доведення якої можна
знайти, наприклад, в [7, с. 44–46].

Теорема 1 (Пеано). Якщо функцiя f(x, y) неперервна в
областi D площини Oxy, то iснує неперервна разом зi своєю
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похiдною першого порядку функцiя y = y(x), яка є розв’язком
задачi Кошi y′ = f(x, y), y(x0) = y0, де (x0, y0) ∈ D.

Однак для багатьох задач важливо знати не тiльки факт iсну-
вання розв’язку диференцiального рiвняння, але також i те, чи
є цей розв’язок єдиним. Вiдповiдь на це питання має виняткове
значення як для самої теорiї диференцiальних рiвнянь, так i для
багатьох її застосувань. Дiйсно, якщо знати, що розв’язок задачi
Кошi єдиний, то, знайшовши розв’язок, який задовольняє зада-
нi початковi умови, дослiдник може бути впевненим, що iнших
розв’язкiв, якi задовольняють тi самi початковi умови, немає.
У задачах природознавства це приводить до одержання єдиного
закону явища, який визначається тiльки диференцiальним рiв-
нянням i початковими умовами. Iлюстрацiєю до цього можуть
бути задачi фiзичного змiсту з лекцiї 1.

Виявляється, що умова неперервностi функцiї f(x, y) з теоре-
ми Пеано не гарантує єдиностi розв’язку задачi Кошi (2.2), (2.4).
Розглянемо, наприклад, рiвняння y′ = 2

√
y. Його права частина

визначена i неперервна у верхнiй частинi площини Oxy (y � 0).
З допомогою пiдстановки легко переконатись, що iнтегральними
кривими є пiвпараболи y = (x+ C)2, де x � −C, а також пряма
y = 0 (вiсь Ox). Очевидно, що у кожнiй точцi (x0, 0) осi Ox єди-
нiсть розв’язку порушується, бо через цю точку проходять двi
iнтегральнi кривi, а саме: парабола y = (x − x0)

2 i пряма y = 0
(рис. 2.1).

O x

y

x0

y = (x− x0)
2

Рис. 2.1



26 Роздiл 1. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Основною теоремою, яка забезпечує не тiльки iснування, але
й єдинiсть розв’язку задачi Кошi, є теорема Кошi, доведення якої
можна знайти, наприклад, в [11, с. 39–46].

Теорема 2 (Кошi). Нехай функцiя f(x, y) визначена у пря-
мокутнику

G = {(x, y) : |x− x0| � a, |y − y0| � b} , a, b > 0,

i задовольняє у ньому такi умови:
1) f(x, y) неперервна, а, отже, й обмежена, тобто

|f(x, y)| �M, M > 0;

2) частинна похiдна ∂f
∂y iснує та обмежена.

Тодi задача Кошi (2.2), (2.4) має єдиний розв’язок принаймнi на
вiдрiзку |x− x0| � h, де

h = min

(
a,

b

M

)
.

За виконання умов теореми Кошi можна гарантувати, що
через кожну внутрiшню точку областi G проходить єдина iнте-
гральна крива.

Одним з методiв доведення теореми Кошi є метод Пiкара,
який дає можливiсть побудувати розв’язок задачi Кошi як гра-
ницю послiдовних наближень yn(x), n = 0, 1, 2, . . ., визначених
рекурентними формулами (формулами Пiкара)

y0(x) = y0, yn(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, yn−1(t)

)
dt, n = 1, 2, . . . .

Теорема Кошi має велике значення в теорiї звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, бо дозволяє за виглядом правої частини
рiвняння (2.2) вiдповiсти на питання про iснування та єдинiсть
розв’язку цього рiвняння при заданих початкових умовах. Це
особливо важливо у тих випадках, коли неможливо вказати то-
чну формулу, що визначає розв’язок рiвняння, а тому потрiбно
застосовувати методи наближеного розв’язування диференцiаль-
ного рiвняння.
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3. Класифiкацiя розв’язкiв диференцiального рiвнян-
ня першого порядку. Загальним розв’язком диференцiаль-
ного рiвняння (2.2) у деякiй областi G площини Oxy називають
функцiю

y = y(x,C), (2.5)

яка залежить вiд однiєї довiльної сталої C, якщо:
1) вона є розв’язком рiвняння (2.2) для довiльного фiксова-

ного значення сталої C;
2) для довiльної початкової умови (2.4), де (x0, y0) ∈ G, iснує

єдине значення сталої C = C0 таке, що функцiя y = y(x,C0) за-
довольняє умову (2.4).

Якщо неможливо знайти загальний розв’язок у виглядi (2.5),
його шукають у неявному виглядi F (x, y, C) = 0. Такий розв’язок
називають загальним iнтегралом диференцiального рiвнян-
ня. Часто загальний iнтеграл одержують як Ψ(x, y) = C, тобто
у виглядi, розв’язаному вiдносно довiльної сталої C. Функцiю
Ψ(x, y) у цьому випадку називають iнтегралом диференцiаль-
ного рiвняння. Аналогiчно визначають сiм’ю iнтегральних кри-
вих (розв’язкiв) рiвняння, залежну вiд довiльної сталої C, у па-
раметричнiй формi x = ϕ(t, C), y = ψ(t, C) як загальний роз-
в’язок у параметричнiй формi.

Якщо у точцi (x0, y0) порушуються умови теореми Кошi, то
через цю точку проходять декiлька iнтегральних кривих (розв’я-
зок не єдиний) або не проходить жодної iнтегральної кривої (роз-
в’язок не iснує). Такi точки називають особливими точками
диференцiального рiвняння.

Шукати особливi точки потрiбно серед точок, у яких має роз-
рив функцiя f(x, y) або її частинна похiдна f ′y(x, y), а потiм, ана-
лiзуючи загальний розв’язок, необхiдно перевiрити, чи будуть цi
точки особливими. Така перевiрка обов’язкова, бо теорема Кошi
дає лише достатнi умови i, отже, може iснувати єдиний розв’я-
зок задачi Кошi (2.2), (2.4) навiть тодi, коли в точцi (x0, y0) не
виконується одна або обидвi умови теореми.

Розглянемо приклади.
1. y′ = y sinx+ex. Функцiя f(x, y) = y sinx+ex неперервна, а
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похiдна f ′y = sinx обмежена в усiх точках площини Oxy. Згiдно з
теоремою Кошi через кожну точку площини Oxy проходить одна
iнтегральна крива.

2. y′ =
√

1− y2. Права частина визначена i неперервна в
усiх точках площини Oxy, де −1 � y � 1. Частинна похiдна f ′y =
= − y√

1−y2 стає необмеженою, якщо y → ± 1. Легко перекона-

тись, що кожна з функцiй y = sin(x+C) є розв’язком рiвняння.
Окрiм того, маємо також розв’язки y = ± 1. Таким чином, че-
рез кожну точку прямих y = ± 1 проходять принаймнi двi iнте-
гральнi кривi, а тому у точках цих прямих порушується єдинiсть
розв’язку (рис. 2.2).

O x

y

y = sin(x+ C)

y = 1

y = −1

Рис. 2.2

3. y′ = y−2. У кожнiй точцi (x0, 0) осi Ox функцiї f(x, y) =
= y−2, f ′y = −2y−3 розривнi й необмеженi при y → 0, але
через кожну таку точку проходить єдина iнтегральна крива
y = 3

√
3(x− x0). Рисунок iнтегральних кривих диференцiально-

го рiвняння y′ = y−2 пропонуємо читачам зробити самостiйно.

Частинним розв’язком рiвняння (2.2) в областi G назива-
ють функцiю y = y(x,C0), утворену з загального розв’язку (2.5)
при певному значеннi сталої C = C0.

Якщо кожна точка розв’язку диференцiального рiвняння є
особливою, то такий розв’язок називають особливим. Особли-
вий розв’язок неможливо отримати з формули загального роз-
в’язку (загального iнтеграла) диференцiального рiвняння при
жодному конкретному значеннi сталої C.
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З геометричної точки зору загальним розв’язком y = y(x,C)
є сiм’я iнтегральних кривих на площинi Oxy, яка залежить вiд
однiєї довiльної сталої C, а частинний розв’язок — це одна iнте-
гральна крива цiєї сiм’ї, що проходить через задану точку. Графi-
ком особливого розв’язку є iнтегральна крива, яка у кожнiй своїй
точцi має загальну дотичну з однiєю з iнтегральних кривих. Таку
iнтегральну криву називають обвiдною сiм’ї iнтегральних кри-
вих. Наприклад, для рiвняння y′ = 2

√
y обвiдною є пряма y = 0,

тобто вiсь Ox (рис. 2.1), а для рiвняння y′ =
√

1− y2 обвiдними
є прямi y = ± 1 (рис. 2.2).

4. Геометричне тлумачення диференцiального рiвнян-
ня першого порядку та його розв’язкiв. У фiзицi часто ви-
користовують поняття векторного поля, тобто функцiї, яка ко-
жнiй точцi деякої областi ставить у вiдповiднiсть певний вектор.
Наприклад, вивчаючи течiю рiдини, кожнiй точцi можна поста-
вити у вiдповiднiсть вектор швидкостi течiї у цiй точцi. Вивча-
ючи системи електричних або магнiтних зарядiв, кожнiй точцi
площини ставлять у вiдповiднiсть вектор сили, з якою ця си-
стема дiє на одиничний (пробний) заряд, розмiщений у згаданiй
точцi; цi вектори утворюють лiнiї iндукцiї магнiтного поля зада-
ної системи зарядiв.

Якщо розглядати x i y як декартовi координати точки, то
диференцiальне рiвняння (2.2) встановлює зв’язок мiж коорди-
натами довiльної точкиM(x, y) площини i кутовим коефiцiєнтом
дотичної dydx до iнтегральної кривої у цiй точцi (рис. 2.3):

tgα =
dy

dx
= f(x, y).

Якщо функцiя f(x, y) визначена в областi G, то кожнiй точцi
M(x, y) цiєї областi вiдповiдає деякий напрям, кутовий коефiцi-
єнт якого дорiвнює f(x, y). Вказуючи цей напрям вектором (для
визначеностi вважатимемо його одиничним) з початком у точцi
M, одержимо в областi G поле напрямiв, визначене рiвнянням
(2.2) (рис. 2.4).
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�

O x

y

M(x, y) α

y = y(x)

O x

y

G

Рис. 2.3 Рис. 2.4

Iнтегральна крива, яка проходить через точку M(x, y) ∈ G,
має ту властивiсть, що у кожнiй її точцi напрям дотичної збi-
гається з напрямом поля у цiй точцi. Тому з геометричної то-
чки зору iнтегрування диференцiального рiвняння (2.2) полягає
у знаходженнi кривих, дотичнi до яких у кожнiй своїй точцi збi-
гаються з напрямом поля.

O x

y

Рис. 2.5

У фiзицi розглядають лiнiї
iндукцiї заданого магнiтного по-
ля, тобто лiнiї, напрями яких у
кожнiй точцi збiгаються з на-
прямом цього поля (рис. 2.5). З
точки зору теорiї диференцiаль-
них рiвнянь лiнiї iндукцiї магнi-
тного поля є iнтегральними кри-
вими.

Якщо у деякiй точцi (x0, y0)
функцiя f(x, y) стає нескiнчен-
но великою, то напрям поля буде паралельний до осi Oy. Якщо
f(x, y) у точцi (x0, y0) перетворюється в невизначенiсть 0/0, то
через цю точку не проходить жодна iнтегральна крива.

5. Механiчне тлумачення диференцiального рiвняння
першого порядку та його розв’язкiв. Розглянемо задачу про
рух матерiальної точки P вздовж осi Ox (задача 1 з лекцiї 1).
Позначимо швидкiсть точки P через v(t, x) — функцiю, залежну
вiд часу t i положення x, яке займає точка у момент часу t.
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Диференцiальним рiвнянням цього руху буде

dx

dt
= v(t, x). (2.6)

Будь-який розв’язок x = x(t) рiвняння (2.6) визначає пев-
ний закон руху (його називатимемо просто рухом). Задача Кошi
для рiвняння (2.6) полягає у знаходженнi такого руху x = x(t),
який визначається рiвнянням (2.6) i задовольняє початкову умо-
ву x(t0) = x0.

Руху x = x(t) вiдповiдає на площинi (t, x) крива M0M1

(рис. 2.8), яка зображує залежнiсть x вiд t. Цю криву називають
графiком руху (не треба плутати графiк руху з траєкторiєю
руху точки P — вiдрiзком P0P1 на рис. 2.8).

�

�

�

O t

x

t0 t t1

P0

P

P1

x0

x
M0

M

M1

x = x(t)
� �

O t

x

t0 t t1

x0
x = x0

Рис. 2.8 Рис. 2.9

Розглянемо окремi випадки рiвняння (2.6):
1) функцiя v(t, x) не залежить вiд x, тобто dx

dt = v(t);
2) функцiя v(t, x) не залежить вiд t, тобто

dx

dt
= v(x). (2.7)

Рiвняння (2.7) називають стацiонарним або автономним. У
ньому швидкiсть залежить тiльки вiд положення точки.

Якщо права частина рiвняння (2.6) перетворюється в нуль
при x = x0 для всiх значень t, що розглядаються, тобто швид-
кiсть руху у точцi x0 в будь-який момент часу дорiвнює нулю,
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то рiвняння (2.6) має розв’язок x = x0 (рис. 2.9). Цьому руху
вiдповiдає стан спокою. Траєкторiєю цього руху є точка x0,
яку називають точкою спокою або точкою рiвноваги.

Рекомендована лiтература: [7, с. 9–11, 36–59], [14, с. 7–14],
[18, с. 14–22, 25–27, 97–104], [21, с. 8–25, 76–85].

Питання до лекцiї 2

1. Який загальний вигляд має звичайне диференцiальне рiвняння
першого порядку? Яку функцiю називають розв’язком цього рiвняння
на заданому iнтервалi (a, b)?

2. Яку форму звичайного диференцiального рiвняння першого
порядку називають нормальною? Як звести рiвняння M(x, y)dx +
+N(x, y)dy = 0 до нормальної форми?

3. Як формулюється задача Кошi для диференцiального рiвняння
першого порядку? Який її геометричний i механiчний змiст?

4. Сформулюйте теорему Пеано. Чи можуть iнтегральнi кривi рiв-
няння y′ = f(x, y) з неперервною правою частиною перетинатися або
дотикатися одна до одної?

5. Чи гарантує неперервнiсть функцiї f(x, y) iснування єдиного
розв’язку задачi Кошi для рiвняння y′ = f(x, y)? Сформулюйте теоре-
му Кошi. Чи може iснувати єдиний розв’язок цiєї задачi при невико-
наннi будь-якої умови теореми Кошi?

6. Дайте означення загального розв’язку диференцiального рiвнян-
ня y′ = f(x, y) у деякiй областi iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi. Який розв’язок називають загальним iнтегралом? Що назива-
ють загальним розв’язком у параметричнiй формi?

7. Що таке частинний розв’язок рiвняння y′ = f(x, y)? Який роз-
в’язок називають особливим? Дайте їхнє геометричне тлумачення.

8. Який геометричний змiст мають рiвняння y′ = f(x, y) та його
розв’язки? Як визначити нахил iнтегральної кривої у заданiй точцi
за виглядом правої частини рiвняння? Як побудувати поле напрямiв,
визначене рiвнянням y′ = f(x, y)? У чому полягає геометричний змiст
iнтегрування цього рiвняння?

9. Який механiчний змiст мають диференцiальне рiвняння
y′ = f(x, y) та його розв’язки? Як пов’язаний мiж собою графiк ру-
ху (розв’язку), визначений цим рiвнянням, i траєкторiя цього руху?
Який рух називають станом спокою, якими є графiк i траєкторiя цьо-
го руху?
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Вправи до лекцiї 2

1. Розв’яжiть задачi Кошi:

а) y′ + x2 = 1, y(0) = 3; б) y′ = tg x, y(0) = 5; в) y′ = lnx, y(e) = 1.

2. Визначiть закон руху тiла, яке рухається прямолiнiйно зi швид-
кiстю v(t) = 5t− t2 i s(2) = 4.

3. Користуючись теоремою Кошi, видiлiть областi, в яких дифе-
ренцiальнi рiвняння мають єдиний розв’язок:

а) y′ = sin y − x2; б) y′ =
√
x2 − y + cosx; в) y′ = 2y

√
y + x2.

4. Знайдiть з допомогою формул Пiкара наближення y1(x), y2(x),
y3(x) до розв’язку задачi Кошi y′ = x2 + y2, y(0) = 0.

5. Знайдiть iнтегральну криву рiвняння y′ = xex
2

, яка проходить
через початок координат.

Лекцiя 3. Деякi класи диференцiальних рiвнянь
першого порядку, iнтегровних у квадратурах

План

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них.
2. Однорiднi рiвняння.
3. Рiвняння, звiднi до однорiдних.

1. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi
до них. Розглянемо диференцiальне рiвняння першого порядку

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0, (3.1)

де кожен з коефiцiєнтiв бiля диференцiалiв є добутком двох
функцiй, одна з яких залежить тiльки вiд x, а iнша — тiльки
вiд y. Рiвняння (3.1) називають рiвнянням з вiдокремлюва-
ними змiнними.
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Для iнтегрування рiвняння (3.1) потрiбно домогтися того,
щоб коефiцiєнт бiля dx залежав тiльки вiд x, а коефiцiєнт бi-
ля dy — тiльки вiд y. Це досягається дiленням обох частин рiв-
няння на добуток M2(x)N1(y), причому вважаємо, звичайно, що
M2(x) 
= 0 i N1(y) 
= 0. Пiсля цього одержуємо:

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0. (3.2)

Рiвняння (3.2) можна розглядати як рiвнiсть диференцiалiв,
тому iнтеграли вiд диференцiалiв вiдрiзняються на сталу, тобто

x∫
x0

M1(x)

M2(x)
dx+

y∫
y0

N2(y)

N1(y)
dy = C, (3.3)

де C — довiльна стала, x0, y0 — деякi числа з областi задання i
неперервностi коефiцiєнтiв рiвняння (3.2). Спiввiдношення (3.3)
є загальним iнтегралом рiвняння (3.1). Його можна записати та-
кож у виглядi ∫

M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C,

бо визначенi iнтеграли зi змiнної верхньою межею й невизначенi
iнтеграли є первiсними для одних i тих самих пiдiнтегральних
функцiй, а тому вiдрiзняються лише сталими, якi можна вклю-
чити в C.

Якщо a — розв’язок рiвняння M2(x) = 0, то x = a є розв’яз-
ком рiвняння (3.1), бо dx = 0, а M2(a) = 0. Так само, якщо b —
корiнь рiвняння N1(y) = 0, то y = b — розв’язок рiвняння (3.1).

Диференцiальне рiвняння (3.2) можна записати у бiльш за-
гальному виглядi:

M(x)dx+N(y)dy = 0. (3.4)

Рiвняння (3.4) називають рiвнянням з вiдокремленими
змiнними, а перехiд вiд рiвняння (3.1) до рiвняння вигляду
(3.4) — вiдокремленням змiнних.
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Загальним iнтегралом рiвняння (3.4) є∫
M(x)dx+

∫
N(y)dy = C.

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна записати та-
кож у виглядi

y′ = f1(x)f2(y). (3.5)

Для iнтегрування рiвняння (3.5) потрiбно подiлити обидвi його
частини на f2(y) (якщо f2(y) 
= 0) i помножити на dx (врахував-
ши, що dy = y′dx). Отже,

1

f2(y)
dy = f1(x)dx,

а пiсля iнтегрування одержуємо загальний iнтеграл рiвняння
(3.5): ∫

dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx+ C.

Тут, як i для рiвняння (3.1), якщо f2(a) = 0, то y = a є розв’язком
рiвняння (3.5).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

(x2 + 1)(y2 − 1)dx+ xydy = 0.

Розв’язання. Для вiдокремлення змiнних подiлимо обидвi ча-
стини рiвняння на x(y2 − 1). Тодi:

x2 + 1

x
dx+

y

y2 − 1
dy = 0 (x 
= 0, y 
= ±1) ⇒

⇒
∫
x2 + 1

x
dx+

∫
y

y2 − 1
dy = C ⇒

⇒
∫ (

x+
1

x

)
dx+

1

2

∫
d(y2 − 1)

y2 − 1
= C ⇒

⇒ x2

2
+ ln |x|+ 1

2
ln |y2 − 1| = C ⇒

⇒ ln |x2(y2 − 1)| = 2C − x2 ⇒ |x2(y2 − 1)| = e2Ce−x
2 ⇒

⇒ x2(y2 − 1) = Ce−x
2
,
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де, враховуючи довiльнiсть сталої C, перепозначено ± e2C через
C. Надалi у такiй ситуацiї використовуватимемо знак :=, напри-
клад, C := ± e2C .

Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є

y2 = 1 + Cx−2e−x
2
. (3.6)

З’ясуємо тепер можливiсть появи особливих розв’язкiв зада-
ного рiвняння. Легко перевiрити, що функцiї x = 0, y = 1, y = −1
є розв’язками рiвняння, однак у загальному iнтегралi мiстяться
лише два останнiх (їх можна отримати з формули (3.6), якщо
C = 0). Функцiя x = 0 є особливим розв’язком.
Вiдповiдь: y2 = 1 + Cx−2e−x2 , x = 0.

До рiвняння з вiдокремлюваними змiнними зводяться рiвнян-
ня вигляду

y′ = f(ax+ by), (3.7)

де a, b — деякi сталi. Справдi, якщо виконати замiну z = ax+by,
то

y =
z − ax

b
⇒ y′ =

1

b
z′ − a

b

i для знаходження функцiї z одержуємо рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними z′ = bf(z) + a.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′ = cos(x+ y).
Розв’язання. Нехай z = x+ y. Тодi

z′ = 1 + y′ ⇒ y′ = z′ − 1 ⇒ z′ − 1 = cos z ⇒ z′ = 1 + cos z.

Звiдси, якщо 1 + cos z 
= 0, то

dz

1 + cos z
= dx ⇒

∫
dz

1 + cos z
= x+ C ⇒

⇒
∫

dz

2 cos2 z2
= x+ C ⇒ tg

z

2
= x+ C.

Отже, загальним iнтегралом є x− tg x+y
2 = C.

Якщо 1 + cos z = 0, тобто z = π + 2πn, де n ∈ Z, то
y = −x+ π + 2πn, n ∈ Z. Цi розв’язки є особливими, бо їх не
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можна одержати iз загального iнтеграла при жодному значеннi
сталої C.
Вiдповiдь: x− tg x+y

2 = C, y = −x+ π + 2πn, n ∈ Z.

До розв’язування рiвнянь з вiдокремлюваними змiнними при-
водять багато задач прикладних наук. Розглянемо одну з них
(див. також задачi 2, 4 з лекцiї 1).

Задача 1. Посудина об’ємом 30 л наповнена повiтрям (80%
азоту i 20% кисню). У посудину закачується 0,2 л азоту в секунду,
який неперервно перемiшується з повiтрям. З посудини витiкає
така сама кiлькiсть сумiшi. Через який час у посудинi буде 90%
азоту?
Розв’язання. Позначимо через y = y(t) кiлькiсть азоту в посу-
динi у момент часу t. Розглянемо деякий промiжок часу Δt= dt i
знайдемо змiну кiлькостi азоту в посудинi за цей промiжок, ува-
жаючи, що процес рiвномiрний. Якщо за 1 с закачується 0,2 л
азоту, то через dt с в посудину потрапить 0,2 dt л азоту. За цей
час iз посудини витече така сама кiлькiсть сумiшi. Оскiльки в
30 л повiтря мiститься y л азоту, то у 1 л сумiшi мiститься y

30 л
азоту, а в 0,2 dt л сумiшi є y

30 · 0,2 dt л азоту. Отже,

dy = 0,2 dt− y

30
· 0,2 dt ⇒ 150 dy = (30− y) dt. (3.8)

Таким чином, одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнни-
ми. Зiнтегруємо його:

dy

30− y
=

dt

150
⇒ − ln |30 − y| = t

150
+ C ⇒

⇒ y(t) = 30 + Ce−t/150. (3.9)

Формула (3.9) визначає загальний розв’язок рiвняння (3.8). З
(3.9), використовуючи початкову умову (за умовою задачi, y(0) =
= 0,8 · 30 = 24 л), знаходимо значення сталої C: 30 + C = 24, а
отже, C = −6.

Пiдставляючи C = −6 у (3.9), одержуємо формулу для зна-
ходження вмiсту азоту в повiтрi у будь-який момент часу t:

y(t) = 30− 6e−t/150.
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Використовуючи цю функцiю, визначимо час T , коли в посудинi
буде 90% азоту (27 л):

30− 6e−T/150 = 27 ⇒ e−T/150 = 0,5 ⇒
⇒ T = −150 · ln 0,5 ≈ 104 с. �

2. Однорiднi рiвняння. Функцiю f(x, y) називають одно-
рiдною функцiєю вимiру m, якщо для будь-яких x, y, t справ-
джується тотожнiсть

f(tx, ty) = tmf(x, y).

Наприклад, f1(x, y) = 3
√
x3 + 2y3, f2(x, y) = arcsin x2+y2

x2−y2 є
однорiдними функцiями вимiрiв 1 i 0 вiдповiдно, бо

f1(tx, ty) =
3
√

(tx)3 + 2(ty)3 = t· 3
√
x3 + 2y3 = t1 ·f1(x, y),

f2(tx, ty) = arcsin
(tx)2 + (ty)2

(tx)2 − (ty)2
= arcsin

x2 + y2

x2 − y2
= t0 ·f2(x, y).

Диференцiальне рiвняння

y′ = f(x, y) (3.10)

називають однорiдним, якщо f(x, y) є однорiдною функцiєю ви-
мiру 0.

Покажемо, що однорiдне рiвняння можна звести до рiвнян-
ня з вiдокремлюваними змiнними. Якщо права частина рiв-
няння (3.10) — однорiдна функцiя вимiру 0, то, за означен-
ням, f(tx, ty) = f(x, y). Якщо пiдставити t = 1/x, то f(x, y) =
= f (1, y/x), а тому рiвняння (3.10) можна записати у виглядi
y′ = f (1, y/x), звiдки видно, що в однорiдних рiвняннях вигля-
ду (3.10) права частина фактично залежить тiльки вiд частки
y/x. З огляду на це виконаємо замiну u = y/x, тобто

y = ux,

де u = u(x) — нова шукана функцiя. Тодi

y′ = u′x+ u ⇒ u′x+ u = f(1, u) ⇒ x
du

dx
= f(1, u)− u.
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Одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Зiнтегру-
ємо його:

du

f(1, u)− u
=
dx

x
(f(1, u) 
= u, x 
= 0) ⇒

⇒
∫

du

f(1, u)− u
= ln |x|+ C.

Якщо позначити F (u) ≡ ∫ du
f(1,u)−u , то загальний iнтеграл одно-

рiдного рiвняння (3.10) можемо записати у виглядi

F (y/x) = ln |x|+ C.

Розв’язками однорiдного рiвняння (3.10) можуть бути також
функцiї y = ax (x 
= 0), де f(1, a) = a, та x = 0 (y 
= 0), якi могли
бути втраченi при вiдокремленнi змiнних. Цi розв’язки можуть
бути особливими.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння x2y′ − y2 + xy − x2 = 0.
Розв’язання. Записавши рiвняння у виглядi

y′ = (y2 − xy + x2)
/
x2,

переконуємось, що воно є однорiдним, бо його права частина є
однорiдною функцiєю вимiру 0. Виконаємо замiну y = ux. Тодi
y′ = u′x + u i, пiдставляючи цi вирази для y i y′ у рiвняння,
одержуємо:

u′x+ u =
x2 + u2x2 − x2u

x2
⇒ x

du

dx
= 1 + u2 − 2u ⇒

⇒ du

(u− 1)2
=
dx

x
(u 
= 1, x 
= 0) ⇒

⇒ − 1

u− 1
= ln |x|+C ⇒ u = 1− 1

ln |x|+ C
⇒

⇒ y

x
= 1− 1

ln |x|+C
⇒ y = x

(
1− 1

ln |x|+ C

)
.

Якщо u = 1, то y = x — особливий розв’язок, а x = 0 — не є
розв’язком заданого рiвняння.
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Вiдповiдь: y = x
(
1− 1

ln |x|+C
)
, y = x.

Якщо диференцiальне рiвняння першого порядку записане у
виглядi

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0,

то воно буде однорiдним, якщо M(x, y), N(x, y) є однорiдними
функцiями однакового вимiру. Пропонуємо читачам самостiйно
переконатись, що диференцiальнi рiвняння

(x+ y)dx+ (x− y)dy = 0, 2xydx+ (x2 + y2)dy = 0

є однорiдними.
Зауважимо, що диференцiальне рiвняння

y′ =
√
x2 + y2 − x

y
, (3.11)

одержане в лекцiї 1 у задачi 3 про форму дзеркала, яке збирає
паралельнi променi в одну точку, є однорiдним. Розв’яжемо його
з допомогою замiни y = ux. Тодi

u′x+ u =

√
x2 + u2x2 − x

ux
⇒ x

du

dx
=

√
1 + u2 − 1

u
− u ⇒∫

u du√
1 + u2 − 1− u2

=

∫
dx

x
+ C ⇒

1

2

∫
d(1 + u2)√

1 + u2 − 1− u2
= ln |x|+ C.

В iнтегралi
∫ d(1+u2)√

1+u2−1−u2 виконаємо замiну p2 = 1 + u2:

∫
d(1 + u2)√

1 + u2 − 1− u2
=

∫
2p dp

p− p2
= 2

∫
dp

1− p
=

= −2 ln |p − 1| = −2 ln
∣∣∣√1 + u2 − 1

∣∣∣.
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Тодi

− ln
∣∣∣√1 + u2 − 1

∣∣∣ = ln |x|+ C ⇒
⇒

√
1 + u2 − 1 = C/x ⇒ u2 = (C/x)2 + 2C/x ⇒

⇒
(y
x

)2
=
C2 + 2Cx

x2
⇒ y2 = 2Cx+ C2.

Отже, загальним iнтегралом рiвняння (3.11) є y2 = 2Cx + C2

(порiвняйте з результатом, одержаним у лекцiї 1).

3. Рiвняння, звiднi до однорiдних. Розглянемо диферен-
цiальне рiвняння вигляду

y′ =
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

, (3.12)

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 — деякi сталi. Якщо c1 i c2 одночасно не
дорiвнюють нулю, то права частина рiвняння (3.12) не є однорi-
дною функцiєю вимiру 0, а тому це рiвняння не є однорiдним.
Однак, якщо

Δ ≡
∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ 
= 0 ⇒ a1b2 
= a2b2, (3.13)

то рiвняння (3.12) можна звести до однорiдного з допомогою за-
мiн

x = m+ α, y = n+ β, (3.14)

де сталi α i β потрiбно вибрати так, щоб{
a1α+ b1β = − c1,
a2α+ b2β = − c2.

(3.15)

Згiдно з (3.13) Δ 
= 0, а тому лiнiйна неоднорiдна система (3.15)
має єдиний розв’язок, який можна знайти, наприклад, за фор-
мулами Крамера. Пiдставляючи у (3.12) замiсть x i y вiдповiднi
вирази з (3.14), одержуємо рiвняння

dn

dm
=
a1m+ b1n+ a1α+ b1β + c1
a2m+ b2n+ a2α+ b2β + c2

,
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або, враховуючи (3.15),

dn

dm
=
a1m+ b1n

a2m+ b2n
. (3.16)

Диференцiальне рiвняння (3.16) є, очевидно, однорiдним.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y′ = x+2y−3
2x+y−3 .

Розв’язання. Оскiльки Δ 
= 0, то виконаємо замiни x = m+ α,
y = n+ β, де числа α i β задовольняють систему рiвнянь{

α+ 2β = 3,
2α+ β = 3.

Знаходимо, що α = β = 1. Таким чином, пiсля замiн x = m+ 1,
y = n+ 1 одержуємо однорiдне рiвняння

dn

dm
=
m+ 2n

2m+ n
.

Нехай n = um. Тодi

u′m+ u =
1 + 2u

2 + u
⇒ 2 + u

1− u2
du =

dm

m
(u 
= ± 1, m 
= 0).

Iнтегруючи останнє рiвняння, знаходимо:

ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣− 1

2
ln
∣∣1− u2

∣∣ = ln |m|+ ln |C1| ⇒

⇒ 1 + u = Cm2(1− u)3 (C := ±C2
1 ) ⇒

⇒ 1 +
n

m
= Cm2

(
1− n

m

)3 ⇒ m+ n = C(m− n)3.

Отже, загальним iнтегралом заданого рiвняння є x + y − 2 =
= C(x− y)3.

Якщо u = 1, то n = m, m 
= 0, тобто y = x, x 
= 1. Якщо u =
−1, то n = −m, m 
= 0, тобто y = −x+ 2, x 
= 1. Перший розв’я-
зок є особливим, а другий — частинним. Нарештi, якщо m = 0,
то x = 1, але ця функцiя не є розв’язком заданого рiвняння.
Вiдповiдь: x+ y − 2 = C(x− y)3, y = x.
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Якщо для коефiцiєнтiв рiвняння (3.12) не виконується умова
(3.13), тобто

a1b2 = a2b1 ⇒ a1
a2

=
b1
b2

= λ, (3.17)

то a1 = λa2, b1 = λb2, а тому з рiвняння (3.12) випливає, що

y′ =
λ(a2x+ b2y) + c1
a2x+ b2y + c2

= f(a2x+ b2y),

тобто одержали рiвняння вигляду (3.7), яке зводиться до рiвнян-
ня з вiдокремлюваними змiнними з допомогою замiни

z = a2x+ b2y.

Зауважимо, що за виконання умови (3.17) для зведення рiв-
няння (3.12) до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна
виконувати також замiни z = a1x + b1y, z = a1x + b1y + c1 або
z = a2x+ b2y + c2.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння

(x+ y + 1)dx+ (2x+ 2y − 1)dy = 0.

Розв’язання. Задане рiвняння можна звести до вигляду (3.12),
але робити це не обов’язково. Оскiльки Δ = 0, то виконаємо за-
мiну z = x + y. Тодi dy = dz − dx i, пiдставляючи у рiвняння,
одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

(z + 1)dx + (2z − 1) (dz − dx) = 0 ⇒
⇒ (2− z) dx+ (2z − 1) dz = 0.

Зiнтегруємо його:

dx+
2z − 1

2− z
dz = 0 (z 
= 2) ⇒

⇒
∫
dx+

∫
3− 2(2 − z)

2− z
dz = C ⇒ x− 3 ln |2− z| − 2z = C.
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Замiнивши z на x+ y, знаходимо загальний iнтеграл у вигля-
дi

3 ln |2− x− y|+ x+ 2y = C.

Якщо z = 2, то y = 2− x. Цей розв’язок є, очевидно, особли-
вим.
Вiдповiдь: 3 ln |2− x− y|+ x+ 2y = C, y = 2− x.

Аналогiчно iнтегруються рiвняння бiльш загального вигляду

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
, (3.18)

де f(u) — неперервна функцiя свого аргументу.

Зауважимо, що деякi рiвняння можна звести до однорiдних
з допомогою замiни y = zm, де z = z(x) — нова функцiя, а m —
деяке число. Наприклад, у рiвняннi

y′ = x+
y2

x3

зробимо згадану замiну

y = zm ⇒ y′ = mzm−1z′

i виберемо m таким, щоб одержане рiвняння

mzm−1z′ = x+
z2m

x3
⇒ mz′ =

x

zm−1
+
zm+1

x3

було однорiдним. Для цього потрiбно, щоб права частина рiвнян-
ня була однорiдною функцiєю вимiру 0, тобто число m повинне
задовольняти рiвняння m − 1 = 1 i m + 1 = 3, звiдки m = 2.
Отже, з допомогою пiдстановки y = z2 задане рiвняння вдалося
звести до однорiдного рiвняння

2z′ = x/z + z3/x3,

зiнтегрувати яке пропонуємо читачам самостiйно.

Рекомендована лiтература: [3, с. 11–39], [9, с. 15–30], [14,
с. 23–27], [17, с. 16–177], [18, с. 28–33, 56–61], [21, с. 27–37].
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Питання до лекцiї 3

1. Яке диференцiальне рiвняння називають рiвнянням з вiдокрем-
леними змiнними? Як знайти загальний iнтеграл такого рiвняння?

2. Яке диференцiальне рiвняння називають рiвнянням з вiдокрем-
люваними змiнними? Як iнтегрується таке рiвняння? Якi функцiї мо-
жуть виявитися особливими розв’язками?

3. З допомогою якої замiни рiвняння y′ = f(ax+ by) можна звести
до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

4. Коли функцiя f(x, y) буде однорiдною функцiєю вимiру m? На-
ведiть приклади однорiдних функцiй вимiру 0, 1, 2, 3, а також при-
клади неоднорiдних функцiй.

5. Яке диференцiальне рiвняння першого порядку називають одно-
рiдним? З допомогою якої замiни шуканої функцiї таке рiвняння зво-
диться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

6. Якою має бути права частина рiвняння y′ = f(x, y), щоб воно
було однорiдним?

7. Якщо функцiїM(x, y), N(x, y) однорiднi, то чи досить цього для
того, щоб рiвняння M(x, y)dx +N(x, y)dy = 0 було однорiдним?

8. Якими повиннi бути числа c1, c2, щоб диференцiальне рiвняння
(3.18) було однорiдним?

9. Якими повиннi бути числа a1, a2, b1, b2, щоб рiвняння (3.18)
можливо було звести до однорiдного рiвняння? Коли це рiвняння мо-
жливо звести вiдразу до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними?

Вправи до лекцiї 3

1. Зiнтегруйте диференцiальнi рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними:

а) y′ = ex+y; б) y(1− x2)dy − x(1 − y2)dx = 0;

в) (y2 + xy2)y′ = yx2 − x2; г) y′ =
√

9y2−6y+2
x2−2x+5 .

2. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) (1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 1; б) y′ = (2y + 1) ctg x, y
(
π
4

)
= 1

2 ;

в) xy2dx+
y2 + 1√

x
dy = 0, y(1) = 1.

3. Зiнтегруйте диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь з вiд-
окремлюваними змiнними:
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а) y′ = 2x+ y + 3; б) (x+ y)y′ = 1; в) y′ =
2x+ y − 1

4x+ 2y + 5
.

4. Обґрунтуйте, що рiвняння є однорiдними, та зiнтегруйте їх:

а) ydx+ (2
√
xy − x)dy = 0; б) y′ =

y

x
+ ey/x; в) y′ =

x+ y

x− y
.

5. Зiнтегруйте рiвняння, звiднi до однорiдних рiвнянь:

а) (4y − 3x− 5)y′ + 7x− 3y + 2 = 0;

б) (2x+ 8)dx+ (3y − 5x− 11)dy = 0.

Лекцiя 4. Деякi класи диференцiальних рiвнянь
першого порядку, iнтегровних у квадратурах

(продовження)

План

1. Лiнiйнi рiвняння.
2. Рiвняння Бернуллi.
3. Рiвняння у повних диференцiалах.
4. Iнтегрувальний множник.

1. Лiнiйнi рiвняння.Лiнiйним рiвнянням першого поряд-
ку називають рiвняння, в яке шукана функцiя та її похiдна вхо-
дять у першому степенi i не перемножуються. Отже, лiнiйне рiв-
няння має такий загальний вигляд:

A(x)y′ +B(x)y + C(x) = 0, (4.1)

де A(x), B(x), C(x) — неперервнi функцiї. В областi, де A(x) 
= 0,
рiвняння (4.1) рiвносильне рiвнянню

y′ + p(x)y = q(x), (4.2)

у якому позначено p(x) = B(x)/A(x), q(x) = −C(x)/A(x).
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Якщо ж A(x0) = 0, то розв’язком рiвняння (4.1), записано-
го у диференцiальнiй формi A(x)dy + B(x)ydx + C(x)dx = 0, є
x = x0, у чому легко переконатися з допомогою пiдстановки. На-
приклад, розв’язками рiвняння x(x− π)y′ + sinx·y = tg x є x = 0
i x = π. Спосiб вiдшукання iнших розв’язкiв лiнiйних рiвнянь
буде наведений далi.

Якщо функцiї p(x) та q(x) у рiвняннi (4.2) неперервнi на
деякому iнтервалi (a, b), то згiдно з теоремою Кошi через ко-
жну точку смуги a < a1 � x � b1 < b, −∞ < y < +∞ проходить
єдина iнтегральна крива. Справдi, якщо рiвняння (4.2) записа-
ти у виглядi y′ = q(x) − p(x)y, то його права частина f(x, y) =
= q(x) − p(x)y є, очевидно, неперервною функцiєю, а частинна
похiдна f ′y(x, y) = − p(x) обмежена у цiй областi. У цьому випад-
ку рiвняння (4.2) особливих розв’язкiв не має.

Якщо функцiя q(x) тотожно дорiвнює нулю, то рiвняння (4.2)
називають лiнiйним однорiдним, а якщо тотожно не дорiвнює
нулю, то лiнiйним неоднорiдним.

Для розв’язування лiнiйних рiвнянь першого порядку вико-
ристаємометод варiацiї довiльної сталої (метод Лаґран-
жа) (з iншими методами розв’язування цих рiвнянь можна по-
знайомитись, наприклад, у [21, с. 41–44]). Для цього зiнтегруємо
спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння

y′ + p(x)y = 0,

яке є водночас рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними:

dy

dx
= − p(x)y ⇒ dy

y
= − p(x)dx (y 
= 0) ⇒

⇒ ln |y| = −
∫
p(x)dx+ C ⇒

⇒ y = Ce−
∫
p(x)dx. (4.3)

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (4.2) шукаємо
у виглядi (4.3), замiнивши довiльну сталу C деякою функцiєю
C(x), тобто у виглядi

y = C(x)e−
∫
p(x)dx. (4.4)
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Пiдставляючи (4.4) у рiвняння (4.2), одержуємо:

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx +

+ p(x)C(x)e−
∫
p(x)dx = q(x) ⇒

⇒ C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx ⇒ C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+C,

де C — довiльна стала.
Пiдставляючи тепер знайдену функцiю C(x) у (4.4), маємо

формулу для загального розв’язку лiнiйного рiвняння (4.2):

y = e−
∫
p(x)dx ·

(∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+ C

)
. (4.5)

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′ − 2y/x = x.
Розв’язання. Розв’яжемо вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвнян-
ня:

y′ − 2y

x
= 0 ⇒ dy

dx
=

2y

x
⇒

∫
dy

y
= 2

∫
dx

x
+ C ⇒

⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ C ⇒ y = Cx2.

Розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi y = C(x)x2. Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x2 + C(x) · 2x− 2

x
C(x)x2 = x ⇒ C ′(x) =

1

x
⇒

⇒ C(x) = ln |x|+ C.

Отже, y = x2 · (ln |x|+ C). �

Задача 1. Знайти закон змiни сили струму I в електричному
колi з опором R, самоiндукцiєю L, вважаючи, що напруга U є
сталою, а сила струму в початковий момент дорiвнює I0.
Розв’язання. Якщо в колi дiє постiйна напруга, то, за законом
Ома, U = RI. Якщо напруга змiнна, а також у моменти зами-
кання i розмикання струму постiйної напруги, в колi виникає са-
моiндукцiя, яка характеризується виникненням електрорушiйної
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сили, пропорцiйної швидкостi змiни струму dI
dt . Отже, величина

цiєї додаткової електрорушiйної сили iндукцiї дорiвнює LdIdt , де
L — коефiцiєнт пропорцiйностi, який називають коефiцiєнтом са-
моiндукцiї. Як вiдомо з фiзики, повна напруга U складається з
напруги, викликаної явищем самоiндукцiї, i напруги, обумовле-
ної опором кола, тому

L
dI

dt
+RI = U,

звiдки
dI

dt
+
R

L
I =

U

L
. (4.6)

Диференцiальне рiвняння (4.6) — лiнiйне вiдносно функцiї I(t).
Зiнтегруємо спочатку вiдповiдне однорiдне рiвняння dI

dt+
R
L I = 0.

Вiдокремлюючи змiннi, одержуємо:

dI

I
= −R

L
dt ⇒ ln I = −R

L
t+ C ⇒ I = C e−Rt/L.

Нехай тепер C = C(t). Пiдставимо I = C(t)e−Rt/L у рiвняння
(4.6). Тодi

C ′(t)e−Rt/L − R

L
C(t)e−Rt/L +

R

L
C(t)e−Rt/L =

U

L
⇒

⇒ C ′(t) =
U

L
eRt/L ⇒ C(t) =

U

R
eRt/L + C ⇒

⇒ I(t) =

(
U

R
eRt/L + C

)
e−Rt/L.

Оскiльки, за умовою задачi, I(0) = I0, то, як легко перевiрити,
C = I0 − U/R i, отже,

I(t) =

(
U

R
eRt/L + I0 − U

R

)
e−Rt/L ⇒

⇒ I(t) =

(
I0 − U

R

)
e−Rt/L +

U

R
.

Якщо t необмежено зростає, то e−Rt/L швидко спадає i прак-
тично вже через короткий промiжок часу процес можна вважати
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усталеним, а сила струму визначатиметься за законом Ома, тоб-
то I = U

R .
Якщо I0 = 0, то I(t) = U

R

(
1− e−Rt/L

)
— сила струму при за-

миканнi кола. Якщо U = 0, то I(t) = I0e
−Rt/L — сила згасаючого

струму при розмиканнi кола. �

Зауважимо, що наведений метод розв’язування лiнiйних
рiвнянь можна застосовувати також до рiвнянь вигляду
(p(y)x+ q(y))·y′ = 1, якщо y прийняти за незалежну змiнну, а x —
за функцiю цiєї змiнної. Наприклад, рiвняння (y2 + 2x)y′ = y, в
якому y = y(x), є нелiнiйним. Однак, якщо записати його у ви-
глядi

y′ =
y

y2 + 2x
⇒ 1

x′
=

y

y2 + 2x
⇒ x′ − 2

y
x = y,

то маємо лiнiйне рiвняння з прикладу 1, якщо x — шукана функ-
цiя змiнної y.

2. Рiвняння Бернуллi. Рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x)ym, (4.7)

де m — деяке число, називають рiвнянням Бернуллi. Якщо
m = 0, то одержуємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння (4.2), а
якщо m = 1, — то рiвняння з вiдокремлюваними змiнними y′ +
+(p(x)−q(x))y = 0, тому надалi вважатимемо, що у (4.7) m 
= 0,
m 
= 1.

Для розв’язування рiвняння Бернуллi, так само, як лiнiйного
рiвняння, використаємо метод варiацiї довiльної сталої. Зiнтегру-
ємо спочатку рiвняння y′ + p(x)y = 0. Його загальний розв’язок
подається формулою (4.3): y = Ce−

∫
p(x)dx.

Розв’язок рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi

y = C(x)e−
∫
p(x)dx, (4.8)

де C(x) — деяка функцiя. Пiдставляючи (4.8) у рiвняння (4.7),
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одержуємо:

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx =

= q(x)Cm(x)e−m
∫
p(x)dx ⇒

⇒ C ′(x) = q(x)Cm(x)e(1−m)
∫
p(x)dx ⇒

⇒ dC(x)

Cm(x)
= q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx ⇒

⇒
∫
dC(x)

Cm(x)
=

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C1 ⇒

⇒ C1−m(x)
1−m

=

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C1 ⇒

⇒ C(x) =

(
(1−m)

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C

) 1
1−m

.

Пiдставляючи знайдену функцiю C(x) в (4.8), одержуємо за-
гальний розв’язок рiвняння Бернуллi:

y = e−
∫
p(x)dx

(
(1−m)

∫
q(x)e(1−m)

∫
p(x)dx dx+ C

) 1
1−m

.

При цьому мiг бути втрачений розв’язок y = 0, якщо m > 0.
Якщо 0 < m < 1, то цей розв’язок буде особливим, а якщоm > 1,
то — частинним. Для m � 0 функцiя y = 0 не є розв’язком
рiвняння Бернуллi.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння Бернуллi

y′ − 2y/x = −xy3.

Розв’язання. Загальний розв’язок рiвняння y′ − 2y/x = 0 був
знайдений при розв’язуваннi прикладу 1: y = Cx2. Розв’язок
заданого рiвняння шукаємо у виглядi y = C(x)x2. Пiдставляючи
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у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x2 + 2C(x)x− 2C(x)x = −C3(x)x7 ⇒
⇒ C ′(x) = −C3(x)x5 ⇒ dC(x)

C3(x)
= −x5dx (C(x) 
= 0) ⇒

⇒ C−2(x)

−2
= −x

6

6
+ C ⇒ C(x) = ±

√
3

x6 +C
⇒

⇒ y = ±x2 ·
√

3

x6 +C
⇒ y = ±

√
3x2√

x6 + C
.

Якщо C(x) = 0, то y = 0. Пропонуємо самостiйно перекона-
тися, що ця функцiя є особливим розв’язком.
Вiдповiдь: y = ±√

3x2(x6 + C)−1/2, y = 0.

Задача 2. Знайти кривi, в яких довжина вiдрiзка, який вiд-
тинає дотична на осi Oy, дорiвнює квадрату ординати точки до-
тику.
Розв’язання. Нехай M(x, y) — довiльна точка шуканої кривої
y = f(x). У точцi M проведемо дотичну до кривої y = f(x), i
нехай A — точка перетину цiєї дотичної з вiссю Oy, B — проекцiя
точки M на вiсь Ox (рис. 4.1).

�

O x

y

A

B

M(x, y)

y = f(x)

y

Рис. 4.1

За умовою задачi, OA = BM2, причому BM = y. Вiдрiзок
OA знайдемо з рiвняння дотичної Y − y = f ′(x) · (X − x), у яке
пiдставимо X = 0. Тодi OA = Y = y − y′x.
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Таким чином, одержуємо рiвняння Бернуллi y − y′x = y2, у
чому легко переконатись, якщо записати його у виглядi

y′ − y

x
= −y

2

x
.

Зiнтегруємо спочатку рiвняння y′ − y/x = 0:

dy

dx
=
y

x
⇒ dy

y
=
dx

x
⇒ ln |y| = ln |x|+ C ⇒ y = Cx.

Розв’язок рiвняння Бернуллi шукаємо у виглядi y = C(x)x.
Пiдставляючи у рiвняння, одержуємо:

C ′(x)x+ C(x)− C(x) = −C2(x)x ⇒
⇒ C ′(x) = −C2(x) ⇒ dC

C2
= − dx ⇒

⇒ − 1

C(x)
= −x+ C ⇒ C(x) =

1

x− C
⇒ y =

x

x− C
.

Отже, шуканими кривими є гiперболи y = x
x−C . �

Зауважимо, що наведений метод розв’язування рiвняння Бер-
нуллi можна застосовувати також до рiвнянь вигляду

(p(y)x+ q(y)xm)·y′ = 1,

якщо y прийняти за незалежну змiнну, а x — за функцiю цiєї
змiнної. Наприклад, якщо рiвняння (2x− y2x3) · y′ = y записати
у виглядi

y′ =
y

2x− y2x3
⇒ 1

x′
=

y

2x− y2x3
⇒ x′ − 2

y
x = − yx3,

то маємо рiвняння Бернуллi, розв’язане у прикладi 2 (якщо вва-
жати, що x = x(y)).
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3. Рiвняння у повних диференцiалах. Диференцiальне
рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (4.9)

називають рiвнянням у повних диференцiалах, якщо йо-
го лiва частина є повним диференцiалом деякої функцiї U(x, y),
тобто

M(x, y)dx+N(x, y)dy = dU(x, y). (4.10)

З (4.9), (4.10) випливає, що рiвняння (4.9) можна записати у
виглядi dU = 0, а тому загальним iнтегралом рiвняння у повних
диференцiалах є U(x, y) = C.

У загальному випадку складно безпосередньо з’ясувати, чи
є задане рiвняння рiвнянням у повних диференцiалах. Укажемо
ознаку, яка дозволить вiдповiсти на це питання, а також наведе-
мо один iз способiв знаходження функцiї U(x, y).

Припустимо, що функцiї M(x, y) i N(x, y) у рiвняннi (4.9) є
неперервними у деякому прямокутнику з центром у точцi (x0, y0)
i не перетворюються одночасно в нуль у цiй точцi. Окрiм того,
вважатимемо, що у згаданому прямокутнику iснують неперервнi
частиннi похiднi ∂M∂y i ∂N∂x .

Припустимо, що справджується умова (4.10), тобто лiва ча-
стина рiвняння (4.9) є повним диференцiалом. Згiдно з означен-
ням диференцiала функцiї двох змiнних dU(x, y) = ∂U

∂x dx+
∂U
∂y dy,

а тому

M(x, y) =
∂U

∂x
, N(x, y) =

∂U

∂y
. (4.11)

Оскiльки M(x, y), N(x, y) мають неперервнi частиннi похiднi, то
мiшанi похiднi функцiї U(x, y) не залежать вiд порядку дифе-
ренцiювання. Отже,

∂M

∂y
=

∂2U

∂y∂x
,

∂N

∂x
=

∂2U

∂x∂y
.

Звiдси внаслiдок рiвностi мiшаних похiдних одержуємо необхiд-
ну умову того, що (4.9) є рiвнянням у повних диференцiалах:

∂M

∂y
=
∂N

∂x
. (4.12)
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Покажемо, що умова (4.12) є також достатньою, тобто за ви-
конання цiєї умови лiва частина рiвняння (4.9) є повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї U(x, y). Згiдно з (4.11) шукана функцiя
U(x, y) повинна задовольняти умову ∂U

∂x =M(x, y). Усi такi фун-
кцiї можна описати формулою

U(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ C(y), (4.13)

де C(y) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд y.
Оскiльки функцiя U(x, y) повинна також задовольняти другу
умову з (4.11), то

∂

∂y

∫
M(x, y)dx+ C ′(y) = N(x, y). (4.14)

Для виконання умови (4.13) потрiбно вiдповiдним чином пiдi-
брати функцiю C(y). Покажемо, що такий вибiр за виконання
умови (4.12) завжди можливий. Справдi, з (4.14) маємо

C ′(y) = N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y)dx.

Лiва частина цiєї рiвностi є функцiєю тiльки вiд y i, отже, права
частина не залежить вiд x, тобто похiдна за змiнною x вiд пра-
вої частини повинна дорiвнювати нулю. Переконаємось у цьому,
враховуючи умову (4.12):

∂

∂x

(
N(x, y)− ∂

∂y

∫
M(x, y) dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂

∂x

(
∂

∂y

∫
M(x, y) dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂

∂y

(
∂

∂x

∫
M(x, y) dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y
= 0.

Наведене доведення достатностi умов (4.12) дає водночас спо-
сiб вiдшукання функцiї U(x, y). Отже, спочатку потрiбно знайти
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функцiю U(x, y) за формулою (4.13), розглядаючи y як сталу, а
потiм з рiвностi (4.14) знайти C ′(y) i здiйснити iнтегрування для
визначення C(y). Пiдставляючи знайдену функцiю C(y) у фор-
мулу (4.13), матимемо функцiю U(x, y). Для одержання загаль-
ного iнтеграла рiвняння у повних диференцiалах (4.9), як було
доведено вище, функцiю U(x, y) потрiбно прирiвняти до довiль-
ної сталої.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

(2xy + 3y2)dx+ (x2 + 6xy − y2)dy = 0.

Розв’язання. Тут M(x, y) = 2xy + 3y2, N(x, y) = x2 + 6xy − y2

i, отже,

∂M

∂y
= 2x+ 6y,

∂N

∂x
= 2x+ 6y ⇒ ∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

Для знаходження функцiї U(x, y) маємо систему

∂U

∂x
= 2xy + 3y2,

∂U

∂y
= x2 + 6xy − y2.

Знайдемо вираз для шуканої функцiї з першого рiвняння систе-
ми i пiдставимо його у друге рiвняння:

U(x, y) =

∫
(2xy + 3y2) dx+ C(y) ⇒

⇒ U(x, y) = x2y + 3xy2 + C(y) ⇒ ∂U

∂y
= x2 + 6xy + C ′(y) ⇒

⇒ x2 + 6xy +C ′(y) = x2 + 6xy − y2 ⇒ C ′(y) = −y2 ⇒
⇒ C(y) = −y3/3 + C.

Зауважимо, що в останнiй формулi довiльну сталу iнтегрування
можна прийняти рiвною нулю, оскiльки потрiбно знайти хоча б
одну функцiю U(x, y), диференцiал якої збiгається з лiвою ча-
стиною заданого рiвняння.

Отже, U(x, y) = x2y + 3xy2 − y3
/
3, а загальним iнтегралом є

x2y + 3xy2 − y3
/
3 = C. �
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4. Iнтегрувальний множник. Якщо (4.9) не є рiвнянням
у повних диференцiалах, то завжди iснує вiдмiнна вiд сталого
числа функцiя, пiсля множення на яку лiва частина рiвняння
(4.9) стане повним диференцiалом (доведення цього факту мож-
на знайти, наприклад, в [21, с. 54]). Цю функцiю називають iн-
тегрувальним множником диференцiального рiвняння.

Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (4.9) не справджується умо-
ва (4.12) i припустимо, що μ(x, y) — iнтегрувальний множник
цього рiвняння. Тодi для коефiцiєнтiв рiвняння

μ(x, y)M(x, y)dx + μ(x, y)N(x, y)dy = 0

повинна справджуватись умова

∂(μM)

∂y
=
∂(μN)

∂x
⇒ M

∂μ

∂y
+ μ

∂M

∂y
= N

∂μ

∂x
+ μ

∂N

∂x
⇒

⇒ μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= N

∂μ

∂x
−M

∂μ

∂y
. (4.15)

Таким чином, iнтегрувальний множник μ(x, y) є розв’язком рiв-
няння з частинними похiдними (4.15), однак розв’язати це рiв-
няння у загальному випадку значно складнiше, нiж звичайне ди-
ференцiальне рiвняння (4.9). Проте в окремих випадках знайти
iнтегрувальний множник удається доволi легко. Розглянемо де-
якi з цих випадкiв.

1. Нехай рiвняння (4.9) має iнтегрувальний множник, який
залежить тiльки вiд x, тобто μ = μ(x). Тодi, враховуючи, що
∂μ
∂y = 0, ∂μ∂x = dμ

dx , з (4.15) маємо:

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= N

dμ

dx
⇒ dμ

μ
=

1

N
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dx.

Якщо функцiя у правiй частинi останнього рiвняння залежить
тiльки вiд x, тобто

1

N
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= ϕ(x),
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то, зiнтегрувавши його, одержуємо

μ(x) = e
∫
ϕ(x)dx.

2. Нехай рiвняння (4.9) має iнтегрувальний множник, який
залежить тiльки вiд y, тобто μ = μ(y). Тодi ∂μ

∂x = 0, ∂μ∂y = dμ
dy i з

(4.15) знаходимо:

μ

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= −M

dμ

dy
⇒ dμ

μ
=

1

−M
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dy.

Якщо функцiя у правiй частинi останнього рiвняння залежить
тiльки вiд y, тобто

1

−M ·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
= ψ(y),

то iнтегрувальним множником є

μ(y) = e
∫
ψ(y)dy . (4.16)

Приклад 4. З допомогою iнтегрувального множника зiнте-
грувати рiвняння

(2xy2 − y)dx+ (y2 + x+ y)dy = 0.

Розв’язання. Маємо: ∂M∂y = 4xy − 1, ∂N∂x = 1, а тому ∂M
∂y 
= ∂N

∂x .
Оскiльки

− 1

M
·
(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
=

4xy − 1− 1

y − 2xy2
= −2

y
≡ ψ(y),

то, скориставшись формулою (4.16), знаходимо iнтегрувальний
множник:

μ(y) = e
−2

∫ dy
y = e−2 ln|y| = y−2.

Якщо помножити обидвi частини заданого рiвняння на μ(y) =
y−2, то одержуємо рiвняння у повних диференцiалах(

2x− 1

y

)
dx+

(
1 +

x

y2
+

1

y

)
dy = 0,
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бо для нього виконується умова (4.12):

∂

∂y

(
2x− 1

y

)
=

∂

∂x

(
1 +

x

y2
+

1

y

)
= y−2.

Оскiльки

(2x− 1/y)dx+ (1 + x
/
y2 + 1/y)dy = d (x2 − x/y + y + ln |y|),

то шуканим загальним iнтегралом є

x2 − x/y + y + ln |y| = C. �

Рекомендована лiтература: [9, с. 30–48], [14, с. 28–41], [18,
с. 69–96], [19, с. 31–36, 40–42, 90–101], [21, с. 37–57].

Питання до лекцiї 4

1. Який загальний вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння
першого порядку? Яка рiзниця мiж лiнiйними неоднорiдним i однорi-
дним рiвняннями?

2. Чи має лiнiйне неоднорiдне рiвняння з неперервними коефiцi-
єнтами особливi розв’язки? Вiдповiдь обґрунтуйте з використанням
теореми Кошi.

3. У чому полягає метод варiацiї довiльної сталої iнтегрування лi-
нiйного неоднорiдного рiвняння?

4. Який загальний вигляд рiвняння Бернуллi? У чому полягає ме-
тод варiацiї довiльної сталої iнтегрування цього рiвняння? Чи може
рiвняння Бернуллi мати особливi розв’язки? Вiд чого це залежить?

5. Якими повиннi бути функцiї M(x, y) i N(x, y), щоб рiвняння
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 було рiвнянням у повних диференцiалах?
Як формулюється необхiдна i достатня ознака того, щоб це рiвняння
було у повних диференцiалах?

6. Як зiнтегрувати рiвняння у повних диференцiалах? Який вигляд
має загальний iнтеграл такого рiвняння?

7. У чому полягає метод розв’язування диференцiального рiвнян-
ня з допомогою iнтегрувального множника? Наведiть формули для
знаходження iнтегрувального множника.
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Вправи до лекцiї 4

1. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте лiнiйне рiвняння та зiнте-
груйте його методом варiацiї довiльної сталої:

а) y′ = (x − y)2; б) xy′ + 2y − xy2 = 0; в) y′ = 4y + e2x.

2. Доведiть, що рiвняння y′ + y = 2 cosx має єдиний перiодичний
розв’язок, а всi iншi розв’язки прямують до нього при x→ +∞ (явище
конвергенцiї).

3. Доведiть, що лiнiйне неоднорiдне рiвняння можна зiнтегрувати
з допомогою замiни y = uv, де u — частинний розв’язок вiдповiдного
однорiдного рiвняння (метод Бернуллi).

4. Доведiть, що розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння дорiв-
нює сумi будь-якого його частинного розв’язку i загального розв’язку
вiдповiдного однорiдного рiвняння.

5. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Бернуллi та зiн-
тегруйте його:

а) y′ + xy = y2 sinx; б) y′ + 2y = x5; в) y′ = (x+ y)2.

6. Доведiть, що рiвняння Бернуллi (4.7) можна звести до лiнiйного
рiвняння з допомогою замiни z = y1−m. Зiнтегруйте цим способом
рiвняння xy′ = y + x2y−2.

7. Доведiть, що рiвняння y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x) (рiвняння Рiк-
катi) з допомогою замiни y = z + y1, де z — нова функцiя, y1 — його
частинний розв’язок, зводиться до рiвняння Бернуллi.

8. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння у повних дифе-
ренцiалах та зiнтегруйте його:

а) (yex − ey)dx = (xey − ex)dy; б) 3x2eydx+ (x3ey − x)dy = 0;
в) (y sin 2x+ x)dx + (y2 − cos 2x)dy = 0.

9. Знайдiть iнтегрувальний множник лiнiйного диференцiального
рiвняння y′+p(x)y = q(x) та розв’яжiть це рiвняння з його допомогою
(такий метод називають методом Ейлера).
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Лекцiя 5. Неявнi диференцiальнi рiвняння першого
порядку

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Окремi випадки iнтегровних неявних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку.
3. Рiвняння Лаґранжа та рiвняння Клеро.

1. Основнi означення й поняття. Неявним диферен-
цiальним рiвнянням першого порядку (диференцiальним
рiвнянням першого порядку, не розв’язаним вiдносно похiдної)
називають спiввiдношення вигляду

F (x, y, y′) = 0, (5.1)

де функцiя F (x, y, z) неперервна в деякiй областi D ⊂ R3.
Функцiю y = y(x), яка визначена i неперервно диференцi-

йовна на iнтервалi (a, b), називають розв’язком рiвняння (5.1),
якщо на цьому iнтервалi вона перетворює його у тотожнiсть.

Якщо рiвняння (5.1) можна розв’язати через елементарнi
функцiї вiдносно y′, то одержимо одне або декiлька рiвнянь,
розв’язаних вiдносно похiдної

y′ = fk(x, y), k = 1, 2, . . . , (5.2)

де fk(x, y) — дiйснi функцiї, тобто iнтегрування рiвняння (5.1)
зводиться до iнтегрування кожного з рiвнянь (5.2), основнi типи
яких розглядались у лекцiях 2–4.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′2 − 4y = 0.
Розв’язання. Задане рiвняння розпадається на два рiвняння з
вiдокремлюваними змiнними: y′ = 2

√
y i y′ = − 2

√
y.

Загальним розв’язком першого з них є y = (x + C)2, де
x � −C, а другого — y = (x + C)2, де x � −C. З геометричної
точки зору це означає, що кожна парабола

y = (x+ C)2
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є iнтегральною кривою. Окрiм того, розв’язком рiвняння є y = 0
(рис. 5.1).

O x

y

Рис. 5.1

Задане рiвняння має також безлiч розв’язкiв, якi можна
«склеїти» з частин наведених вище розв’язкiв. Наприклад, та-
кими розв’язками будуть функцiї

y =

{
0, якщо x � 1,
(x− 1)2, якщо x > 1,

y =

⎧⎨
⎩
(x+ 1)2, якщо x < −1,
0, якщо −1 � x � 1,
(x− 1)2, якщо x > 1,

графiки яких зображенi на рис. 5.2 i 5.3 вiдповiдно. Однак надалi
такi розв’язки ми не розглядатимемо.

O x

y

1 O x

y

1−1
Рис. 5.2 Рис. 5.3

Вiдповiдь: y = (x+ C)2, y = 0.

Неявне диференцiальне рiвняння (5.1), так само, як i рiвнян-
ня, розв’язане вiдносно похiдної, визначає на площинi Oxy деяке
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поле напрямiв. Але тепер, як правило, у заданiй точцi (x0, y0) ма-
тимемо не один, а декiлька напрямiв поля, бо, розв’язуючи рiв-
няння F (x0, y0, y′) = 0 вiдносно y′, зазвичай одержуємо декiлька
дiйсних розв’язкiв. Наприклад, рiвняння з прикладу 1 визначає
у кожнiй точцi (x0, y0), де y0 > 0, два напрями поля: y′1 = 2

√
y0 i

y′2 = −2
√
y0. У кожнiй точцi (x0, 0) осi Ox це рiвняння визначає

тiльки один напрям поля: y′1|(x0,0) = 0.
Задача Кошi для рiвняння (5.1) формулюється так само,

як i для рiвняння, розв’язаного вiдносно похiдної, а саме: потрi-
бно знайти розв’язок y = y(x) рiвняння (5.1), який задовольняє
початкову умову

y(x0) = y0. (5.3)

При цьому, якщо розв’язкiв, якi задовольняють початкову умову
(5.3), не бiльше, нiж кiлькiсть напрямiв поля, визначеного рiвня-
нням (5.1) у цiй точцi, тобто не бiльше вiд кiлькостi розв’язкiв y′0
рiвняння F (x0, y0, y′) = 0, то кажуть, що задача Кошi (5.1), (5.3)
має єдиний розв’язок. Iнакше вважають, що єдинiсть розв’язку
цiєї задачi порушується.

Нехай y′0 — один з дiйсних коренiв рiвняння (5.1). З’ясуємо
умови, за яких iснує єдина iнтегральна крива рiвняння (5.1), що
проходить через точку (x0, y0), причому дотична до неї у цiй
точцi утворює з додатним напрямом Ox кут α0, тангенс якого
дорiвнює y′0.

Теорема. Нехай лiва частина рiвняння (5.1) задовольняє
такi умови:

1) функцiя F (x, y, y′) визначена i неперервна разом з частин-
ними похiдними ∂F

∂y ,
∂F
∂y′ в деякому замкненому околi точки

(x0, y0, y
′
0);

2) F (x0, y0, y′0) = 0;

3) ∂F
∂y′

∣∣∣
(x0,y0,y′0)


= 0.

Тодi рiвняння (5.1) має єдиний розв’язок y = y(x), визначений i
неперервно диференцiйовний у деякому околi точки x = x0, який
задовольняє початкову умову y(x0) = y0, i такий, що y′(x0) =
= y′0.
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Доведення цiєї теореми можна знайти, наприклад, в [21, с.63–
64].

Для вiдшукання обвiдної сiм’ї iнтегральних кривих можна
скористатись таким правилом ([21, с. 82–85]):

1) складаємо систему рiвнянь{
Φ(x, y, C) = 0,
Φ′
C(x, y, C) = 0,

(5.4)

де Φ(x, y, C) = 0 — загальний iнтеграл диференцiального рiвнян-
ня (5.1);

2) iз системи (5.4) з допомогою виключення параметра C зна-
ходимо криву ϕ(x, y) = 0;

3) з кривої ϕ(x, y) = 0 вилучаємо точки, де Φ′
x i Φ′

y одноча-
сно дорiвнюють нулю. Решта кривої ϕ(x, y) = 0 i буде обвiдною
заданої сiм’ї iнтегральних кривих.

2. Окремi випадки iнтегровних неявних диференцi-
альних рiвнянь першого порядку. Розглянемо деякi типи не-
явних диференцiальних рiвнянь вигляду (5.1), для яких iснують
загальнi методи розв’язання. Найпростiшим з них є рiвняння,
яке мiстить тiльки похiдну, тобто рiвняння вигляду

F (y′) = 0. (5.5)

Нехай рiвняння (5.5) має деяку (скiнченну або нескiнченну) кiль-
кiсть дiйсних розв’язкiв y′ = kj , j = 1, 2, . . . , де kj — сталi. Далi,
оскiльки

y′ = kj ⇒ y = kjx+ C ⇒ kj =
y − C

x
,

то одержуємо загальний iнтеграл цього рiвняння у виглядi

F

(
y − C

x

)
= 0. (5.6)

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′3 − 3y′2 + 2 = 0.
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Розв’язання. Згiдно з формулою (5.6) одержуємо загальний iн-
теграл: (

y − C

x

)3

− 3

(
y −C

x

)2

+ 2 = 0 ⇒

⇒ (y − C)3 − 3x(y − C)2 + 2x3 = 0. �

Диференцiальне рiвняння вигляду

(y′)n + a1(x, y)(y
′)n−1 + . . .+ an−1(x, y)y

′ + an(x, y) = 0 (5.7)

називають рiвнянням першого порядку степеня n. Згiдно
з основною теоремою алгебри рiвняння (5.7) визначає n значень
для y′. Якщо не враховувати комплекснi коренi, то матимемо m
(m � n) диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язаних
вiдносно похiдної:

y′ = f1(x, y), y
′ = f2(x, y), . . . , y

′ = fm(x, y). (5.8)

Сукупнiсть загальних розв’язкiв y = ϕk(x,C) або загальних
iнтегралiв Φk(x, y, C) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, рiвнянь (5.8) є загаль-
ним iнтегралом рiвняння (5.7). Його можна записати також у
виглядi(

y − ϕ1(x,C)
) · (y − ϕ2(x,C)

) · . . . · (y − ϕm(x,C)
)
= 0

або
Φ1(x, y, C) · Φ2(x, y, C) · . . . · Φm(x, y, C) = 0.

Якщо хоча б одне з рiвнянь (5.8) має особливi розв’язки, то
вони будуть також особливими розв’язками рiвняння (5.7).

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′2 − 2yy′/x− 1 = 0.
Розв’язання. Розв’язуючи це рiвняння як квадратне вiдносно
y′, одержуємо два однорiднi диференцiальнi рiвняння (лекцiя 3):

y′ = y/x±
√

(y/x)2 + 1.
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Виконуючи замiну y = ux, маємо два рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними:

u′x =
√
u2 + 1 i u′x = −

√
u2 + 1.

Зiнтегруємо перше з них:

du√
u2 + 1

=
dx

x
⇒ ln

∣∣∣u+
√
u2 + 1

∣∣∣ = ln |x|+C ⇒

⇒ u+
√
u2 + 1 = Cx ⇒ u2 + 1 = (Cx− u)2 ⇒

⇒ u =
C2x2 − 1

2Cx
⇒ y

x
=
C2x2 − 1

2Cx
⇒ y =

C2x2 − 1

2C
.

Аналогiчно можна показати, що загальним розв’язком рiв-
няння u′x = −√

u2 + 1 є y = C2−x2
2C , де C — довiльна стала.

Вiдповiдь: y = (C2x2 − 1)
/
(2C), y = (C2 − x2)

/
(2C).

Нехай рiвняння (5.1) можна розв’язати вiдносно y, тобто воно
має вигляд

y = f(x, y′). (5.9)

Тодi можна використати метод уведення параметра. Позна-
чимо y′ = p(x), тодi з (5.9) маємо спiввiдношення y = f(x, p),
диференцiюючи яке, одержуємо:

dy =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp ⇒ y′dx =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp ⇒

⇒ pdx =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp. (5.10)

Припустимо, що знайдено загальний розв’язок x = ϕ(p,C)
рiвняння (5.10). Тодi, пiдставляючи його у y = f(x, p), одержимо
загальний розв’язок рiвняння (5.9) у параметричнiй формi

x = ϕ(p,C), y = f
(
ϕ(p,C), p

)
.

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (5.10) у ви-
глядi p = h(x,C), то отримаємо загальний розв’язок рiвняння
(5.9) у явному виглядi y = f(x, h(x,C)).
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Якщо рiвняння (5.10) має особливий розв’язок p = ψ(x), то
y = f (x, ψ(x)) може бути особливим розв’язком рiвняння (5.9).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y = y′2 − 3xy′ + 3x2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = p2 − 3xp + 3x2. (5.11)

Здиференцiюємо (5.11), враховуючи, що dy = y′dx = pdx:

dy = 2pdp− 3xdp − 3pdx+ 6xdx ⇒
⇒ pdx = (2p− 3x)dp − (3p − 6x)dx ⇒
⇒ (2p − 3x)dp − 2(2p − 3x)dx = 0 ⇒

⇒ (2p − 3x)(dp − 2dx) = 0 ⇒ dp = 2dx або 2p − 3x = 0.

Отже, одержали два рiвняння. З першого iз них знаходимо
p = 2x + C. Пiдставляючи знайдене значення p у (5.11), одер-
жуємо загальний розв’язок

y = (2x+ C)2 − 3x(2x+ C) + 3x2 ⇒ y = x2 + Cx+ C2.

З рiвняння 2p − 3x = 0 знаходимо p = 3x/2, а тому y = 3x2
/
4.

Цей розв’язок — особливий.
Вiдповiдь: y = x2 + Cx+ C2, y = 3x2

/
4.

Нехай рiвняння (5.1) можна розв’язати вiдносно x, тобто

x = f(y, y′). (5.12)

Це рiвняння також розв’яжемо методом уведення параметра. По-
значимо y′ = p(y). Тодi, враховуючи, що dx = dy

y′ , маємо:

x = f(y, p) ⇒ dx =
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp ⇒

⇒ dy

p
=
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp. (5.13)

Припустимо, що знайдено загальний розв’язок y = ϕ(p,C)
рiвняння (5.13). Тодi, пiдставляючи його у x= f(y, p), одержуємо
загальний розв’язок рiвняння (5.12) у параметричнiй формi

x = f
(
ϕ(p,C), p

)
, y = ϕ(p,C).
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Якщо вдасться знайти загальний розв’язок рiвняння (5.13) у ви-
глядi p = h(y,C), то отримаємо загальний розв’язок рiвняння
(5.12) у явному виглядi x = f(y, h(y,C)).

Якщо рiвняння (5.13) має особливий розв’язок p = ψ(y), то
x = f (y, ψ(y)) може бути особливим розв’язком рiвняння (5.12).

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння x = y′3 + 4y′.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi x = p3 + 4p. Далi маємо:

dx = 3p2dp+ 4dp ⇒ dy

p
= 3p2dp+ 4dp ⇒

⇒ dy = (3p3 + 4p)dp ⇒ y =
3p4

4
+ 2p2 + C.

Вiдповiдь: x = p3 + 4p, y = 3p4
/
4 + 2p2 + C.

3. Рiвняння Лаґранжа та рiвняння Клеро. Окремим ви-
падком рiвняння (5.9) є рiвняння вигляду

y = xϕ(y′) + ψ(y′). (5.14)

Якщо функцiя ϕ(y′) тотожно не збiгається з y′, то (5.14) нази-
вають рiвнянням Лаґранжа. Як бачимо, рiвняння Лаґранжа
лiнiйне вiдносно x i y.

Нехай y′ = p. Тодi

y = xϕ(p) + ψ(p). (5.15)

Здиференцiюємо (5.15), беручи до уваги, що dy = pdx:

dy = ϕ(p)dx + xϕ′(p)dp + ψ′(p)dp ⇒
⇒ (p− ϕ(p))dx = (xϕ′(p) + ψ′(p))dp (p 
= ϕ(p)) ⇒

⇒ dx

dp
− xϕ′(p)
p− ϕ(p)

=
ψ′(p)

p− ϕ(p)
.

Останнє рiвняння є лiнiйним вiдносно функцiї x(p). Iнтегруючи
його за формулою (4.5) з лекцiї 4, одержимо x = ω(p,C), що ра-
зом з (5.15) визначатиме загальний розв’язок рiвняння Лаґран-
жа у параметричнiй формi.
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Якщо рiвняння p = ϕ(p) має дiйснi коренi p = pi, то, пiд-
ставляючи їх у рiвняння (5.14), одержуємо y = xϕ(pi) + ψ(pi).
Цi розв’язки рiвняння Лаґранжа (з геометричної точки зору —
прямi) можуть бути особливими.

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння y = 2xy′ + y′2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = 2xp + p2 ⇒ dy = 2xdp + 2pdx+ 2pdp ⇒
⇒ pdx = 2(x+ p)dp + 2pdx ⇒ 2(x+ p)dp + pdx = 0 ⇒

⇒ dx

dp
+

2

p
x = −2 (p 
= 0).

Розв’язуючи одержане лiнiйне рiвняння (див. лекцiю 4), знахо-
димо, що x = −2p/3 + C

/
p2. Пiдставляючи цей вираз x у рiв-

нiсть y = 2xp+ p2, пiсля нескладних перетворень знаходимо, що
y = 2C/p − p2

/
3. Отже, загальним розв’язком у параметричнiй

формi є

x = −2

3
p+

C

p2
, y =

2C

p
− 1

3
p2.

Якщо p = 0, то пiдставляючи його у y = 2xp + p2, одержуємо
розв’язок y = 0, який є особливим, бо його не можна отримати з
загального при жодному значеннi сталої C.
Вiдповiдь: x = −2p/3 + C

/
p2, y = 2C/p− p2

/
3; y = 0.

Розглянемо окремий випадок рiвняння Лаґранжа, коли
ϕ(y′) ≡ y′:

y = xy′ + ψ(y′). (5.16)

Рiвняння (5.16) називають рiвнянням Клеро. Iнтегруючи його
за тiєю самою схемою, що i рiвняння Лаґранжа, маємо:

y′ = p ⇒ y = xp+ ψ(p) ⇒
⇒ pdx = xdp+ pdx+ ψ′(p)dp ⇒

⇒ dp · (x+ ψ′(p)) = 0 ⇒ dp = 0 або x+ ψ′(p) = 0.

З першого рiвняння знаходимо p = C i, пiдставляючи у фор-
мулу y = xp + ψ(p), одержуємо загальний розв’язок рiвняння
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Клеро:
y = xC + ψ(C). (5.17)

Легко бачити, що з геометричної точки зору загальний роз-
в’язок рiвняння Клеро є однопараметричною сiм’єю прямих, а
для його одержання потрiбно у рiвняннi (5.16) замiнити похiдну
y′ на сталу C.

З рiвняння x+ψ′(p) = 0 знаходимо x = −ψ′(p). Пiдставляючи
цей вираз у формулу y = xp+ ψ(p), одержуємо, що y = ψ′(p)p+
+ ψ(p). Таким чином, маємо розв’язок{

x = −ψ′(p),
y = ψ′(p)·p + ψ(p).

(5.18)

Розв’язок (5.18) зазвичай є особливим, i у цьому випадку з гео-
метричної точки зору маємо обвiдну сiм’ї (5.17). Справдi, вiд-
шукуючи криву, пiдозрiлу на обвiдну сiм’ї (5.17), за правилом,
указаним наприкiнцi першого пункту цiєї лекцiї, маємо систему{

y = xC + ψ(C),
0 = x+ ψ′(C),

друге рiвняння якої одержане з першого диференцiюванням за
параметром C. Звiдси знаходимо{

x = −ψ′(C),
y = −ψ′(C)C + ψ(C),

тобто систему, яка вiдрiзняється вiд (5.18) тiльки позначенням
параметра.

Приклад 7. Зiнтегрувати рiвняння y = xy′ + 2y′2.
Розв’язання. Нехай y′ = p. Тодi

y = xp+ 2p2 ⇒ dy = xdp+ pdx+ 4pdp ⇒
⇒ (x+ 4p)dp = 0 ⇒ dp = 0 або x+ 4p = 0.

З рiвняння dp = 0 знаходимо, що p = C. Пiдставляючи p = C
у рiвнiсть y = xp+ 2p2, одержуємо загальний розв’язок заданого
рiвняння

y = Cx+ 2C2.
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Якщо x = −4p, то y = −4p2 + 2p2 = −2p2. Таким чином,
особливим розв’язком є x = −4p, y = −2p2. Виключивши звiдси
параметр p, одержуємо особливий розв’язок у явному виглядi:
y = −x2/8.
Вiдповiдь: y = Cx+ 2C2, y = −x2/8.
Рекомендована лiтература: [7, с. 59–67], [9, с. 51–68], [11,

с. 68–82], [14, с. 42–49], [18, с. 112–131], [21, с. 58–76, 86–89].

Питання до лекцiї 5

1. Який загальний вигляд має неявне диференцiальне рiвняння
першого порядку? Яку функцiю називають розв’язком неявного ди-
ференцiального рiвняння першого порядку?

2. Як побудувати поле напрямiв, задане неявним диференцiальним
рiвнянням першого порядку?

3. Як формулюється задача Кошi для неявного диференцiального
рiвняння першого порядку? Коли розв’язок цiєї задачi єдиний?

4. Як формулюється теорема про iснування єдиного розв’язку за-
дачi Кошi для неявного диференцiального рiвняння першого порядку?

5. Яке неявне диференцiальне рiвняння називають рiвнянням пер-
шого порядку степеня n? Як воно iнтегрується?

6. Який вигляд має загальний iнтеграл рiвняння F (y′) = 0?
7. Якi замiни використовуються для iнтегрування неявних рiвнянь

y = f(x, y′), x = f(y, y′)? Чи можуть цi рiвняння мати особливi розв’яз-
ки?

8. Який вигляд має рiвняння Лаґранжа? Яку замiну використо-
вують для iнтегрування цього рiвняння? Якi кривi можуть бути його
особливими розв’язками?

9. Який вигляд має рiвняння Клеро? Як знайти загальний i особ-
ливий розв’язки цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 5

1. Зiнтегруйте рiвняння та видiлiть iнтегральнi кривi, якi прохо-
дять через задану точку:

а) y′2 = 4y, M(1, 0); б) yy′2 − (xy + 1)y′ + x = 0, M(1, 1).

2. Знайдiть за виглядом рiвнянь кривi, пiдозрiлi на особливi
розв’язки, i перевiрте, чи будуть вони особливими розв’язками:

а) y′2 = 4y; б) y2(y′2 + 1) = 1.
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3. Зiнтегруйте рiвняння:

а) ey
′
+ y′ = 1; б) y′3 + y′2 − y′ + 1 = 0; в) y′2 + (3x+ y)y′ + 3xy = 0.

4. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Лаґранжа та зiн-
тегруйте його:

а) y′ = 2xy − y′2; б) y = 2xy′ − y′2; в) y = xy′ − 2y′2.

5. Серед наведених рiвнянь вiдшукайте рiвняння Клеро та зiнте-
груйте його:

а) y′ = 2xy + y′2; б) y = xy′ + xy′2; в) y − xy′ −
√
1− y′2 = 0.
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Роздiл 2
ЗВИЧАЙНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI
РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Лекцiя 6. Диференцiальнi рiвняння
вищих порядкiв

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Неповнi рiвняння.
3. Однорiднi рiвняння.

1. Основнi означення й поняття. Розглянемо звичайне
диференцiальне рiвняння n-го порядку

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0. (6.1)

Якщо рiвняння (6.1) можна розв’язати вiдносно старшої по-
хiдної, то його записуватимемо у виглядi

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
. (6.2)

Функцiю y = y(x), яка визначена i неперервно диференцiйов-
на n разiв на iнтервалi (a, b), називають розв’язком рiвняння
(6.2) на цьому iнтервалi, якщо вона для всiх x ∈ (a, b) перетворює
це рiвняння у тотожнiсть.

Для рiвняння (6.2) задача Кошi формулюється так: серед
усiх розв’язкiв цього рiвняння знайти такий розв’язок y = y(x),
який для x = x0 задовольняє умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (6.3)

Число x0 називають початковим значенням незалежної
змiнної, числа y0, y′0, . . . , y

(n−1)
0 — початковими значення-

ми розв’язку y = y(x), сукупнiсть чисел x0, y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 —
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початковими даними розв’язку y = y(x), а умови (6.3) —
початковими умовами.

Зокрема, для рiвняння другого порядку

y′′ = f(x, y, y′) (6.4)

задача Кошi полягає у знаходженнi розв’язку y = y(x) цього
рiвняння, який задовольняє початковi умови

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0. (6.5)

З геометричної точки зору задача Кошi (6.4), (6.5) полягає
у знаходженнi такої iнтегральної кривої, яка проходить через
точку (x0, y0) i має у цiй точцi заданий напрям дотичної y′0, тобто
tgα0 = y′0.

Зауважимо, що єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння
n-го порядку (6.2) не означає, що через точку (x0, y0) проходить
тiльки одна iнтегральна крива, як це було для рiвняння першого
порядку, розв’язаного вiдносно похiдної (лекцiя 2). Наприклад,
єдинiсть розв’язку задачi Кошi (6.4), (6.5) означає, що через ко-
жну точку (x0, y0) проходить єдина iнтегральна крива рiвняння
(6.4), дотична до якої у цiй точцi утворює з додатним напрямом
осi Ox кут α0, для якого tgα0 = y′0. Водночас, крiм цiєї iнте-
гральної кривої через точку (x0, y0) можуть проходити й iншi
iнтегральнi кривi, але з iншим нахилом дотичної у цiй точцi.

Розглянемо питання про механiчне трактування диференцi-
ального рiвняння другого порядку, його розв’язкiв та задачi Ко-
шi. Нехай матерiальна точка з масоюm рухається по прямiй, яку
приймемо за вiсь Ox, пiд дiєю сили F

(
t, x, dxdt

)
, залежної вiд часу

t, положення x i швидкостi dxdt у момент часу t. Згiдно з другим
законом Ньютона

m
d2x

dt2
= F

(
t, x,

dx

dt

)
,

де d2x
dt2

— прискорення точки в момент часу t, або

d2x

dt2
= f

(
t, x,

dx

dt

)
, (6.6)
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де f = F/m.
Кожному розв’язку x = x(t) рiвняння (6.6) вiдповiдає певний

закон руху, тому часто розв’язок x = x(t) називають рухом,
який визначений рiвнянням (6.6). Задача iнтегрування рiвняння
(6.6) полягає у знаходженнi всiх рухiв, визначених цим рiвнян-
ням, та у вивченнi їхнiх властивостей.

З механiчної точки зору задача Кошi для рiвняння (6.6) по-
лягає у знаходженнi такого руху x = x(t), який задовольняє по-
чатковi умови

x(t0) = x0, x′(t0) = x′0,

тобто в початковий момент часу t = t0 точка повинна займати
задане положення x0 i мати задану швидкiсть x′0.

Достатня умова iснування розв’язку задачi Кошi для дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку поширюється i на випа-
док рiвняння n-го порядку: для iснування (неперервного разом
з похiдними до порядку n включно) розв’язку задачi Кошi (6.2),
(6.3) досить припустити, щоб права частина рiвняння (6.2) бу-
ла неперервною в околi початкових даних (теорема Пеано).

Вiдповiдь на питання про iснування єдиного розв’язку задачi
Кошi (6.2), (6.3) дає така теорема [21, с. 93–99].

Теорема (Кошi). Якщо функцiя f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
у рiв-

няннi (6.2):
1) неперервна за всiма аргументами у деякому околi точки(

x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
;

2) має обмеженi частиннi похiднi за змiнними y, y′, . . . ,
y(n−1) в околi точки

(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
,

то iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (6.2), (6.3), який визна-
чений i неперервний разом з похiдними до порядку n включно на
деякому вiдрiзку |x− x0| � h.

Загальним розв’язком рiвняння (6.2) називають сiм’ю
розв’язкiв цього рiвняння, залежну вiд n довiльних сталих:

y = ϕ (x,C1, C2, . . . , Cn).
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Загальний розв’язок рiвняння (6.2) у неявному виглядi
Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 називають загальним iнтегралом цьо-
го рiвняння.

У деяких випадках, iнтегруючи рiвняння (6.2), шукають
сiм’ю iнтегральних кривих, яка залежить вiд n довiльних ста-
лих C1, C2, . . . , Cn, у параметричному виглядi{

x = ϕ(p,C1, C2, . . . , Cn),
y = ψ(p,C1, C2, . . . , Cn).

Таку сiм’ю iнтегральних кривих називають загальним роз-
в’язком у параметричнiй формi.

Розв’язок y = y(x) рiвняння (6.2) називають частинним,
якщо його можна одержати з формули загального розв’язку при
певних числових значеннях сталих C1, C2, . . . , Cn. Розв’язок,
який не можна одержати з загального розв’язку при жодних зна-
ченнях сталих C1, C2, . . . , Cn, називають особливим.

Зауважимо, що диференцiальне рiвняння n-го порядку може
мати сiм’ю особливих розв’язкiв, залежну вiд довiльних сталих,
кiлькiсть яких може бути n− 1. Проiлюструємо це на прикладi.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ = 2
√
y′.

Розв’язання. Зробимо замiну y′ = z, де z = z(x) — нова шукана
функцiя. Тодi

z′ = 2
√
z ⇒

∫
dz

2
√
z
=

∫
dx (z 
= 0) ⇒

⇒ √
z = x+ C1 ⇒ z = (x+ C1)

2 ⇒ y′ = (x+ C1)
2.

Iнтегруючи, знаходимо загальний розв’язок

y =
1

3
(x+ C1)

3 +C2.

Особливому розв’язку z = 0 рiвняння z′ = 2
√
z вiдповiдає

сiм’я особливих розв’язкiв y = C рiвняння y′′ = 2
√
y′.

Вiдповiдь: y = (x+ C1)
3
/
3 + C2, y = C.

У задачi Кошi умови, з допомогою яких можна видiлити пев-
ний частинний розв’язок диференцiального рiвняння, задаються
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в однiй (початковiй) точцi. Проте у багатьох прикладних зада-
чах умови на невiдому функцiю та її похiднi часто задаються у
двох точках, наприклад, на кiнцях вiдрiзка, де шукається роз-
в’язок задачi. Такi умови називають крайовими. Задачу вiд-
шукання розв’язку диференцiального рiвняння, що задовольняє
крайовi умови, називають крайовою. Розв’язок крайової задачi
не завжди iснує i є єдиним, вiн також може не iснувати або бути
неєдиним.

2. Неповнi рiвняння. Розглянемо деякi класи звичайних
диференцiальних рiвнянь n-го порядку, загальний розв’язок (за-
гальний iнтеграл) яких можна знайти з допомогою квадратур.
Зведення до квадратур виконується або з допомогою спецiальних
прийомiв, або шляхом попереднього зниження порядку рiвнян-
ня.

Розглянемо спочатку неповнi рiвняння. Найпростiшими з них
є рiвняння вигляду

F
(
x, y(n)

)
= 0. (6.7)

Припустимо, що (6.7) можна розв’язати вiдносно y(n). Тодi

y(n) = f(x). (6.8)

Рiвняння (6.8) з неперервною функцiєю f(x) завжди iнтегрує-
ться у квадратурах. Справдi, iнтегруючи обидвi частини цього
рiвняння, маємо:

y(n−1) =

∫
f(x)dx+ C1.

Далi аналогiчно одержуємо:

y(n−2) =

∫ ∫
f(x)dx dx+ C1x+ C2,

y(n−3) =

∫ ∫ ∫
f(x)dx dx dx+

C1

2
x2 + C2x+ C3,

. . . . . . . . .
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y =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸
n разiв

f(x)dx dx . . . dx+
C1

(n − 1)!
xn−1+

+
C2

(n− 2)!
xn−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn, (6.9)

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.
Формула (6.9) визначає загальний розв’язок рiвняння (6.8).

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′ = sin2 3x.
Розв’язання. Iнтегруючи обидвi частини рiвняння, одержуємо

y′ =
∫

sin2 3x dx =

∫
1− cos 6x

2
dx =

x

2
− sin 6x

12
+ C1.

Iнтегруючи ще один раз, знаходимо загальний розв’язок:

y =

∫ (
x

2
− sin 6x

12
+ C1

)
dx =

x2

4
+

cos 6x

72
+ C1x+ C2,

де C1, C2 — довiльнi сталi, C1 := C1/2.
Вiдповiдь: y = x2

4 + cos 6x
72 + C1x+C2.

У динамiцi матерiальної точки рiвняння вигляду x′′ = f(t),
де t — час, x = x(t), зустрiчається при вивченнi прямолiнiйного
руху, якщо сила, що дiє на цю точку, залежить тiльки вiд часу.

Задача 1. Знайти закон руху x(t) матерiальної точки з ма-
сою m, яка рухається вздовж прямої пiд дiєю сили, що змiню-
ється за формулою F = k e−pt, де p > 0, якщо початковi поло-
ження та швидкiсть руху дорiвнюють нулю.
Розв’язання. Згiдно з другим законом Ньютона

mx′′ = k e−pt ⇒ x′′ =
k

m
e−pt,

тобто маємо рiвняння вигляду x′′ = f(t). Двiчi iнтегруючи, одер-
жуємо:

x′ = − k

mp
e−pt + C1 ⇒ x =

k

mp2
e−pt + C1t+ C2.
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Оскiльки, за умовою задачi, x(0) = 0, v(0) = x′(0) = 0, то
C1 =

k
mp , C2 = − k

mp2
, а тому

x =
k

mp2
e−pt +

k

mp
t− k

mp2
⇒ x(t) =

k

mp2
(
e−pt + pt− 1

)
.

Зауважимо, що оскiльки lim
t→+∞ e−pt = 0, то для великих зна-

чень t знайдений рух наближається до рiвномiрного руху

x(t) =
k

mp
t− k

mp2
.

Вiдповiдь: x(t) = k
mp2

(
e−pt + pt− 1

)
.

Розглянемо диференцiальне рiвняння, яке не мiстить шука-
ної функцiї та кiлькох її послiдовних перших похiдних, тобто
рiвняння вигляду

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0, (6.10)

де 1 � k < n. Уведемо нову невiдому функцiю z = z(x) за фор-
мулою

y(k) = z. (6.11)

З (6.10), (6.11) випливає, що функцiя z є розв’язком рiвняння

F
(
x, z, z′, . . . , z(n−k)

)
= 0. (6.12)

Звичайно, рiвняння (6.12) не обов’язково iнтегрується у скiнчен-
ному виглядi, але його порядок на k одиниць менший вiд поряд-
ку рiвняння (6.10). Якщо z = ω (x,C1, C2, . . . , Cn−k) — загальний
розв’язок рiвняння (6.12), то для знаходження функцiї y одер-
жуємо рiвняння k-го порядку

y(k) = ω (x,C1, . . . , Cn−k),

яке легко iнтегрується (це рiвняння вигляду (6.8)).

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′ =
√
2− 3y′.
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Розв’язання. Зробимо замiну y′ = z(x). Тодi для знаходження
функцiї z одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

z′ =
√
2− 3z.

Зiнтегруємо його:

dz√
2− 3z

= dx (2− 3z 
= 0) ⇒ −2

3

√
2− 3z = x+ C1 ⇒

⇒ 4

9
(2− 3z) = (x+ C1)

2 ⇒ z =
2

3
− 3

4
(x+ C1)

2.

Оскiльки z = y′, то

y′ =
2

3
− 3

4
(x+ C1)

2 ⇒ y =
2

3
x− 1

4
(x+ C1)

3 + C2.

Окрiм того, якщо z = 2/3, то y = 2x/3 + C. Цi розв’язки є
особливими.
Вiдповiдь: y = 2x/3− (x+ C1)

3
/
4 +C2, y = 2x/3 + C.

Задача 2. Точка з масою m рухається по прямiй пiд дiєю
сили, яка змiнюється за формулою F1 = A sinωt. Вважаючи, що
опiр середовища пропорцiйний швидкостi точки, тобто F2 = −kv,
вивести закон руху x(t) точки, якщо її початковi положення та
швидкiсть дорiвнюють нулю.
Розв’язання. За умовою задачi, F = F1 + F2. Згiдно з другим
законом Ньютона

ma = A sinωt− kv,

а оскiльки v = x′, a = x′′, то одержуємо диференцiальне рiвняння
вигляду (6.10):

mx′′ + kx′ = A sinωt.

Початковими умовами є x(0) = 0, x′(0) = 0 (за умовою задачi,
початковi положення та швидкiсть точки дорiвнюють нулю).

Уводимо нову функцiю x′ = u (тодi x′′ = u′) i одержуємо лi-
нiйне рiвняння першого порядку

u′ +
k

m
u =

A

m
sinωt
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з початковою умовою u(0) = 0. Розв’язок цього рiвняння можна
знайти за формулою (4.5) з лекцiї 4. Пропонуємо читачам само-
стiйно переконатися в тому, що

u = C1e
− k

m
t +

Am

k2 + ω2m2

(
k

m
sinωt− ω cosωt

)
.

З умови u(0) = 0 знаходимо сталу C1 =
Amω

k2+ω2m2 , а тому

u =
Am

k2 + ω2m2

(
ωe−

k
m
t +

k

m
sinωt− ω cosωt

)
.

Оскiльки u = x′, то функцiя x(t) є розв’язком рiвняння

x′ =
Am

k2 + ω2m2

(
ωe−

k
m
t +

k

m
sinωt− ω cosωt

)
,

iнтегруючи яке, знаходимо:

x(t) =
Am

k2 + ω2m2

(
−mω

k
e−

k
m
t − k

mω
cosωt− sinωt

)
+ C2.

Оскiльки x(0) = 0, то

C2 =
Am

k2 + ω2m2

(
mω

k
+

k

mω

)
⇒ C2 =

A

kω
.

Таким чином,

x(t) =
A

kω
− Am

k2 + ω2m2

(
mω

k
e−

k
m
t +

k

mω
cosωt+ sinωt

)
. �

Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння, яке явно не мi-
стить незалежної змiнної, тобто рiвняння вигляду

F
(
y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0. (6.13)

Покажемо, що порядок цього рiвняння можна знизити на оди-
ницю. Для цього введемо нову функцiю z за формулою y′ = z,
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уважаючи y новою незалежною змiнною, тобто z = z(y). Ви-
разимо похiднi y′′, y′′′, . . . , y(n) через функцiю z та її похiднi за
змiнною y:

y′′ =
dy′

dx
=
dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx

= z′z,

y′′′ =
dy′′

dx
=

d

dx

(
dz

dy
· z
)

=
d

dy

(
dz

dy
· z
)
dy

dx
= (z′′z + z′2)z,

. . . . . . . . .

y(n) = ω
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
.

Отже, для знаходження функцiї z одержали диференцiальне
рiвняння (n− 1)-го порядку

F
(
y, z, z′z , . . . , ω

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (6.14)

Якщо z = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1) — загальний розв’язок рiвнян-
ня (6.14), то загальний iнтеграл рiвняння (6.13) можемо знайти,
розв’язавши рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

y′ = ϕ (y,C1, C2, . . . , Cn−1).

Зауважимо, що приймаючи y за незалежну змiнну, можна
втратити розв’язки рiвняння (6.13) вигляду y = C. Безпосеред-
ньою пiдстановкою у рiвняння (6.13) потрiбно з’ясувати, чи має
воно такi розв’язки.

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння yy′′ = y′2 − y′3.
Розв’язання. Нехай y′ = z(y). Тодi y′′ = z′z i, пiдставляючи в
рiвняння, маємо:

yz
dz

dy
= z2 − z3 ⇒ z

(
y
dz

dy
− z + z2

)
= 0 ⇒

⇒ z = 0 або y
dz

dy
= z − z2.
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З першого рiвняння випливає, що y′ = 0 i, отже, y = C, а з
другого:

y
dz

dy
= z − z2 ⇒

∫
dz

z − z2
=

∫
dy

y

(
z − z2 
= 0, y 
= 0

) ⇒

⇒
∫ (

1

1− z
+

1

z

)
dz =

∫
dy

y
⇒ ln |z| − ln |1− z| = ln |y|+ C1 ⇒

⇒ z

1− z
= C1y ⇒ z =

C1y

1 +C1y
.

Оскiльки z = y′, то

y′ =
C1y

1 + C1y
⇒ dy

dx
=

C1y

1 + C1y
⇒

⇒ 1 +C1y

y
dy = C1dx (y 
= 0) ⇒

⇒
∫ (

1

y
+ C1

)
dy = C1x+ C2 ⇒ ln |y|+ C1y = C1x+ C2.

Якщо z − z2 = 0, то z = 0 або z = 1. Випадок z = 0 уже роз-
глянуто, а якщо z = 1, то y′ = 1, y = x + C. Усi цi прямi є
особливими розв’язками.
Вiдповiдь: ln |y|+ C1y = C1x+ C2, y = x+ C, y = C.

3. Однорiднi рiвняння. Диференцiальне рiвняння

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 (6.15)

називають однорiдним вiдносно шуканої функцiї та її похiдних,
якщо його лiва частина для довiльного t 
= 0 справджує умову

F
(
x, ty, ty′, . . . , ty(n)

)
= tm · F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
, (6.16)

де число m — вимiр однорiдностi функцiї F. Покажемо, що з
допомогою пiдстановки

z =
y′

y
⇒ y = e

∫
z(x)dx, (6.17)
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де z = z(x) — нова невiдома функцiя, порядок рiвняння (6.15)
можна знизити на одиницю. Справдi, оскiльки

y′ = yz, y′′ = y′z + yz′ = y(z2 + z′),

y′′′ = y · (z′′ + 3zz′ + z3), . . . , y(n) = y · g
(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
,

то, пiдставляючи цi вирази в (6.15), маємо спiввiдношення

F
(
x, y, y z, y · (z2 + z′), . . . , y · g

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0,

яке, враховуючи (6.16), можемо записати у виглядi

ym · F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , g

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0.

Пiсля скорочення на ym (y 
= 0) одержуємо диференцiальне рiв-
няння (n− 1)-го порядку:

F
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . , g

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0. (6.18)

Якщо z = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn−1) — загальний розв’язок рiвняння
(6.18), то, беручи до уваги (6.17), знаходимо загальний розв’язок
однорiдного рiвняння (6.15):

y = Cn · e
∫
ϕ(x,C1,C2,...,Cn−1)dx,

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.
Функцiя y = 0 теж є розв’язком рiвняння (6.15), але цей

розв’язок можна отримати iз загального при Cn = 0.

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння x2yy′′ − (y − xy′)2 = 0.
Розв’язання. Легко переконатися, що лiва частина рiвняння є
однорiдною функцiєю (вимiру 2), а тому задане рiвняння є одно-
рiдним. Нехай y′ = yz. Тодi y′′ = (z′ + z2)y i, пiдставляючи у
рiвняння, одержуємо:

x2y2(z′ + z2)− (y − xyz)2 = 0 ⇒
⇒ x2(z′ + z2)− (1− xz)2 = 0 (y 
= 0) ⇒
⇒ x2z′ + 2xz = 1 ⇒ z′ +

2

x
z =

1

x2
.
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Отже, маємо лiнiйне рiвняння першого порядку (лекцiя 4). Його
загальним розв’язком є z = 1/x+ C1

/
x2. Далi маємо:

y′

y
=

1

x
+
C1

x2
⇒

∫
dy

y
=

∫ (
1

x
+
C1

x2

)
dx ⇒

⇒ ln |y| = ln |x| − C1

x
+ C2 ⇒ y = C2xe

−C1
x .

Розв’язок y = 0 є частинним (його можна одержати iз загального
розв’язку при C2 = 0).
Вiдповiдь: y = C2xe

−C1/x.

Рекомендована лiтература: [9, с. 69–81], [14, с. 15–17,
50–58], [17, с. 227–287], [18, с. 136–161], [21, с. 91–113].

Питання до лекцiї 6

1. Який загальний вигляд має диференцiальне рiвняння n-го по-
рядку, розв’язане вiдносно старшої похiдної?

2. Як формулюється задача Кошi для диференцiального рiвнян-
ня n-го порядку? Яка достатня умова iснування розв’язку такої зада-
чi? Наведiть теорему Кошi про iснування та єдинiсть розв’язку задачi
Кошi. Який геометричний змiст має ця задача для диференцiального
рiвняння другого порядку?

3. Який механiчний змiст диференцiального рiвняння другого по-
рядку та його розв’язкiв?

4. Що називають загальним розв’язком (загальним iнтегралом) ди-
ференцiального рiвняння n-го порядку? Який розв’язок називають ча-
стинним, а який — особливим? Чи може диференцiальне рiвняння n-го
порядку мати безлiч особливих розв’язкiв?

5. Який вигляд має загальний розв’язок рiвняння y(n) = f(x) з
неперервною правою частиною?

6. З допомогою якої замiни можна знизити порядок диференцi-
ального рiвняння, що не мiстить шуканої функцiї, i рiвняння, що не
мiстить шуканої функцiї та послiдовних перших похiдних?

7. Як знизити порядок диференцiального рiвняння, яке не мiстить
незалежної змiнної?

8. Яку умову має справджувати лiва частина диференцiального
рiвняння F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, щоб воно було однорiдним вiдносно

шуканої функцiї та її похiдних? Яка замiна виконується у такому рiв-
няннi?
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Вправи до лекцiї 6

1. Зiнтегруйте рiвняння:

а) y′′ = 2x; б) y′′′ = sinx cosx; в) y(4) = 2x−2.

2. Знайдiть частинний розв’язок рiвняння y′′′ = cosx, який задо-
вольняє початковi умови y(0) = −5, y′(0) = 1, y′′(0) = 4.

3. Визначте тип рiвнянь та зiнтегруйте їх:

а) xy′′ + xy′2 + y′ = 0; б) y′ + y′′2 = xy′; в) 4
√
yy′′ = 1.

4. Знайдiть розв’язок рiвнянь, якi задовольняють заданi початко-
вi умови, дослiдивши попередньо питання про iснування та єдинiсть
шуканого розв’язку:

а) y′′ = (1 + y′2)3/2, y(0) = 1, y′(0) = 0;

б) 4y′ + y′′2 = 4xy′′, y(0) = 0, y′(0) = −1.

5. Вiдшукайте рiвняння, однорiдне вiдносно шуканої функцiї та її
похiдних, та зiнтегруйте його:

а) x2y2 − y′′2 + yy′2 = 0; б) xyy′′ + yy′ = xy′2 + y2;

в) xyy′′ + xy′2 −√
yy′ = 0.

6. Знайдiть iнтегральну криву рiвняння yy′′ + y′2 = 1, яка прохо-
дить через точку (0, 1) i дотикається у цiй точцi до прямої y = 1 − x.
Обґрунтуйте єдинiсть такої iнтегральної кривої.
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План

1. Основнi означення й поняття.
2. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.
3. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi функцiї.
4. Теорема про загальний розв’язок лiнiйного однорiдного

рiвняння.
5. Формула Остроградського–Лiувiлля.
6. Використання формули Остроградського–Лiувiлля для iн-

тегрування лiнiйних однорiдних рiвнянь другого порядку.

1. Основнi означення й поняття. У багатьох прикладних
задачах як самi функцiї, що вивчаються, так i їхнi похiднi набу-
вають настiльки малих значень, що їхнiми квадратами, кубами
i вищими степенями можна знехтувати. Це дозволяє замiнити
довiльнi залежностi мiж величинами залежностями лiнiйними.
Застосовуючи зазначену операцiю лiнеаризацiї до диференцiаль-
них рiвнянь, що описують певний процес чи явище, одержують
диференцiальнi рiвняння, в якi шукана функцiя та її похiднi вхо-
дять лiнiйно. Такi рiвняння називають лiнiйними.
Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку

називають рiвняння вигляду

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = f(x). (7.1)

Вважатимемо, що функцiї p1(x), p2(x), . . . , pn(x) (коефiцiєнти
рiвняння) i права частина f(x) неперервнi на деякому iнтервалi
(a, b).

Якщо f(x) ≡ 0 на iнтервалi (a, b), то рiвняння (7.1) називають
лiнiйним однорiдним. Воно має вигляд

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0. (7.2)

Якщо функцiя f(x) тотожно вiдмiнна вiд нуля на iнтервалi (a, b),
то рiвняння (7.1) називають лiнiйним неоднорiдним.
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Розглянемо питання про iснування розв’язку рiвняння (7.1).
Розв’язавши його вiдносно старшої похiдної, маємо:

y(n) = f(x)− p1(x)y
(n−1) − . . .− pn−1(x)y

′ − pn(x)y. (7.3)

На пiдставi зроблених припущень стосовно коефiцiєнтiв та пра-
вої частини рiвняння (7.1) переконуємось, що права частина рiв-
няння (7.3) є неперервною функцiєю на iнтервалi (a, b) i має не-
перервнi, а, отже, й обмеженi на вiдрiзку [a1, b1] ⊂ (a, b) частин-
нi похiднi за змiнними y, y′, . . . , y(n−1) (ними є функцiї −pn(x),
−pn−1(x), . . . , −p1(x) вiдповiдно). Таким чином, з теореми Кошi
(лекцiя 6) випливає, що для будь-яких початкових умов

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

де x0 ∈ (a, b), рiвняння (7.1) має єдиний розв’язок y = y(x). Цей
розв’язок n разiв диференцiйовний на iнтервалi (a, b). Особливих
розв’язкiв рiвняння (7.1) не має.

Для скорочення записiв позначимо лiву частину рiвняння
(7.1) через L(y):

L(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y. (7.4)

Таким чином, L(y) — це результат виконання над функцiєю y
операцiй, указаних у правiй частинi формули (7.4), а саме: зна-
ходження похiдних функцiї y до порядку n включно, множення
y, y′, y′′, . . . , y(n) на коефiцiєнти рiвняння й додавання отрима-
них добуткiв. Сукупнiсть цих операцiй позначимо через L:

L ≡ dn

dxn
+ p1(x)

dn−1

dxn−1
+ . . . + pn−1(x)

d

dx
+ pn(x)

i називатимемо лiнiйним диференцiальним оператором
n-го порядку.

Вiдзначимо основнi властивостi оператора L, якi випливають
з аналогiчних властивостей похiдних.

Властивiсть 1. Сталий множник можна винести за знак
лiнiйного диференцiального оператора, тобто

L(Cy) = C L(y).
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Властивiсть 2. Лiнiйний диференцiальний оператор вiд су-
ми функцiй дорiвнює сумi лiнiйних диференцiальних операторiв
вiд доданкiв, тобто

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2).

Використовуючи оператор L, лiнiйне неоднорiдне рiвняння
(7.1) i лiнiйне однорiдне рiвняння (7.2) можна записувати вiдпо-
вiдно як L(y) = f(x) i L(y) = 0.

2. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-
няння. Для знаходження дiйсних розв’язкiв лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння iнодi використовують його комплекснi
розв’язки.

Комплексну функцiю y(x) = u(x)+i v(x), де i =
√−1, дiйсної

змiнної x називають комплексним розв’язком рiвняння (7.2)
на iнтервалi (a, b), якщо її пiдстановка перетворює це рiвняння
у тотожнiсть L (y(x)) ≡ 0 для всiх x ∈ (a, b).

Покажемо, що якщо комплексна функцiя y(x) є розв’язком
рiвняння (7.2), то її дiйсна та уявна частини є дiйсними роз-
в’язками цього ж рiвняння. Справдi, нехай функцiя y(x) =
= y1(x) + iy2(x) є розв’язком рiвняння (7.2), тобто L (y(x)) ≡ 0.
Використовуючи властивостi 1, 2 оператора L, одержуємо, що

L (y(x)) = L (y1(x) + iy2(x)) = L (y1(x)) + iL (y2(x)) .

Отже, L(y1(x)) + iL(y2(x)) ≡ 0, звiдки й випливає, що

L(y1(x)) ≡ 0, L(y2(x)) ≡ 0.

Очевидно, кожне лiнiйне однорiдне рiвняння (7.2) має нульо-
вий розв’язок y ≡ 0, який називають тривiальним.

Нижче буде показано, що знання частинних розв’язкiв лiнiй-
ного однорiдного рiвняння спрощує процес побудови загального
розв’язку, а iнодi дозволяє повнiстю розв’язати задачу iнтегру-
вання цього рiвняння. Це є можливим завдяки тому, що частиннi
розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння мають низку цiкавих
властивостей, якi сформулюємо у виглядi теорем.
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Теорема 1. Якщо y1 — частинний розв’язок лiнiйного од-
норiдного рiвняння (7.2), то y = Cy1, де C — довiльна стала,
також є розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки L(y1) ≡ 0, a < x < b, то, використовуючи
властивiсть 1 оператора L, одержуємо, що

L(Cy1) = CL(y1) ≡ 0

i, отже, Cy1 є розв’язком рiвняння (7.2). Теорему доведено.

Таким чином, знаючи один частинний розв’язок рiвняння
(7.2), можемо без квадратур одержати вiдразу сiм’ю розв’язкiв
цього рiвняння, залежну вiд одного параметра (сталої C).

Теорема 2. Якщо y1 i y2 — два частиннi розв’язки лiнiй-
ного однорiдного рiвняння (7.2), то їхня сума y1 + y2 також є
розв’язком цього рiвняння.
Доведення. Оскiльки L(y1) ≡ 0, L(y2) ≡ 0, то, використовуючи
властивiсть 2 оператора L, одержуємо, що

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) ≡ 0.

Теорему доведено.

З теорем 1, 2 випливає таке твердження.

Теорема 3. Якщо y1, y2, . . . , yn — частиннi розв’язки лiнiй-
ного однорiдного рiвняння (7.2), то

y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn,

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi, також є розв’язком цього
рiвняння.

Для iлюстрацiї теореми 3 розглянемо рiвняння y′′ + y = 0.
Воно, як легко переконатись, має розв’язки y1(x) = cos x, y2(x) =
= sinx, а тому його розв’язком є також кожна функцiя сiм’ї y =
= C1 cosx+C2 sinx, де C1, C2 — довiльнi сталi.

Природно виникає питання: якими повиннi бути n частинних
розв’язкiв y1, y2, . . . , yn рiвняння (7.2), щоб їхня лiнiйна комбiна-
цiя y = C1y1+C2y2+ . . .+Cnyn, яка мiстить n довiльних сталих
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C1, C2, . . . , Cn, була загальним розв’язком цього рiвняння? Для
вiдповiдi на це важливе питання введемо поняття лiнiйної зале-
жностi (лiнiйної незалежностi) функцiй.

3. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi функцiї. Фун-
кцiї y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), визначенi на iнтервалi
(a, b), називають лiнiйно незалежними на цьому iнтервалi,
якщо спiввiдношення

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (7.5)

де α1, α2, . . . , αn — сталi, виконується для всiх x ∈ (a, b) тiльки
тодi, коли всi α1 = α2 = . . . = αn = 0. Якщо у спiввiдношеннi
(7.5) хоча б одна зi сталих α1, α2, . . . , αn вiдмiнна вiд нуля,
то функцiї y1, y2, . . . , yn називають лiнiйно залежними на
iнтервалi (a, b).

Розглянемо приклади.

1. Функцiї y1 = 1, y2 = x, . . . , yn = xn−1 лiнiйно незалежнi на
iнтервалi (−∞,+∞) i, взагалi, на довiльному iнтервалi. Справдi,
рiвнiсть α1 ·1 + α2x + . . . + αnx

n−1 = 0, в якiй не всi αj дорiв-
нюють нулю, не може виконуватись тотожно, бо є алгебричним
рiвнянням (n − 1)-го степеня, яке, як вiдомо з алгебри, не може
мати бiльше (n− 1) рiзних коренiв.

2. Функцiї y1 = cos x, y2 = sinx лiнiйно незалежнi на будь-
якому iнтервалi, бо спiввiдношення α1 cos x + α2 sinx = 0, де α1

i α2 одночасно не дорiвнюють нулю, не може виконуватись то-
тожно на жодному iнтервалi.

3. Функцiї y1 = sin2 x, y2 = cos2 x, y3 = 3 лiнiйно залежнi на
iнтервалi (−∞,+∞), бо 3 · sin2 x+ 3 · cos2 x+ (−1) · 3 ≡ 0.

Зауважимо, що у випадку лiнiйної залежностi функцiй одну
з них можна лiнiйно виразити через iншi. Наприклад, якщо фун-
кцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi i αn 
= 0, то з (7.5) одержуємо:

yn = − 1

αn
(α1y1 + α2y2 + . . .+ αn−1yn−1).

Для встановлення ознак лiнiйної залежностi та лiнiйної неза-
лежностi функцiй y1, y2, . . . , yn розглянемо визначник, складе-
ний з цих функцiй та їхнiх похiдних до порядку n− 1 включно:
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W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣. (7.6)

Визначник (7.6) називають визначником Вронського або
вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn.

Теорема 4 (необхiдна умова лiнiйної залежностi
n функцiй). Якщо функцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi на
деякому iнтервалi (a, b), то їхнiй вронскiан тотожно дорiвнює
нулю на цьому iнтервалi.
Доведення. Згiдно з умовою теореми для a < x < b маємо:

α1y1 + α2y2 + . . .+ αnyn ≡ 0, (7.7)

де не всi числа αj , j = 1, 2, . . . , n, дорiвнюють нулю. Диферен-
цiюючи спiввiдношення (7.7) (n − 1) разiв, одержуємо лiнiйну
однорiдну систему вiдносно α1, α2, . . . , αn:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
α1y1 + α2y2 + . . . + αnyn = 0,
α1y

′
1 + α2y

′
2 + . . . + αny

′
n = 0,

· · · · · · · · ·
α1y

(n−1)
1 + α2y

(n−1)
2 + . . .+ αny

(n−1)
n = 0.

(7.8)

Оскiльки хоча б одне число αj вiдмiнне вiд нуля, то система
(7.8) має ненульовий розв’язок. Отже, визначник цiєї системи,
який є вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn, дорiвнює нулю в ко-
жнiй точцi iнтервалу (a, b). Теорему доведено.

З теореми 4 випливає важливе твердження: якщо W (x) 
= 0
хоча б в однiй точцi iнтервалу (a, b), то функцiї y1, y2, . . . , yn є
лiнiйно незалежними на цьому iнтервалi. Наприклад, функцiї
ek1x, ek2x, ek3x лiнiйно незалежнi на (a, b), якщо k1, k2, k3 — рiзнi
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числа. Справдi,

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
ek1x ek2x ek3x

k1e
k1x k2e

k2x k3e
k3x

k21e
k1x k22e

k2x k23e
k3x

∣∣∣∣∣∣ = e(k1+k2+k3)x

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
k1 k2 k3

k21 k22 k23

∣∣∣∣∣∣ =
= e(k1+k2+k3)x(k3 − k1)(k3 − k2)(k2 − k1) 
= 0.

Наголошуємо, що тотожнiсть W (x) ≡ 0 є тiльки необхiдною
умовою лiнiйної залежностi функцiй y1, y2, . . . , yn, тобто з того,
щоW (x) ≡ 0, взагалi кажучи, не випливає, що функцiї y1, y2, . . . ,
yn лiнiйно залежнi (див. вправу 9 до цiєї лекцiї). Однак, якщо
y1, y2, . . . , yn є не довiльними функцiями, а частинними роз-
в’язками лiнiйного однорiдного рiвняння (7.2), то справджується
таке твердження.

Теорема 5 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi
n розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го поряд-
ку). Якщо розв’язки y1, y2, . . . , yn лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня (7.2) лiнiйно незалежнi на iнтервалi (a, b), то їхнiй вронскi-
ан вiдмiнний вiд нуля в усiх точках цього iнтервалу.
Доведення. Припустимо, що у деякiй точцi x0 ∈ (a, b)
W (x0) = 0. Складемо систему рiвнянь, уважаючи числа Cj за
невiдомi:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . . + Cnyn(x0) = 0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . . + Cny

′
n(x0) = 0,

. . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = 0.

(7.9)

Визначником системи (7.9) є W (x0), а оскiльки, за припущен-
ням, W (x0) = 0, то ця система має ненульовий розв’язок, який
позначимо через C1 = C̃1, C2 = C̃2, . . . , Cn = C̃n.

Складемо лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв y1, y2, . . . , yn:

y = C̃1y1 + C̃2y2 + . . .+ C̃nyn. (7.10)

Згiдно з теоремою 3 функцiя (7.10) є розв’язком рiвняння (7.2),
а з системи (7.9) випливає, що у точцi x = x0 розв’язок (7.10)
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перетворюється в нуль разом з усiма похiдними до порядку n−1
включно. Але цi самi умови задовольняє також тривiальний роз-
в’язок y ≡ 0 рiвняння (7.2) i, отже, згiдно з теоремою Кошi (про
єдинiсть розв’язку) обидва розв’язки збiгаються, тобто

C̃1y1 + C̃2y2 + . . .+ C̃nyn ≡ 0,

причому не всi числа C̃j дорiвнюють нулю. Це означає, що фун-
кцiї y1, y2, . . . , yn лiнiйно залежнi на iнтервалi (a, b), що супере-
чить умовi теореми. Отже, припущення про те, що W (x0) = 0,
x0 ∈ (a, b), хибне. Теорему доведено.

З теорем 4, 5 випливає ознака лiнiйної незалежностi n ча-
стинних розв’язкiв рiвняння (7.2): для того, щоб n розв’язкiв лi-
нiйного однорiдного рiвняння (7.2) були лiнiйно незалежними на
iнтервалi (a, b), необхiдно i достатньо, щоб їхнiй вронскiан
не перетворювався в нуль у жоднiй точцi цього iнтервалу.

4. Теорема про загальний розв’язок лiнiйного одно-
рiдного рiвняння. Будь-яку сукупнiсть n розв’язкiв лiнiйно-
го однорiдного рiвняння (7.2), визначених i лiнiйно незалежних
на iнтервалi (a, b), називають фундаментальною системою
розв’язкiв цього рiвняння на iнтервалi (a, b).

Наприклад, функцiї y1 = cosx, y2 = sinx утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв рiвняння y′′ + y = 0 на iнтервалi
(−∞,+∞), бо вони є розв’язками цього рiвняння i лiнiйно неза-
лежнi на (−∞,+∞). Але це рiвняння має й iншi фундаменталь-
нi системи розв’язкiв, наприклад, кожна пара функцiй вигляду
y1 = k cosx, y2 = k sinx, де k — довiльна стала, вiдмiнна вiд нуля,
також буде фундаментальною системою розв’язкiв.

Можна довести (див., наприклад, [21, с. 118–119]), що кожне
лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння має фундаменталь-
ну систему розв’язкiв, а як видно з наведеного прикладу, таке
рiвняння може мати безлiч фундаментальних систем розв’язкiв.

Знання фундаментальної системи розв’язкiв дає можливiсть
побудувати розв’язок рiвняння (7.2), який мiстить n довiльних
сталих, причому цей розв’язок буде загальним.
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Теорема 6. Якщо y1, y2, . . . , yn — фундаментальна систе-
ма розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (7.2), то загальний
розв’язок цього рiвняння визначається формулою

y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn, (7.11)

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi числа.
Доведення. Покажемо, що завжди можна вибрати сталi C1,
C2, . . . , Cn так, щоб формула (7.11) визначала розв’язок рiв-
няння (7.2), який задовольняє будь-якi наперед заданi початковi
умови:

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 . (7.12)

Для визначення C1, C2, . . . , Cn одержуємо неоднорiдну си-
стему лiнiйних алгебричних рiвнянь⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . . + Cnyn(x0) = y0,
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . . + Cny

′
n(x0) = y′0,

. . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) = y

(n−1)
0 .

(7.13)

Визначником системи (7.13) є W (x0). Згiдно з теоремою 5
W (x0) 
= 0 i, отже, система (7.13) має єдиний розв’язок C̃1,
C̃2, . . . , C̃n. Функцiя (7.11) є розв’язком рiвняння (7.2) згiдно
з теоремою 3. Вираз (7.11), в якому Ci = C̃i, i = 1, 2, . . . , n, оче-
видно, задовольняє початковi умови (7.12). Теорему доведено.

Розглянемо, наприклад, рiвняння

y′′ + y = 0.

Вище було показано, що функцiї y1 = cosx, y2 = sinx утворю-
ють фундаментальну систему розв’язкiв на iнтервалi (−∞,+∞),
а тому згiдно з теоремою 6 функцiя y = C1 cos x + C2 sinx є за-
гальним розв’язком наведеного рiвняння.
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5. Формула Остроградського–Лiувiлля. Нехай маємо
n лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв y1, y2, . . . , yn лiнiйно-
го однорiдного рiвняння (7.2). Тодi це рiвняння можна записати
у виглядi ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn y
y′1 y′2 · · · y′n y′

· · · · · · · · · · · · · · ·
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n y(n−1)

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (7.14)

бо рiвняння (7.14) має тi самi лiнiйно незалежнi розв’язки, що й
(7.2). Справдi, якщо пiдставити в (7.14) замiсть y одну з функ-
цiй y1, y2, . . . , yn, то одержимо визначник, який має два однаковi
стовпцi i тому тотожно рiвний нулю. Звiдси випливає, що загаль-
нi розв’язки рiвнянь (7.2) i (7.14) однаковi, а самi рiвняння вiд-
рiзняються лише множником. Розкладаючи визначник з (7.14)
за елементами останнього стовпця, запишемо рiвняння (7.14) у
виглядi

Δ0(x)y
(n) −Δ1(x)y

(n−1) +Δ2(x)y
(n−2) − . . .

. . .+ (−1)kΔk(x)y
(n−k) + . . .+ (−1)nΔn(x)y = 0, (7.15)

де Δi(x) — визначник, утворений викреслюванням останнього
стовпця i (n+ 1− i)-го рядка у визначнику з (7.14).

Оскiльки рiвняння (7.15) збiгається з рiвнянням (7.2), то при-
рiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових похiдних i враховуючи, що
Δ0(x) =W (x), одержуємо:

p1(x) = −Δ1(x)

W (x)
,

p2(x) =
Δ2(x)

W (x)
, . . . , pn(x) = (−1)n

Δn(x)

W (x)
.

(7.16)

Здиференцiюємо тепер вронскiан (7.6), використовуючи та-
ке правило: похiдна вiд визначника n-го порядку дорiвнює сумi
n визначникiв, якi одержуємо з нього почерговою замiною еле-
ментiв першого, другого, . . . , n-го рядка їхнiми похiдними. Усi цi
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визначники, крiм останнього, дорiвнюють нулю (бо вони мають
два однаковi рядки), а тому

W ′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n)
1 y

(n)
2 · · · y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Легко бачити, що W ′(x) = Δ1(x), а якщо врахувати першу
формулу з (7.16), то

W ′(x)
W (x)

= − p1(x),

звiдки, iнтегруючи, знаходимо

W (x) =W (x0) · e
−

x∫

x0

p1(x)dx

, (7.17)

де x = x0 — довiльна точка з iнтервалу (a, b). Формулу (7.17) на-
зивають формулою Остроградського–Лiувiлля. Вона дозво-
ляє знайти вронскiан фундаментальної системи розв’язкiв рiв-
няння (7.2), не маючи самої системи.

З формули Остроградського–Лiувiлля випливають такi вла-
стивостi вронскiана розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня:

1. Якщо вронскiан n розв’язкiв y1, y2, . . . , yn рiвняння (7.2)
дорiвнює нулю в деякiй точцi x0 ∈ (a, b), то вiн дорiвнює нулю
в усiх точках цього iнтервалу.

2. Якщо вронскiан n розв’язкiв рiвняння (7.2) вiдмiнний вiд
нуля хоч в однiй точцi x0 ∈ (a, b), то вiн вiдмiнний вiд нуля в
усiх точках цього iнтервалу.

Формулу (7.14) можна використовувати для побудови дифе-
ренцiального рiвняння, якщо вiдомою є його фундаментальна
система розв’язкiв.

Приклад 1. Побудувати диференцiальне рiвняння, яке має
фундаментальну систему розв’язкiв y1(x) = x2, y2(x) = x− 1.
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Розв’язання. Скористаємось формулою (7.14):∣∣∣∣∣∣
x2 x− 1 y
2x 1 y′

2 0 y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розкладаючи визначник за елементами третього стовпця, маємо:

y

∣∣∣∣ 2x 1
2 0

∣∣∣∣− y′
∣∣∣∣ x2 x− 1

2 0

∣∣∣∣+ y′′
∣∣∣∣ x2 x− 1
2x 1

∣∣∣∣ = 0 ⇒

⇒ (2x− x2)y′′ + 2(x− 1)y′ − 2y = 0. �

6. Використання формули Остроградського–Лiувiлля
для iнтегрування лiнiйних однорiдних рiвнянь другого
порядку. Якщо вiдомо один нетривiальний частинний розв’я-
зок y1(x) рiвняння (7.2), то це рiвняння можна зiнтегрувати з
використанням формули Остроградського–Лiувiлля.

Згiдно з теоремою 6 цiєї лекцiї для того, щоб знайти загаль-
ний розв’язок рiвняння (7.2), потрiбно знати фундаментальну
систему розв’язкiв цього рiвняння. Нехай y2(x) — такий розв’я-
зок рiвняння (7.2), що y1(x), y2(x) утворюють фундаментальну
систему розв’язкiв. Використовуючи формулу Остроградського–
Лiувiлля у виглядi W (x) = C · e−

∫
p(x)dx (формула (7.17)), одер-

жуємо: ∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = e−
∫
p(x)dx (якщо C = 1) ⇒

⇒ y1y
′
2 − y′1y2 = e−

∫
p(x)dx. (7.18)

Отже, для знаходження функцiї y2(x) маємо рiвняння
(7.18) — лiнiйне рiвняння першого порядку. Зiнтегруємо його.
Для цього подiлимо обидвi частини цього рiвняння на y21 (y1 
= 0):(

y2
y1

)′
=

1

y21
e−

∫
p(x)dx ⇒ y2 = y1

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx.
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Оскiльки функцiї y1(x), y2(x) за побудовою утворюють фунда-
ментальну систему розв’язкiв рiвняння (7.2), то шуканим загаль-
ним розв’язком є

y = y1

(
C1 + C2

∫
e−

∫
p(x)dx

y21
dx

)
.

Останню формулу називають формулою Абеля.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння

(x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

Розв’язання. Легко перевiрити, що y1(x) = x є частинним
розв’язком заданого рiвняння. Оскiльки p(x) = − 2x

x2+1
, то, ви-

користовуючи формулу (7.18), одержуємо:

y1y
′
2 − y′1y2 = e

∫
2x

x2+1
dx ⇒ y1y

′
2 − y′1y2 = eln(x

2+1) ⇒

⇒ y1y
′
2 − y′1y2
y21

=
x2 + 1

x2
⇒

(
y2
y1

)′
=
x2 + 1

x2
⇒

⇒ y2 = x

(
x− 1

x

)
= x2 − 1.

Отже, загальним розв’язком є y = C1x+ C2(x
2 − 1). �

Рекомендована лiтература: [9, с. 88–100], [11, с. 93–106],
[14, с. 91–102], [15, с. 27–41], [18, с. 174–197], [21, с. 113–121].

Питання до лекцiї 7

1. Який вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку?
Чим вiдрiзняється лiнiйне однорiдне рiвняння вiд лiнiйного неоднорiд-
ного?

2. Що називають лiнiйним диференцiальним оператором n-го по-
рядку i якi його основнi властивостi? Як можна записати лiнiйнi одно-
рiдне i неоднорiдне рiвняння з використанням лiнiйного диференцiаль-
ного оператора?

3. Що називають комплексним розв’язком лiнiйного однорiдного
рiвняння? Доведiть, що дiйсна i уявна частини комплексного розв’язку
також є розв’язками цього рiвняння.
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4. Чи є лiнiйна комбiнацiя зi сталими коефiцiєнтами частинних роз-
в’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння розв’язком цього ж рiвняння?

5. Якi функцiї називають лiнiйно незалежними та лiнiйно залеж-
ними на iнтервалi? Наведiть приклади таких функцiй.

6. Що називають вронскiаном функцiй y1, y2, . . . , yn? Як форму-
люється необхiдна умова лiнiйної залежностi функцiй y1, y2, . . . , yn?

7. Як формулюється необхiдна i достатня умова лiнiйної незале-
жностi n частинних розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння?

8. Що таке фундаментальна система розв’язкiв лiнiйного однорiд-
ного рiвняння? Як побудувати загальний розв’язок лiнiйного однорiд-
ного рiвняння, знаючи його фундаментальну систему розв’язкiв?

9. Який вигляд має формула Остроградського – Лiувiлля? Наве-
дiть властивостi вронскiана розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння,
якi випливають з цiєї формули.

10. Як, маючи один частинний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння другого порядку, зiнтегрувати це рiвняння у квадратурах?Який
вигляд має формула Абеля?

Вправи до лекцiї 7

1. Знайдiть L(ex), L(e2x), L(x2), якщо L — лiнiйний диференцiаль-
ний оператор, заданий формулою

L ≡ d2

dx2
− 4

d

dx
+ 3.

2. З’ясуйте, розв’язком якого рiвняння є функцiя y = x2ex:

а) y′′′ − 2y′′ = xex; б) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0; в) y′′ − 2y′ + y = x2ex.

3. Знайдiть вронскiан функцiй:

а) y1 = x2, y2 =
√
x; б) y1 = ex, y2 = 4ex;

в) y1 = cos2 x, y2 = cos 2x, y3 = 1.

Чи можна, знаючи вронскiан, зробити висновок про лiнiйну залеж-
нiсть (лiнiйну незалежнiсть) цих функцiй?

4. Дослiдiть на лiнiйну залежнiсть функцiї:

а) y1 = e2x, y2 = x2; б) y1 = 3x+ 5, y2 = 9x+ 15;
в) y1 = 2x, y2 = 3x, y3 = 4x.
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5. Доведiть, що y = C1e
2x + C2e

−3x є загальним розв’язком дифе-
ренцiального рiвняння y′′ + y′ − 6y = 0.

6. Доведiть, що функцiї y1, y2 лiнiйно залежнi на деякому iнтер-
валi (a, b), якщо y1

y2
≡ const 
= 0, a < x < b.

7. Доведiть, що якщо серед функцiй y1, y2, . . . , yn хоч одна тотожно
дорiвнює нулю, то вони лiнiйно залежнi.

8. Запишiть лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого
порядку, яке має фундаментальну систему розв’язкiв:

а) y1 = sinx, y2 = cos 2x; б) y1 = ex, y2 = e2x.

9. Доведiть, що вронскiан функцiй

y1(x) =

{
0, якщо x ∈ [−1, 0],
x2, якщо x ∈ [0, 1], y2(x) =

{
x2, якщо x ∈ [−1, 0],
0, якщо x ∈ [0, 1],

тотожно дорiвнює нулю, але вони лiнiйно незалежнi на вiдрiзку [−1, 1].
10. Зiнтегруйте рiвняння, знаючи їхнi частиннi розв’язки y1(x):

а) (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0, y1(x) = e−2x;
б) x(x− 1)y′′ − xy′ + y = 0, y1(x) = x.
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Лекцiя 8. Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Метод Ейлера. Випадок простих характеристичних чисел.
3. Метод Ейлера. Випадок кратних характеристичних чисел.
4. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь зi сталими ко-

ефiцiєнтами.
5. Застосування лiнiйних однорiдних диференцiальних рiв-

нянь другого порядку до коливальних рухiв.

1. Основнi означення й поняття. Лiнiйнi рiвняння зi ста-
лими коефiцiєнтами — важливий клас диференцiальних рiвнянь.
Їхнi розв’язки виражаються через елементарнi функцiї або у ква-
дратурах. До таких рiвнянь зводиться багато прикладних задач,
зокрема з теоретичної механiки i електрики.

Нехай маємо лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x),

де коефiцiєнти a1, a2, . . . , an — дiйснi числа, а права частина
f(x) неперервна на iнтервалi (a, b) функцiя (зокрема, вона може
бути й сталою).

Розглянемо спочатку питання про побудову загального роз-
в’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння, тобто рiвняння

L(y) = 0. (8.1)

Для знаходження загального розв’язку рiвняння (8.1) потрiбно
знати хоча б одну фундаментальну систему розв’язкiв y1(x),
y2(x), . . . , yn(x) цього рiвняння. Тодi згiдно з теоремою 6 лекцiї 7
загальним розв’язком цього рiвняння буде

y = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x),

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.
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Легко переконатися, що лiнiйне однорiдне рiвняння першого
порядку y′ + ay = 0, де a — дiйсна стала, має частинний розв’я-
зок y1 = e−ax. Спробуємо й для лiнiйного однорiдного рiвняння
n-го порядку (8.1) частинний розв’язок вiдшукати у виглядi

y = ekx, (8.2)

де k — деяке, поки що невизначене, число (дiйсне або компле-
ксне). Пiдставляючи (8.2) в лiву частину рiвняння (8.1), одержу-
ємо:

L(ekx) = (kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k + an) · ekx. (8.3)

З (8.3) випливає, що функцiя (8.2) буде розв’язком диферен-
цiального рiвняння (8.1) тодi i тiльки тодi, коли число k є коренем
алгебричного рiвняння

P (k) ≡ kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an−1k + an = 0. (8.4)

Багаточлен P (k) називають характеристичним багато-
членом, рiвняння (8.4) — характеристичним рiвнянням,
яке вiдповiдає рiвнянню (8.1), а коренi рiвняння (8.4) — хара-
ктеристичними числами рiвняння (8.1). Легко бачити, що
складаючи характеристичне рiвняння, досить замiнити в (8.1)
похiднi рiзних порядкiв вiдповiдними степенями k.

2. Метод Ейлера. Випадок простих характеристичних
чисел. Структура фундаментальної системи розв’язкiв, а отже,
i загального розв’язку рiвняння (8.1) залежить вiд характери-
стичних чисел. Припустимо, що всi характеристичнi числа k1,
k2, . . . , kn дiйснi та простi (рiзнi). Тодi згiдно з (8.2) функцiї

y1 = ek1x, y2 = ek2x, . . . , yn = eknx (8.5)

є частинними розв’язками рiвняння (8.1). Покажемо, що вони є
лiнiйно незалежними. Для цього обчислимо вронскiан функцiй
(8.5):
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W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ek1x ek2x · · · eknx

k1e
k1x k2e

k2x · · · kne
knx

· · · · · · · · · · · ·
kn−1
1 ek1x kn−1

2 ek2x · · · kn−1
n eknx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= e(k1+k2+···+kn)x ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
k1 k2 · · · kn
· · · · · · · · · · · ·
kn−1
1 kn−1

2 · · · kn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Визначник у правiй частинi останньої рiвностi є визначником
Вандермонда i, як вiдомо з курсу алгебри, дорiвнює добутку
множникiв вигляду kj − ki, де 1 � i < j � n. За припущен-
ням, kj 
= ki (j 
= i), тому W (x) 
= 0. Таким чином, функцiї (8.5)
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (8.1), а
тому згiдно з теоремою 6 (лекцiя 7) функцiя

y = C1e
k1x + C2e

k2x + . . . + Cne
knx,

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi, є загальним розв’язком рiв-
няння (8.1).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 0.
Розв’язання. Складаємо характеристичне рiвняння k2 − 3k +
+ 2 = 0. Його коренями є k1 = 1 i k2 = 2. Отже, загальний
розв’язок має вигляд y = C1e

x + C2e
2x, де C1, C2 — довiльнi

сталi. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 7y′′ + 12y′ = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3−7k2+12k = 0 має
простi коренi k1 = 0, k2 = 3, k3 = 4. Отже, загальним розв’язком
є y = C1 +C2e

3x +C3e
4x, де C1, C2, C3 — довiльнi сталi. �

Розглянемо випадок, коли всi характеристичнi числа рiзнi,
але серед них є комплекснi. Нехай a + bi — одне з таких чисел.
Вiдомо, що коли алгебричне рiвняння з дiйсними коефiцiєнта-
ми має комплексний корiнь, то воно має також i спряжений з



Лекцiя 8. Лiнiйнi однорiднi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами 105

ним корiнь. Отже, характеристичне рiвняння у випадку, який
розглядаємо, має також комплексно-спряжений корiнь a− bi.

Характеристичному числу a+bi вiдповiдає комплексний роз-
в’язок y = e(a+bi)x. Але, оскiльки за формулою Ейлера

e(a+bi)x = eax(cos bx+ i sin bx),

то дiйсна та уявна частини, тобто функцiї eax cos bx, eax sin bx
також є розв’язками рiвняння (8.1) (див. п. 2 лекцiї 7), причо-
му цi розв’язки лiнiйно незалежнi на (−∞,+∞) (пропонуємо са-
мостiйно переконатися, що їхнiй вронскiан вiдмiнний вiд нуля).
Спряженому кореню a−bi вiдповiдають також два дiйснi лiнiйно
незалежнi частиннi розв’язки eax cos bx,−eax sin bx, але розв’язок
−eax sin bx лiнiйно залежний з eax sin bx i, отже, спряжений ко-
рiнь не породжує нових дiйсних лiнiйно незалежних частинних
розв’язкiв.

Таким чином, якщо всi характеристичнi числа рiзнi, але се-
ред них є комплекснi, то кожному дiйсному кореню k вiдповiдає
розв’язок ekx, а кожнiй парi комплексно-спряжених коренiв a±bi
вiдповiдають два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки ви-
гляду eax cos bx i eax sin bx. Усього матимемо n дiйсних частинних
розв’язкiв вигляду

ekx, eax cos bx, eax sin bx, (8.6)

якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Згiдно з тео-
ремою 6 з лекцiї 7 загальний розв’язок рiвняння (8.1) одержимо
у виглядi лiнiйної комбiнацiї усiх частинних розв’язкiв (8.6) з
довiльними сталими C1, C2, . . . , Cn.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 3y′′ +9y′ +13y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 3k2 +9k+13 = 0
має один дiйсний i два комплексно-спряженi коренi: k1 = −1,
k2 = 2 + 3i, k3 = 2− 3i. Тому функцiї e−x, e2x cos 3x, e2x sin 3x
утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, а загальним
розв’язком є

y = C1e
−x + C2e

2x cos 3x+ C3e
2x sin 3x. �
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3. Метод Ейлера. Випадок кратних характеристичних
чисел.Нехай k1 — дiйсне або комплексне характеристичне число
кратностi s. Тодi, як вiдомо з алгебри,

P (k1) = P ′(k1) = . . .= P (s−1)(k1) = 0, P (s)(k1) 
= 0, (8.7)

де P (k) — характеристичний багаточлен (див. (8.4)).
Для знаходження розв’язкiв, якi вiдповiдають характеристи-

чному числу k1, здиференцiюємо тотожнiсть (8.3), записану у
виглядi

L(ekx) = P (k) · ekx,
m разiв за змiнною k, використовуючи формулу Лейбнiца для
m-ї похiдної вiд добутку двох функцiй:

(uv)(m) =

m∑
j=0

Cjm u
(j)v(m−j),

де Cjm = m!
(m−j)!j! — кiлькiсть сполучень з m елементiв по j. Ма-

тимемо:

L(xmekx) =
m∑
j=0

Cjm P
(j)(k)xm−j ekx.

Тепер, враховуючи (8.7), приходимо до висновку, що
L(xmek1x) ≡ 0 для m = 0, 1, . . . , s− 1. Це означає, що функцiї

ek1x, xek1x, x2ek1x, . . . , xs−1ek1x (8.8)

є розв’язками рiвняння (8.1). Вони, як легко показати, є лiнiйно
незалежними на iнтервалi (−∞,+∞). Якщо при цьому число k1
є дiйсним, то функцiї (8.8) також будуть дiйсними. Таким чином,
кожному дiйсному характеристичному числу k1 кратностi s вiд-
повiдає s дiйсних лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду (8.8).

Якщо маємо комплексне характеристичне число a+ bi крат-
ностi s, то характеристичним числом тiєї ж кратностi буде також
спряжене число a− bi. Згiдно з (8.8) числу a+ bi вiдповiдають s
комплексних розв’язкiв:

e(a+ib)x, xe(a+ib)x, x2e(a+ib)x, . . . , xs−1e(a+ib)x.
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Видiляючи в них дiйснi та уявнi частини, одержуємо 2s дiйсних
розв’язкiв:{

eax cos bx, xeax cos bx, . . . , xs−1eax cos bx,
eax sin bx, xeax sin bx, . . . , xs−1eax sin bx.

(8.9)

Нескладно довести, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на
(−∞,+∞).

Так само, як i для випадку простого комплексного характе-
ристичного числа, кратне характеристичне число a − bi не по-
роджує нових дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.
Таким чином, кожнiй парi комплексно-спряжених характерис-
тичних чисел a± bi кратностi s вiдповiдають 2s дiйсних лiнiйно
незалежних розв’язкiв вигляду (8.9).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 7y′′ +15y′ − 9y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 7k2 + 15k − 9 =
= 0 має один простий корiнь k1 = 1 i один кратний корiнь k2 =
= k3 = 3. Цим кореням вiдповiдають розв’язки ex, e3x, xe3x, а
y = C1e

x + C2e
3x + C3xe

3x є загальним розв’язком. �

Приклад 5. Зiнтегрувати рiвняння y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 3k2 + 3k − 1 =
= 0 має кратний дiйсний корiнь k1 = k2 = k3 = 1. Отже, задане
рiвняння має три лiнiйно незалежнi розв’язки ex, xex, x2ex, а
його загальним розв’язком є y = C1e

x + C2xe
x + C3x

2ex. �

Приклад 6. Зiнтегрувати рiвняння y(5) − y(4) + 8y′′′ − 8y′′ +
+ 16y′ − 16y = 0.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k5 − k4 + 8k3 − 8k2 +
+ 16k − 16 = 0 має один простий корiнь k1 = 1 i два кратнi
комплексно-спряженi коренi k2 = k3 = 2i, k4 = k5 = −2i. Отже,
загальним розв’язком є

y = C1e
x + C2 cos 2x+ C3x cos 2x+ C4 sin 2x+C5x sin 2x. �
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4. Диференцiальнi рiвняння, звiднi до рiвнянь зi ста-
лими коефiцiєнтами. Розглянемо деякi лiнiйнi диференцiаль-
нi рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами, якi з допомогою замiни
незалежної змiнної можна звести до рiвнянь зi сталими коефiцi-
єнтами.
Рiвнянням Ейлера називають диференцiальне рiвняння

вигляду

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . .+ an−1xy

′ + any = 0, (8.10)

де a1, a2, . . . , an — сталi дiйснi числа.
Побудуємо загальний розв’язок рiвняння Ейлера для x > 0

(якщо x < 0, то в усiх наступних викладках потрiбно замiнити x
на −x). Зробимо замiну незалежної змiнної за формулою x = et.
Тодi

y′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
= y′t · e−t,

y′′x2 =
(
y′′t2 · e−t − y′t · e−t

)
e−t =

(
y′′t2 − y′t

)
e−2t,

y′′′x3 =
(
y′′′t3 − 3y′′t2 + 2y′t

)
e−3t, . . . ,

y
(n)
xn =

(
y
(n)
tn + . . . + (−1)n−1(n − 1)! y′t

)
e−nt.

Пiдставляючи x = et i знайденi вирази для y′x, y′′x2 , . . . , y
(n)
xn

у (8.10), одержимо лiнiйне однорiдне рiвняння n-го порядку зi
сталими коефiцiєнтами. Знайшовши загальний розв’язок цього
рiвняння i пiдставивши у нього t = lnx, матимемо загальний
розв’язок рiвняння Ейлера.

Приклад 7. Зiнтегрувати рiвняння x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0.
Розв’язання. Зробимо замiну незалежної змiнної за форму-
лою x = et (t = lnx). Тодi, як було доведено, y′x = y′te−t, y′′x2 =
=
(
y′′t2 − y′t

)
e−2t. Пiдставляючи цi вирази у початкове рiвняння,

для знаходження функцiї y = y(t) одержуємо:

e2t
(
y′′ − y′

)
e−2t − 2ety′e−t + 2y = 0 ⇒ y′′ − 3y′ + 2y = 0 ⇒

⇒ y = C1e
t+ C2e

2t (див. приклад 1) ⇒ y = C1e
lnx+ C2e

2 lnx ⇒
⇒ y = C1x+ C2x

2. �
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Узагальненням рiвняння Ейлера є рiвняння Лаґранжа.
Так називають диференцiальне рiвняння вигляду

(ax+ b)ny(n) + p1(ax+ b)n−1y(n−1) + . . .

. . . + pn−1(ax+ b)y′ + pny = 0, (8.11)

де a, b, p1, p2, . . . , pn — сталi.
Якщо використати пiдстановку ax+ b = q i позначити q = et

або вiдразу зробити замiну незалежної змiнної за формулою ax+
+ b = et, то рiвняння Лаґранжа (8.11) зведеться до лiнiйного
рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

5. Застосування лiнiйних однорiдних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку до коливальних рухiв. При-
пустимо, що матерiальна точка з масою m прямолiнiйно рухає-
ться вздовж осi Ox пiд дiєю трьох сил:

1) сили F1, що притягує точку до початку координат; цю силу
вважатимемо пропорцiйною вiддалi x точки вiд початку коорди-
нат, тобто F1 = −ax, де a > 0;

2) сили F2 опору середовища, яку припускатимемо пропорцiй-
ною швидкостi руху точки (це припущення близьке до дiйсностi
для незначних швидкостей), тобто F2 = −bx′, де b � 0;

3) збурювальної (зовнiшньої) сили, що спрямована вздовж осi
Ox i дорiвнює F3(t) у момент часу t.

Тодi згiдно з другим законом Ньютона F = ma, де F = F1 +
+F2 +F3, a = x′′(t), маємо диференцiальне рiвняння руху мате-
рiальної точки:

mx′′ = −ax− bx′ + F3(t)

або
x′′ + 2p x′ + q2x = f(t), (8.12)

де p = b/(2m) � 0 — коефiцiєнт опору, q =
√
a/m > 0 — кое-

фiцiєнт вiдхилення, f(t) = F3(t)/m.
Рiвняння (8.12) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням другого

порядку зi сталими коефiцiєнтами. Зiнтегрувавши його, знайде-
мо закон руху матерiальної точки.
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Оскiльки найбiльший iнтерес становлять випадки, коли рух,
який визначений рiвнянням (8.12), є коливанням точки бiля по-
ложення x = 0, то рiвняння (8.12) називають рiвнянням ко-
ливань. При цьому, якщо збурювальна сила вiдсутня, тобто
f(t) ≡ 0, то рiвняння (8.12) називають рiвнянням вiльних
коливань i воно має вигляд

x′′ + 2p x′ + q2x = 0. (8.13)

Диференцiальне рiвняння (8.12), у якому права частина тотожно
вiдмiнна вiд нуля, називають рiвнянням вимушених коли-
вань.

Розглянемо рiвняння (8.13) i з’ясуємо, як коефiцiєнти p, q
впливають на характер руху матерiальної точки. Проаналiзуємо
окремi випадки рiвняння (8.13).

Випадок 1. Рух вiдбувається в середовищi без опору (p = 0).
Тодi рiвняння руху має вигляд

x′′ + q2x = 0. (8.14)

Зауважимо, що рiвняння (8.14) описує вертикальнi рухи тiла,
пiдвiшеного на пружинi, пiд впливом сили пружностi пружини
i сили ваги, малi коливання маятника, коливання повiтря в аку-
стичному резонаторi та iншi явища коливної природи.

Характеристичним рiвнянням для (8.14) є k2+ q2 = 0, харак-
теристичними числами — комплексно-спряжена пара k1 = qi,
k2 = − qi, а тому загальним розв’язком рiвняння (8.14) є

x = C1 cos qt+ C2 sin qt.

Замiсть довiльних сталих C1, C2 введемо новi сталi A i ϕ (A > 0)
за формулами C1 = A sinϕ, C2 = A cosϕ. Тодi

A =
√
C2
1 + C2

2 , ϕ = arctg
C1

C2
(C2 
= 0),

x = A sinϕ cos qt+A cosϕ sin qt ⇒
⇒ x(t) = A sin(qt+ ϕ). (8.15)
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Рух, який описується формулою (8.15), називають гармо-
нiчним коливанням. Вiн є, очевидно, перiодичним рухом з
перiодом T = 2π/q i частотою q. Число A називають амплi-
тудою коливання (8.15) (це максимальне вiдхилення точки вiд
стану рiвноваги). Величину qt+ ϕ називають фазою коливан-
ня. Значення фази коливання при t = 0, тобто кут ϕ, називають
початковою фазою коливання (8.15).

З формули (8.15) випливає, що всi рухи, визначенi рiвнянням
(8.14), обмеженi, бо при t → +∞ |x(t)| � A. Графiк кожного
конкретного руху можна одержати з допомогою елементарних
перетворень графiка функцiї x = sin t (рис. 8.1).

O t

x

A

−A

x0

x = A

x = A sin(qt+ ϕ)

Рис. 8.1

Будь-яким початковим умовам x(0) = x0, x′(0) = x′0 згiд-
но з теоремою про iснування та єдинiсть розв’язку задачi Ко-
шi для лiнiйного рiвняння n-го порядку (лекцiя 6) вiдповi-
дає єдиний рух з формули (8.15). Знайдемо цей рух. Оскiльки
x′ = Aq cos(qt+ ϕ), то вiдповiднi значення амплiтуди A i почат-
кової фази ϕ одержуємо iз системи{

A sinϕ = x0,
Aq cosϕ = x′0

⇒ A =
1

q

√
q2x20 + x′0

2, ϕ = arctg
qx0
x′0

.

Випадок 2. Рух вiдбувається в середовищi з опором p > 0.
Характеристичним рiвнянням для (8.13) є k2 + 2pk + q2 = 0, а
характеристичними числами — числа

k1 = −p+
√
p2 − q2 i k2 = −p−

√
p2 − q2.
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Якщо p2 − q2 < 0, то, позначивши p2 − q2 = −h2, загальний
розв’язок рiвняння (8.13) можемо записати як

x = e−pt(C1 cos ht+C2 sinht),

де h =
√
q2 − p2, або, враховуючи позначення, якi використову-

вались при виведеннi формули (8.15), у виглядi

x(t) = Ae−pt sin(ht+ ϕ). (8.16)

Рух точки, який описується формулою (8.16), називають зга-
саючим гармонiчним коливанням з перiодом T = 2π/h, ча-
стотою h, амплiтудою Ae−pt, початковою фазою ϕ (рис. 8.2). На
вiдмiну вiд гармонiчного коливання (8.15) тут амплiтуда є вели-
чиною змiнною. Але вона обмежена, бо Ae−pt � A, i прямує до
нуля при t → +∞. Число A називають початковою амплiту-
дою, а p — коефiцiєнтом згасання. Множник e−pt характе-
ризує швидкiсть згасання коливання.

O t

x

x = Ae−pt

x = Ae−pt sin(ht+ ϕ)

Рис. 8.2

Якщо p2 − q2 > 0, то, позначивши p2 − q2 = h2, загальний
розв’язок рiвняння (8.13) запишемо у виглядi

x(t) = C1e
(h−p) t + C2e

−(h+p) t. (8.17)

Оскiльки h < p, то x(t) → 0 при t→ +∞. Нарештi, якщо p2−q2 =
= 0, то k1 = k2 = − p, а загальним розв’язком є

x(t) = e−p t(C1 + C2t), (8.18)
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причому знову x(t) → 0 при t→ +∞.
Рухи, якi описуються формулами (8.17) i (8.18), називають

аперiодичними згасаючими рухами. Iз зростанням t вiдхи-
лення x(t) асимптотично наближається до нуля, i коливань нав-
коло положення x = 0 немає. Усi розглянутi рухи називають
вiльними або власними коливаннями.

Таким чином, наявнiсть опору середовища (p > 0) видозмi-
нює характер коливань, причому, якщо опiр p порiвняно невели-
кий (p < q), то рухи залишаються перiодичними, згасаючи при
t → +∞, а при великому опорi середовища (p � q) рухи стають
аперiодичними.

Рекомендована лiтература: [9, с. 110–132], [14, с. 129–137,
387–389], [15, с. 82–85], [16, с. 145–150], [17, с. 292–322, 330–349],
[18, с. 220–241], [21, с. 131–138, 144–148, 158–162].

Питання до лекцiї 8

1. Який вигляд має лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку
зi сталими коефiцiєнтами?

2. Що називають характеристичним рiвнянням? Яку назву мають
коренi характеристичного рiвняння?

3. Який вигляд має формула загального розв’язку лiнiйного одно-
рiдного рiвняння n-го порядку у випадку простих дiйсних характери-
стичних чисел?

4. Якi два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки лiнiйного од-
норiдного рiвняння вiдповiдають парi комплексних характеристичних
чисел a± bi?

5. Якi лiнiйно незалежнi розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння
вiдповiдають дiйсному характеристичному числу k кратностi s?

6. Який вигляд має рiвняння Ейлера? З допомогою якої замiни
незалежної змiнної його можна звести до рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами?

7. Який вигляд має рiвняння Лаґранжа? З допомогою якої замiни
його можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами?

8. Як iнтегрується рiвняння вiльних коливань у середовищi без
опору? Який вигляд має загальний розв’язок цього рiвняння? Що на-
зивають гармонiчним коливанням, його амплiтудою, перiодом, часто-
тою, фазою i початковою фазою? Як залежать амплiтуда i початкова
фаза вiд початкових значень шуканої функцiї та її похiдної?
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9. Як iнтегрується рiвняння вiльних коливань у середовищi з опо-
ром? Що називають згасаючим гармонiчним коливанням, його перi-
одом, частотою, амплiтудою i початковою фазою? Яка поведiнка ам-
плiтуди при t → +∞? Як впливає наявнiсть опору середовища на
характер коливань?

Вправи до лекцiї 8

1. Зiнтегруйте лiнiйнi однорiднi рiвняння другого порядку:

а) y′′ − 6y′ + 8y = 0; б) y′′ + 2y′ + 2y = 0; в) y′′ − 2y′ = 0.

2. Зiнтегруйте лiнiйнi однорiднi рiвняння:

а) y′′′ − y′′ = 0; б) y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = 0; в) yIV − y = 0.

3. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) y′′ + y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;
б) y′′ − 2y′ + y = 0, y(2) = 1, y′(2) = −2;

в) y′′′ − y′ = 0, y(0) = 3, y′(0) = −1, y′′(0) = 1.

4. Зiнтегруйте рiвняння Ейлера та рiвняння Лаґранжа:

а) x2y′′ + 2xy′ − 12y = 0; б) 2x2y′′ − xy′ − 2y = 0;
в) (2x+ 3)2y′′ + (4x+ 6)y′ − 4y = 0.

5. Для яких значень p i q усi розв’язки рiвняння y′′ + py′ + qy = 0
будуть обмеженi на пiвосi x � 0?

6. Складiть лiнiйне однорiдне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
якомога меншого порядку, яке має заданi частиннi розв’язки:

а) y1 = xex; б) y1 = x2e2x; в) y1 = x, y2 = sinx.
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Лекцiя 9. Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi
рiвняння n-го порядку

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного
рiвняння.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод невизначених коефiцiєнтiв.
4. Застосування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь другого по-

рядку до коливальних рухiв.

1. Структура загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцi-
альне рiвняння

L(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = f(x) (9.1)

i вiдповiдне однорiдне рiвняння

L(y) = 0. (9.2)

Виявляється, що загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-
го рiвняння (9.1) завжди можна знайти, якщо вiдомi загальний
розв’язок рiвняння (9.2) i будь-який частинний розв’язок рiвнян-
ня (9.1). Це випливає з такої теореми.

Теорема 1. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiв-
няння (9.1) дорiвнює сумi будь-якого його частинного розв’язку
та загального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння (9.2).
Доведення. Нехай Y = Y (x) — вiдомий частинний розв’язок
рiвняння (9.1), тобто L(Y ) ≡ f(x). Уведемо нову невiдому фун-
кцiю z = z(x) i покладемо

y = z + Y. (9.3)

Пiдставляючи (9.3) в (9.1) та враховуючи лiнiйнiсть оператора
L, одержуємо L(y) = L(z + Y ) = L(z) + L(Y ) = f(x). Оскiльки
L(Y ) = f(x), то

L(z) = 0, (9.4)
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тобто z — розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (9.2).
Тодi згiдно з теоремою 6 (лекцiя 7) загальним розв’язком рiв-

няння (9.4) є z = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn, де y1, y2, . . . , yn —
деяка фундаментальна система розв’язкiв цього рiвняння, а Cj,
j = 1, 2, . . . , n, — довiльнi сталi. Пiдставимо отриманий розв’язок
рiвняння (9.4) у (9.3):

y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn + Y (9.5)

i покажемо, що формула (9.5) визначає загальний розв’язок рiв-
няння (9.1). Згiдно з означенням загального розв’язку диферен-
цiального рiвняння n-го порядку для цього потрiбно показати,
що з (9.5) при належному виборi сталих Cj, j = 1, 2, . . . , n, можна
одержати розв’язок, який задовольняє довiльнi початковi умови,
тобто

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Послiдовно диференцiюючи (9.5), знаходимо:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn + Y,

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . . + Cny

′
n + Y ′,

· · · · · · · · ·
y(n−1) = C1y

(n−1)
1 +C2y

(n−1)
2 + . . .+ Cny

(n−1)
n + Y (n−1).

Якщо пiдставити в цю систему x = x0, то матимемо неоднорiдну
систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими Cj , j = 1, 2, . . . , n,
визначником якої є W (x0). Оскiльки y1, y2, . . . , yn — фундамен-
тальна система розв’язкiв, то W (x0) 
= 0. Таким чином, сталi Cj,
j = 1, 2, . . . , n, з отриманої системи визначаються однозначно, а
тому розв’язок (9.5) справдi є загальним. Теорему доведено.

Теорема 2. Нехай права частина лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (9.1) є сумою двох доданкiв, тобто

L(y) = f1(x) + f2(x). (9.6)

Якщо y1 — частинний розв’язок рiвняння L(y) = f1(x), а y2 —
частинний розв’язок рiвняння L(y) = f2(x), то y1+y2 є частин-
ним розв’язком рiвняння (9.6).
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Доведення теореми випливає з того, що

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) ≡ f1(x) + f2(x).

Розглянемо, наприклад, рiвняння y′′ + 2y = 2 + ex. Рiвняння
y′′+2y = 2 має частинний розв’язок y1 = 1, а рiвняння y′′+2y =
= ex — частинний розв’язок y2 = ex/3. Згiдно з теоремою 2 функ-
цiя y = 1+ex/3 є частинним розв’язком рiвняння y′′+2y = 2+ex,
у чому легко переконатись перевiркою.

Зауваження. Теорема 2 поширюється i на випадок, коли
права частина рiвняння є сумою довiльної скiнченної кiлькостi
доданкiв.

2. Метод варiацiї довiльних сталих. Розглянемо загаль-
ний метод знаходження частинних розв’язкiв неоднорiдного рiв-
няння (9.1) — метод варiацiї довiльних сталих (метод
Лаґранжа).

Нехай маємо загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння (9.2):

y = C1y1 + C2y2 + . . .+ Cnyn, (9.7)

де y1, y2, . . . , yn — деяка фундаментальна система розв’язкiв
цього рiвняння, а C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi.

Частинний розв’язок рiвняння (9.1) шукаємо у виглядi (9.7),
уважаючи C1, C2, . . . , Cn не сталими, а невiдомими функцiями
вiд x, тобто

y = C1(x)y1 + C2(x)y2 + . . .+ Cn(x)yn. (9.8)

Виберемо тепер функцiї Cj = Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, так, щоб
функцiя (9.8) була розв’язком рiвняння (9.1). Диференцiюючи
(9.8), одержуємо:

y′ = C1y
′
1 +C2y

′
2 + . . .+ Cny

′
n + C ′

1y1 + C ′
2y2 + . . .+ C ′

nyn.

Накладемо умову, що C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0. Тодi

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + . . . + Cny

′
n.
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Диференцiюючи ще один раз, одержуємо:

y′′ = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + . . .+ Cny

′′
n + C ′

1y
′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n.

Нехай C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . . + C ′

ny
′
n = 0, тодi

y′′ = C1y
′′
1 +C2y

′′
2 + . . . +Cny

′′
n.

Продовжуючи диференцiювати i вибираючи функцiї C1,
C2, . . . , Cn так, щоб

C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−2)
n = 0,

одержуємо:

y(n−1) = C1y
(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + . . . + Cny

(n−1)
n .

I, нарештi,

y(n) = C1y
(n)
1 + C2y

(n)
2 + . . . + Cny

(n)
n +

+ C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n .

Пiдставимо тепер у рiвняння (9.1) вирази для y та її похiдних:

C1

(
y
(n)
1 + p1y

(n−1)
1 + . . .+ pn−1y

′
1 + pny1

)
+

+ C2

(
y
(n)
2 + p1y

(n−1)
2 + . . . + pn−1y

′
2 + pny2

)
+ . . .

. . . + Cn

(
y(n)n + p1y

(n−1)
n + . . .+ pn−1y

′
n + pnyn

)
+

+ C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . . + C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Множники в дужках тотожно дорiвнюють нулю, бо функцiї y1,
y2, . . . , yn є частинними розв’язками рiвняння (9.2). Отже, остан-
нє рiвняння запишеться так:

C ′
1y

(n−1)
1 +C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = f(x).
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Таким чином, шуканi функцiї Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, задоволь-
няють систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0,

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n = 0,

· · · · · · · · ·
C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . . +C ′

ny
(n−2)
n = 0,

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . . +C ′

ny
(n−1)
n = f(x).

Маємо неоднорiдну систему n лiнiйних алгебричних рiвнянь з
n невiдомими C ′

1(x), C ′
2(x), . . . , C ′

n(x). Оскiльки визначником цiєї
системи є вiдмiнний вiд нуля вронскiан функцiй y1, y2, . . . , yn, то
вона має єдиний розв’язок C ′

1(x), C ′
2(x), . . . , C ′

n(x). Iнтегруючи,
знайдемо функцiї C1(x), C2(x), . . . , Cn(x), пiсля чого залишиться
пiдставити їх у формулу (9.8).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння y′′ − y′/x = x.
Розв’язання. Розв’яжемо вiдповiдне однорiдне рiвняння.

y′′

y′
=

1

x
⇒ (ln y′ − lnx)′ = 0 ⇒

⇒ ln
y′

x
= lnC ⇒ y′ = C1x ⇒
⇒ y = C1x

2 + C2. (9.9)

Нехай тепер C1 = C1(x), C2 = C2(x). Iз системи{
C ′
1(x)x

2 + C ′
2(x) · 1 = 0,

2C ′
1(x)x+ C ′

2(x) · 0 = x

знаходимо

C ′
1(x) = 1/2, C ′

2(x) = −x2/2 ⇒
⇒ C1(x) = x/2 +C1, C2(x) = −x3/6 + C2.

Пiдставляючи C1(x) i C2(x) у (9.9), одержуємо загальний розв’я-
зок y = C1x

2 + C2 + x3/3. �
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3. Метод невизначених коефiцiєнтiв. Розглянемо тепер
лiнiйне неоднорiдне рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєн-
тами

L(y) ≡ y(n)+a1y
(n−1)+a2y

(n−2)+. . .+an−1y
′+any = f(x), (9.10)

де aj — дiйснi числа, функцiя f(x) неперервна на деякому iнтер-
валi (a, b).

До рiвняння (9.10) можна застосувати метод варiацiї до-
вiльних сталих, викладений у п. 2 цiєї лекцiї, однак цей метод
має суттєвi недолiки: розв’язання алгебричної системи з досить
складними коефiцiєнтами та взяття громiздких iнтегралiв. То-
му, якщо можливо, методу варiацiї довiльних сталих уникають
i вдаються до так званого методу невизначених коефiцiєн-
тiв, який при певнiй структурi правої частини рiвняння f(x)
дозволяє досить легко знайти частинний розв’язок лiнiйного не-
однорiдного рiвняння (9.10).

Розглянемо окремi випадки, пов’язанi з виглядом правої ча-
стини рiвняння (9.10).

Випадок 1. Нехай функцiя f(x) є добутком багаточлена на
показникову функцiю, тобто

L(y) = Pm(x)e
αx, (9.11)

де Pm(x) = p0x
m + p1x

m−1 + . . . + pm−1x + pm є багаточленом з
дiйсними або комплексними коефiцiєнтами (вiн може вироджу-
ватись у сталу), α — дiйсне або комплексне число.

Будуючи частинний розв’язок рiвняння (9.11), видiлятимемо
два випадки.

Випадок 1.1. Число α не є характеристичним числом, тобто
P (α) 
= 0 (P (α) — характеристичний багаточлен, див. лекцiю 8).
Тодi частинний розв’язок Y = Y (x) шукатимемо у виглядi

Y = Qm(x)e
αx, (9.12)

де Qm(x) = q0x
m+ q1x

m−1 + . . .+ qm−1x+ qm — багаточлен m-го
степеня з невизначеними коефiцiєнтами.
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Коефiцiєнти багаточлена Qm(x) визначаються пiсля пiдста-
новки (9.12) у рiвняння (9.11) i прирiвнювання коефiцiєнтiв бiля
однакових степенiв x в обох частинах отриманої рiвностi. Пере-
конаємось, що коефiцiєнти багаточлена Qm(x) у цьому випадку
знайдуться однозначно. Пiдставляючи (9.12) в (9.11) та врахову-
ючи властивостi оператора L, одержуємо:

L(Y ) = L
(
Qm(x) · eαx

)
=

= L
(
(q0x

m + q1x
m−1 + . . .+ qm−1x+ qm) · eαx

)
=

= q0L(x
meαx) + q1L(x

m−1eαx) + . . .+ qm−1L(xe
αx) +

+ qmL(e
αx) = (p0x

m + p1x
m−1 + . . . + pm−1x+ pm)e

αx.

Скористаємось тепер формулами

L(eαx) = P (α)eαx, L(xseαx) =

s∑
j=0

CjsP
(j)(α)xs−jeαx,

якi були виведенi у п. 3 лекцiї 8. Пiсля скорочення на eαx маємо:

q0

m∑
j=0

CjmP
(j)(α)xm−j + q1

m−1∑
j=0

Cjm−1P
(j)(α)xm−1−j + . . .

. . . + qm−1

1∑
j=0

Cj1P
(j)(α)x1−j + qmP (α) =

= p0x
m + p1x

m−1 + . . . + pm−1x+ pm.

Прирiвняємо коефiцiєнти бiля однакових степенiв x:

xm q0P (α) = p0,

xm−1 q0mP
′(α) + q1P (α) = p1,

· · · · · · · · · · · ·
x0 q0P

(m)(α) + q1P
(m−1)(α) + . . .+ qm−1P

′(α) +
+ qmP (α) = pm.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(9.13)

Оскiльки P (α) 
= 0, то iз системи (9.13) послiдовно можна одно-
значно визначити всi коефiцiєнти q0, q1, . . . , qm, наприклад,
q0 = p0/P (α), q1 = (p1 − q0mP

′(α))/P (α) i т. д.
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Випадок 1.2. Число α є характеристичним числом кратностi
k, тобто

P (α) = P ′(α) = . . . = P (k−1)(α) = 0, P (k)(α) 
= 0.

У цьому випадку частинний розв’язок Y у виглядi (9.12) побу-
дувати неможливо, бо P (α) = 0. Шукатимемо його у виглядi

Y = xkQm(x)e
αx, (9.14)

де Qm(x) — багаточлен m-го степеня з невизначеними коефiцiєн-
тами, якi визначаються так само, як i випадку 1.1. Пiдставляючи
(9.14) в (9.11), одержуємо:

L(Y ) = L
(
xkQm(x)e

αx
)
=

= L

⎛
⎝ m∑
j=0

qjx
k+m−jeαx

⎞
⎠=

m∑
j=0

qjL
(
xk+m−jeαx

)
=

=
m∑
j=0

qj

k+m−j∑
s=k

C s
k+m−jP

(s)(α)xk+m−j−seαx =
m∑
j=0

pjx
m−jeαx

або, пiсля скорочення на eαx,

m∑
j=0

qj

m−j∑
s=0

Ck+sk+m−jP
(k+s)(α)xm−j−s =

m∑
j=0

pjx
m−j .

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, одер-
жуємо систему

xm q0C
k
k+mP

(k)(α) = p0,

. . . . . . . . . . . .

x1 q0(k +m)P (k+m−1)(α) + q1(k +m− 1)P (k+m−2)(α) + . . .

. . .+ qm−1(k + 1)P (k)(α) = pm−1,

x0 q0P
(k+m)(α) + q1P

(k+m−1)(α) + . . .+ qm−1P
(k+1)(α) +

+ qmP
(k)(α) = pm,

з якої, оскiльки P (k)(α) 
= 0, можна однозначно визначити всi
коефiцiєнти q0, q1, . . . , qm.
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Випадок 2. Нехай права частина рiвняння (9.10) має вигляд

f(x) = eax
(
P (1)
m (x) cos bx+ P (2)

m (x) sin bx
)
, (9.15)

де P (1)
m (x) та P (2)

m (x) — багаточлени степенiв, не вищих вiд m,
причому хоча б один з них має степiнь m (вони можуть бути й
сталими числами, один з них може бути тотожно рiвним нулю).

Якщо скористатись формулами Ейлера

cos bx =
eibx + e−ibx

2
, sin bx =

eibx − e−ibx

2i
,

то (9.15) можемо записати у виглядi

f(x) = P (1)
m (x)eax

eibx + e−ibx

2
+ P (2)

m (x)eax
eibx − e−ibx

2i
=

= P̃ (1)
m (x)e(a+ib)x + P̃ (2)

m (x)e(a−ib)x,

де P̃ (1)
m (x), P̃ (2)

m (x) — багаточлени степеня m, тобто f(x) є сумою
двох доданкiв, якi розглядались у випадку 1.

Випадок 2.1. Нехай a + bi не є характеристичним числом.
Згiдно з теоремою 2 у цьому випадку частинний розв’язок зна-
ходиться у виглядi

Y (x) = Q̃(1)
m (x)e(a+ib)x + Q̃(2)

m (x)e(a−ib)x,

де Q̃(1)
m (x) i Q̃(2)

m (x)— багаточлени степеняm з невизначеними ко-
ефiцiєнтами. Перейшовши до дiйснозначних функцiй, одержуємо
остаточне правило знаходження частинного розв’язку рiвняння
(9.10) з правою частиною вигляду (9.15): якщо a+ bi не є хара-
ктеристичним числом, то частинний розв’язок знаходиться у
виглядi

Y (x) = eax
(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
,

де Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) — багаточлени степеня m з невизначеними
коефiцiєнтами.



124 Роздiл 2. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

Випадок 2.2. Нехай a+ bi є k-кратним характеристичним чи-
слом. У цьому випадку частинний розв’язок знаходиться у ви-
глядi

Y (x) = xk
(
Q̃(1)
m (x)e(a+ib)x + Q̃(2)

m (x)e(a−ib)x
)

або
Y (x) = xkeax

(
Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx
)
.

В обох випадках коефiцiєнти багаточленiв Q(1)
m (x) i Q(2)

m (x) ви-
значаються пiсля пiдстановки Y (x) у рiвняння (9.10).

Зауважимо, що схема знаходження частинного розв’язку
Y (x) рiвняння (9.10) не змiниться, якщо P (1)

m (x) ≡ 0 або P (2)
m (x) ≡

0 (формула (9.15)). А якщо

f(x) = f1(x) + f2(x) + . . . + fk(x),

де f1(x), f2(x), . . . , fk(x) мають вигляд (9.15) або правої частини
рiвняння (9.12) iз рiзними α, a+ bi, то згiдно з теоремою 2 мати-
мемо: Y = Y1+Y2+ . . .+Yk, де Yj = Yj(x) — частинний розв’язок
рiвняння L(y) = fj(x), j = 1, 2, . . . , k.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння y′′′−2y′′ = − 24x2+24x−
− 4− 2ex.
Розв’язання. Характеристичне рiвняння k3 − 2k2 = 0 має ко-
ренi k1 = k2 = 0, k3 = 2, тому загальним розв’язком вiдповiдного
однорiдного рiвняння є y0 = C1 + C2x + C3e

2x. Праву частину
неоднорiдного рiвняння запишемо у виглядi f(x) = f1(x)+f2(x),
де f1(x) = (−24x2 + 24x− 4)e0x, f2(x) = − 2ex.

Оскiльки α = 0 є характеристичним числом кратностi 2, а
α = 1 не є характеристичним числом, то частинний розв’язок
шукаємо у виглядi

Y = x2(Ax2 +Bx+ C) +Dex = Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dex.

Пiдставляючи Y у задане рiвняння, одержуємо тотожнiсть

−24Ax2 + (24A − 12B)x+ (6B − 4C)−Dex ≡
≡ −24x2 + 24x− 4− 2ex,
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з якої, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, зна-
ходимо A, B, C, D:

x2 −24A = −24,
x1 24A − 12B = 24,
x0 6B − 4C = −4,
ex −D = −2

⇒ A = 1, B = 0, C = 1, D = 2.

Отже, Y = x4 + x2 + 2ex, а тому загальним розв’язком є

y = C1 + C2x+ C3e
2x + x4 + x2 + 2ex. �

4. Застосування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь дру-
гого порядку до коливальних рухiв. Розглянемо диферен-
цiальне рiвняння вимушених коливань (лекцiя 8)

x′′ + 2p x′ + q2x = f(t). (9.16)

Згiдно з теоремою 1 про структуру загального розв’язку лi-
нiйного неоднорiдного рiвняння усi рухи, якi визначаються рiв-
нянням (9.16), утворюються з сукупностi усiх рухiв, визначених
вiдповiдним однорiдним рiвнянням x′′+2p x′+q2x = 0 (рiвнянням
вiльних коливань точки), i будь-якого одного руху, визначе-
ного неоднорiдним рiвнянням (9.16).

Розглянемо випадок, коли збурювальна сила f(t) перiодична
i має синусоїдальний характер.

Випадок 1. Рух вiдбувається в середовищi без опору (p = 0).
Тодi рiвняння руху має вигляд

x′′ + q2x =M sinωt, (9.17)

де M — деяке число.
Власнi коливання x0(t), якi визначаються вiдповiдним одно-

рiдним рiвнянням x′′ + q2x = 0, є гармонiчними (див. формулу
(8.15) з лекцiї 8):

x0(t) = A sin(qt+ ϕ). (9.18)
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Залишається знайти частинний розв’язок рiвняння (9.17).
Вигляд цього розв’язку залежить вiд того, чи є число a + ib =
= iω коренем характеристичного рiвняння k2 + q2 = 0. Оскiль-
ки k1,2 = ± iq, то вигляд розв’язку залежить вiд того, чи збiга-
ється частота збурювальної сили з частотою власних коливань
(резонансний випадок), чи маємо незбiг цих частот (нерезо-
нансний випадок).

Розглянемо спочатку нерезонансний випадок, тобто коли
ω 
= q. Частинний розв’язок рiвняння (9.17) X(t) шукаємо у
виглядi X(t) = B cosωt + C sinωt, де B i C — деякi сталi, якi
визначимо згодом (випадок 2.1 п. 3 цiєї лекцiї). Тодi

X ′(t) = −Bω sinωt+ Cω cosωt,

X ′′(t) = −Bω2 cosωt−Cω2 sinωt

i, пiдставляючи в (9.17), одержуємо рiвняння

−Bω2 cosωt− Cω2 sinωt+ q2(B cosωt+ C sinωt) =M sinωt.

З нього, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля cosωt, sinωt вiдповiдно,
маємо: {−Bω2 +Bq2 = 0,

−Cω2 + Cq2 =M
⇒ B = 0, C =

M

q2 − ω2
.

Таким чином, X(t) = M
q2−ω2 sinωt, а загальним розв’язком рiв-

няння (9.17) є

x(t) =
M

q2 − ω2
sinωt+A sin(qt+ ϕ).

Вимушенi коливання, визначенi цим загальним розв’язком,
називають накладеними гармонiчними коливаннями.

Розглянемо рiвняння вимушених коливань

x′′ + q2x =M sin qt, (9.19)

яке є окремим випадком рiвняння (9.17), коли ω = q, тобто ко-
ли частота збурювальної сили збiгається з частотою власних ко-
ливань (резонанс). У цьому випадку частинний розв’язок має
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вигляд
X(t) = t(B cos qt+ C sin qt),

бо iq є простим характеристичним числом (випадок 2.2 п. 3 цiєї
лекцiї). Тодi

X ′(t) = B cos qt+ C sin qt+ tq(−B sin qt+ C cos qt),

X ′′(t) = −2Bq sin qt+ 2Cq cos qt− tq2(B cos qt+ C sin qt)

i, пiдставляючи в (9.19), одержуємо рiвняння

−2Bq sin qt+ 2Cq cos qt− q2t(B cos qt+ C sin qt) +

+ q2t(B cos qt+ C sin qt) =M sin qt ⇒
⇒ −2Bq sin qt+ 2Cq cos qt =M sin qt.

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля cos qt, sin qt вiдповiдно,
знаходимо, що B = −M

2q , C = 0. Таким чином,

X(t) = −M
2q
t cos qt. (9.20)

Частинний розв’язок (9.20) є вимушеним коливанням i має
необмежену амплiтуду при t → +∞. Графiк цього коливання
розташований мiж прямими x = M

2q t i x = −M
2q t (рис. 9.1).

O t

x

x =
M
2q
t

x = −M
2q t

x = −M
2q t cos qt

Рис. 9.1
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У реальних фiзичних системах коливання нiколи не можуть
зростати необмежено, бо коливання з необмеженою амплiтудою
або стримуються опором, або призводять до руйнування систе-
ми.

Загальним розв’язком рiвняння (9.19) є

x(t) = A sin(qt+ ϕ)− M

2q
t cos qt.

Вимушенi коливання, визначенi цим розв’язком, утворюються
накладанням гармонiчних коливань (9.18) i коливань з необме-
женою амплiтудою (9.20).

Випадок 2. Рух вiдбувається в середовищi з малим опором
(p < q). Припустимо, що збурювальна сила має синусоїдальний
характер. Тодi рiвнянням руху є

x′′ + 2p x′ + q2x =M sinωt. (9.21)

Згiдно з формулою (8.16) власнi коливання x0(t) мають ви-
гляд

x0(t) = Ae−pt sin
(√

q2 − p2 t+ ϕ
)
.

Частинний розв’язок X(t) рiвняння (9.21) шукаємо у виглядi

X(t) = B cosωt+ C sinωt, (9.22)

де сталi B i C знайдемо, пiдставляючи (9.22) в (9.21):

−Bω2 cosωt− Cω2 sinωt+ 2p(−Bω sinωt+Cω cosωt) +

+ q2(B cosωt+ C sinωt) =M sinωt ⇒
⇒ (−Bω2 + 2pCω +Bq2

)
cosωt+

+
(−Cω2 − 2pBω + q2C

)
sinωt =M sinωt ⇒

⇒
{
B(q2 − ω2) + 2pωC = 0,
−2pBω + (q2 − ω2)C =M

⇒

⇒ B =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
, C =

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
.
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Отже,

X(t) =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt,

(9.23)
а загальний розв’язок рiвняння (9.21) має вигляд

x(t)=
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt +

+Ae−pt sin
(√

q2 − p2 t+ ϕ
)
.

Оскiльки при t → +∞ останнiй доданок прямує до нуля, то
для достатньо великих t можна вважати, що

x(t) =
−2pωM

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
cosωt+

M(q2 − ω2)

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
sinωt,

тобто власними (згасаючими) коливаннями можна знехтувати.
Амплiтуда Ã вимушеного коливання (9.23) виражається фор-

мулою

Ã =
M√

(ω2 − q2)2 + 4p2ω2
,

а якщо опiр p дуже малий, то Ã ≈ M
|ω2−q2| . Звiдси випливає, що

при наближеннi ω до q амплiтуда Ã є доволi значною навiть для
малого значення M.

Рекомендована лiтература: [8, с. 176–212], [9, с. 100–110],
[14, с. 103–108, 138–148], [16, с. 151–154], [18, с. 243–261], [21, с. 125–
130, 138–144, 148–150].

Питання до лекцiї 9

1. Яку структуру має загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння n-го порядку?

2. Який вигляд має частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння, якщо його права частина є сумою двох або бiльшої кiлькостi
доданкiв?

3. У чому полягає метод варiацiї довiльних сталих iнтегрування
лiнiйного неоднорiдного рiвняння n-го порядку?
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4. У чому полягає метод невизначених коефiцiєнтiв знаходження
частинних розв’язкiв лiнiйного неоднорiдного рiвняння n-го порядку
зi сталими коефiцiєнтами? Якого вигляду має бути права частина рiв-
няння, щоб можна було використати цей метод?

5. Який вигляд має рiвняння вимушених коливань у середовищi
без опору у випадку перiодичної збурювальної сили синусоїдального
характеру? Як iнтегрується це рiвняння? Який вигляд має загальний
розв’язок у нерезонансному i резонансному випадках?

6. Як iнтегрується рiвняння вимушених коливань у середовищi з
малим опором у випадку перiодичної збурювальної сили синусоїдаль-
ного характеру? Який вигляд має графiк частинного розв’язку цього
рiвняння?

Вправи до лекцiї 9

1. Зiнтегруйте лiнiйнi неоднорiднi рiвняння методом варiацiї до-
вiльних сталих:

а) y′′ + 3y′ + 2y = 2
ex+1 ; б) y′′ + 4y = 1

sin 2x ; в) y′′ − 2y′ + y = ex

x .

2. Зiнтегруйте лiнiйнi неоднорiднi рiвняння методом невизначених
коефiцiєнтiв:

а) y′′ − y = x2 + 3x; б) y′′ − 4y′ = x+ 2; в) y′′ + y′ = 2 sinx+ x cosx.

3. Знайдiть розв’язки задач Кошi:

а) y′′ + y = ex, y(0) = 1, y′(0) = −2;
б) y′′ + 2y′ + 2y = xe−x, y(0) = 0, y′(0) = 0.

4. Для кожного рiвняння запишiть частинний розв’язок з невизна-
ченими коефiцiєнтами, не шукаючи їх:

а) y′′ − 2y′ + 2y = 5x2ex + 2 cosx; б) y′′ + 4y = sin 2x+ cos 3x;
в) y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x sin 5x.
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Роздiл 3
СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Лекцiя 10. Системи звичайних
диференцiальних рiвнянь (загальна теорiя)

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Механiчне тлумачення нормальної системи та її розв’язкiв.
3. Зведення диференцiального рiвняння n-го порядку до нор-

мальної системи й обернена задача.
4. Лiнiйнi однорiднi системи.

1. Основнi означення й поняття. Розв’язуючи багато про-
блем сучасної фiзики та технiки, доводиться визначати вiдразу
декiлька невiдомих функцiй з вiдповiдної кiлькостi диференцi-
альних рiвнянь, тобто мати справу iз системою диференцiальних
рiвнянь. Сукупнiсть спiввiдношень вигляду⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
F1 (x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

F2 (x, y1, y2, . . . , yn, y
′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

· · · · · · · · ·
Fn (x, y1, y2, . . . , yn, y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
n) = 0,

(10.1)

де y1, y2, . . . , yn — шуканi функцiї незалежної змiнної x, на-
зивають системою звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку.

Якщо (10.1) можна розв’язати вiдносно похiдних усiх функ-
цiй, то одержимо систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),
y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn),

· · · · · · · · ·
y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(10.2)

яку називають нормальною.
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Розв’язком системи (10.2) на деякому iнтервалi (a, b) на-
зивають упорядковану сукупнiсть функцiй

y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), (10.3)

визначених i неперервно диференцiйовних на цьому iнтервалi,
якщо вона перетворює всi рiвняння системи (10.2) у тотожно-
стi, якi справджуються для всiх значень x ∈ (a, b). Криву в
(n+ 1)-вимiрному просторi (x, y1, y2, . . . , yn), яка вiдповiдає роз-
в’язку (10.3), називають iнтегральною кривою системи (10.2).
Задача Кошi для системи (10.2) формулюється так: серед

усiх розв’язкiв цiєї системи знайти розв’язок (10.3), який задо-
вольняє умови

y1(x0) = y10, y2(x0) = y20, . . . , yn(x0) = yn0, (10.4)

де x = x0 — довiльна точка з промiжку (a, b), а y10, y20, . . . , yn0 —
довiльнi наперед заданi дiйснi числа (їх називають початкови-
ми даними розв’язку). Сукупнiсть чисел x0, y10, y20, . . . , yn0
називають початковими даними системи (10.2), а умови
(10.4) — початковими умовами системи (10.2).

З геометричної точки зору задача Кошi полягає у вiдшуканнi
серед усiх iнтегральних кривих системи (10.2) такої кривої, яка
проходить через задану точку (x0, y10, y20, . . . , yn0).

Розглядаючи задачу Кошi (10.2), (10.4), природно виникає
питання про iснування та єдинiсть її розв’язку. Виявляється, що
для iснування неперервно диференцiйовного розв’язку цiєї за-
дачi досить припустити, щоб правi частини системи (10.2) бу-
ли неперервними в деякому околi початкових даних (теорема
Пеано). Наступна теорема гарантує iснування єдиного розв’язку
задачi Кошi (10.2), (10.4) (доведення цiєї теореми можна знайти,
наприклад, у [21, с. 93–99]).

Теорема (Кошi). Нехай правi частини системи (10.2) ви-
значенi в (n + 1)-вимiрному паралелепiпедi

G={(x, y1, y2, . . . , yn) : |x−x0|� a, |yj−yj0|� b, j = 1, 2, . . . , n}
де a > 0, b > 0, i задовольняють у ньому такi умови:
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1) вони неперервнi, а, отже, й обмеженi, тобто

|fj(x, y1, y2, . . . , yn)| �M, j = 1, 2, . . . , n, M > 0;

2) частиннi похiднi ∂fj
∂yk

, j, k = 1, 2, . . . , n, iснують та обме-
женi.
Тодi задача Кошi (10.2), (10.4) має єдиний розв’язок принаймнi
на вiдрiзку |x− x0| � h, де h = min (a, b/M) .

Нехай G — область простору змiни змiнних x, y1, . . . , yn, у
кожнiй точцi якої задача Кошi (10.2), (10.4) має єдиний розв’я-
зок. Сукупнiсть функцiй

yj = ϕj(x,C1, C2, . . . , Cn), j = 1, 2, . . . , n, (10.5)

якi визначенi в деякiй областi змiни x, C1, C2, . . . , Cn i мають
неперервнi частиннi похiднi за змiнною x, називають загальним
розв’язком системи (10.2) в областi G, якщо:

1) систему (10.5) можна розв’язати в областi G вiдносно до-
вiльних сталих C1, C2, . . . , Cn, тобто

Cj = ψj(x, y1, y2, . . . , yn), j = 1, 2, . . . , n; (10.6)

2) для всiх значень (x, y1, . . . , yn) ∈ Gформули (10.6) визнача-
ють такi значення C1, C2, . . . , Cn, для яких сукупнiсть функцiй
(10.5) є розв’язком системи (10.2).

Розв’язок системи (10.2), в кожнiй точцi якого виконується
умова єдиностi розв’язку задачi Кошi, називають частинним.
З означення загального розв’язку випливає, що всi розв’язки, якi
утворюються з нього для конкретних значень довiльних сталих
C1, C2, . . . , Cn, є частинними. Розв’язок системи, у кожнiй точцi
якого порушується умова єдиностi розв’язку задачi Кошi для цiєї
системи, називають особливим.

Неперервно диференцiйовну i незвiдну до сталої функцiю
ψ(x, y1, y2, . . . , yn) називають iнтегралом системи (10.2), якщо
вона тотожно перетворюється у сталу вздовж довiльного частин-
ного розв’язку цiєї системи. Звiдси випливає, що dψ = 0 внаслi-
док системи (10.2), тобто

dψ =
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y1
dy1 + . . .+

∂ψ

∂yn
dyn =
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=
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y1
f1 dx+ . . .+

∂ψ

∂yn
fn dx ≡ 0.

Рiвнiсть ψ(x, y1, y2, . . . , yn) = C, де C — довiльна стала, нази-
вають першим iнтегралом системи (10.2). Наприклад, кожна
з рiвностей (10.6) є першим iнтегралом системи (10.2).

Сукупнiсть n перших iнтегралiв системи (10.2)

ψj(x, y1, y2, . . . , yn) = Cj , j = 1, 2, . . . , n,

називають загальним iнтегралом цiєї системи, якщо iнтегра-
ли ψ1, ψ2, . . . , ψn є незалежними, тобто мiж ψ1, ψ2, . . . , ψn не
iснує спiввiдношення вигляду F (ψ1, ψ2, . . . , ψn) = 0 для жодної
функцiї F . З математичного аналiзу вiдомо, що для незалежно-
стi в областi G функцiй ψ1, ψ2,. . . , ψn, якi мають частиннi похiднi
∂ψj

∂yk
, j, k = 1, 2, . . . , n, необхiдно i достатньо, щоб визначник∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂y1
· · · ∂ψ1

∂yn

· · · · · · · · ·
∂ψn

∂y1
· · · ∂ψn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣
в областi G був вiдмiнний вiд нуля.

Можна показати, що нормальна система n рiвнянь не може
мати бiльше, нiж n незалежних iнтегралiв системи (10.2).

Будь-якi n перших iнтегралiв називають незалежними,
якщо вiдповiднi їм iнтеграли незалежнi. Отже, задача побудо-
ви загального iнтеграла системи буде розв’язаною, якщо буде
знайдено n незалежних перших iнтегралiв.

Загального способу знаходження перших iнтегралiв не iснує.
Однак у багатьох випадках удається знайти перший iнтеграл
шляхом деяких перетворень системи, в результатi чого отриму-
ється диференцiальне рiвняння, яке легко iнтегрується. Кожне
таке рiвняння називають iнтегровною комбiнацiєю. Кожна
iнтегровна комбiнацiя породжує перший iнтеграл. Однак серед
них можуть виявитись i залежнi iнтеграли, а тому, одержуючи
новий перший iнтеграл, потрiбно перевiрити, чи буде вiн незале-
жним з ранiше отриманими.
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Приклад 1. Зiнтегрувати систему7){
y′ = z(y − z)−2,
z′ = y(y − z)−2.

Розв’язання. Подiливши перше рiвняння системи на друге,
одержуємо iнтегровну комбiнацiю dy

dz = z
y , звiдки, вiдокремлю-

ючи змiннi, знаходимо:

dy

dz
=
z

y
⇒ ydy − zdz = 0 ⇒

⇒ y2 − z2 = C1. (10.7)

Вiднiмаючи вiд другого рiвняння заданої системи перше,
одержимо ще одну iнтегровну комбiнацiю d(z−y)

dx = −1
z−y , звiдки

(z − y)2 = −2x+ C2. (10.8)

Кожне iз спiввiдношень (10.7), (10.8) є першим iнтегралом, а
оскiльки вони є незалежними (у цьому пропонуємо переконатися
самостiйно), то їхня сукупнiсть є загальним iнтегралом системи.
Вiдповiдь: y2 − z2 = C1, (z − y)2 = −2x+ C2.

Як уже згадувалось, до систем диференцiальних рiвнянь зво-
дяться рiзноманiтнi задачi прикладного характеру. Розглянемо
одну з них.

Задача. Визначити траєкторiю руху гарматного снаряда,
який вилiтає з початковою швидкiстю v0 пiд кутом α до гори-
зонту.
Розв’язання. За початок координат вiзьмемо точку вильоту
снаряда (рис. 10.1). На снаряд дiє сила його ваги P = mg, ї ї
складова на осi x дорiвнює нулю, бо сила перпендикулярна до
цiєї осi. Припустимо, що опiр повiтря пропорцiйний швидкостi
руху. Тодi диференцiальними рiвняннями руху вздовж коорди-
натних осей є

m
d2x

dt2
= −mkdx

dt
, m

d2y

dt2
= −mg −mk

dy

dt
.

7)Якщо у системi двi невiдомi функцiї, то позначатимемо їх через y, z.
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Якщо знехтувати опором повiтря, то цi рiвняння пiсля ско-
рочення на m матимуть вигляд:

d2x

dt2
= 0,

d2y

dt2
= −g. (10.9)

�

O

y

x
α

mg�v0

Рис. 10.1

Отже, задача звелася до iнтегрування системи двох дифе-
ренцiальних рiвнянь. Iнтегруючи кожне рiвняння системи (10.9),
одержуємо:

vx ≡ dx

dt
= C1, vy ≡ dy

dt
= −gt+ C2, (10.10)

де vx, vy — складовi швидкостi v = v(x, y) на осях. У початковий
момент часу t0 = 0 компонентами швидкостi є vx = v0 cosα,
vy = v0 sinα i, отже,

C1 = v0 cosα, C2 = v0 sinα.

Враховуючи цi формули, з (10.10) знаходимо

x = v0t cosα+ C3, y = −gt
2

2
+ v0t sinα+C4,

але оскiльки x(0) = y(0) = 0, то C3 = C4 = 0. Остаточно маємо:

x = v0t cosα, y = −gt
2

2
+ v0t sinα.

Виключаючи з цих рiвнянь t, одержуємо траєкторiю руху (па-
раболу)

y = − gx2

2v20 cos
2α

+ x tgα.
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Дальнiсть x1 польоту снаряда знайдемо з рiвняння y = 0,
тобто

x tgα− gx2

2v20 cos
2α

= 0 ⇒ x1 =
v20 sin 2α

g
.

Максимальною дальнiсть польоту буде тодi, коли sin 2α = 1,
звiдки знаходимо вiдповiдний кут вильоту α = π/4. �

2. Механiчне тлумачення нормальної системи та її
розв’язкiв. Нормальнiй системi (10.2) та її розв’язкам можна
надати механiчне тлумачення. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x′1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn),
x′2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . .
x′n = fn(t, x1, x2, . . . , xn),

(10.11)

де t — час, x1, x2, . . . , xn — координати точки n-вимiрного про-
стору. Цей простiр називають фазовим. Для n = 1 фазовим
простором є вiсь t (фазова пряма), для n = 2 — площина (t, x),
яку називають фазовою.

Кожний розв’язок (iнтегральна крива)

x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t) (10.12)

системи (10.11) виражає закон руху точки у фазовому просторi.
Тому розв’язок (10.12) називатимемо рухом у n-вимiрному про-
сторi Rn, який визначений системою (10.11), а криву, яку описує
рухома точка у фазовому просторi, — траєкторiєю руху.

Лiвi частини системи (10.11) є складовими (за осями коорди-
нат) швидкостi руху точки, тому кажуть, що ця система задає
поле швидкостей рухiв, тобто точка може проходити у момент
часу t через положення (x1, x2, . . . , xn) тiльки iз заданою швид-
кiстю.

Якщо швидкiсть, з якою точка проходить через положення
(x1, x2, . . . , xn), не залежить вiд моменту часу проходження, тоб-
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то система (10.11) має вигляд⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x′1 = f1(x1, x2, . . . , xn),
x′2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . .
x′n = fn(x1, x2, . . . , xn),

(10.13)

то її називають автономною (стацiонарною), а рух, що опи-
сується такою системою, — усталеним.

Якщо у деякiй точцi (x10, x20, . . . , xn0) правi частини систе-
ми (10.13) дорiвнюють нулю для всiх значень часу t, тобто
fj(t, x10, x20, . . . , xn0) ≡ 0, j = 1, 2, . . . , n, то ця система має роз-
в’язок

x1 ≡ x10, x2 ≡ x20, . . . , xn ≡ xn0, (10.14)

адже, пiдставляючи його в (10.11), одержимо тотожностi. Рух
(10.14) називають станом спокою. Траєкторiєю цього руху є
точка (x10, x20, . . . , xn0), яку називатимемо точкою спокою.
Задача Кошi для системи (10.11) полягає у знаходженнi ру-

ху (10.12), який задовольняє початковi умови

x1(t0) = x10, x2(t0) = x20, . . . , xn(t0) = xn0,

де t0, x10, x20, . . . , xn0 — заданi числа (початковi данi), тобто
шукають такий рух (10.12), при якому рухома точка знаходи-
ться у заданiй точцi (x10, x20, . . . , xn0) фазового простору в зада-
ний момент часу t. При цьому (x10, x20, . . . , xn0) називають по-
чатковою точкою руху (10.12). Зауважимо, що якщо поча-
тковою точкою руху (10.12) є точка спокою (x10, x20, . . . , xn0), то
одним з розв’язкiв задачi Кошi буде стан спокою (10.14).

3. Зведення диференцiального рiвняння n-го порядку
до нормальної системи й обернена задача. Диференцiальне
рiвняння n-го порядку, розв’язане вiдносно старшої похiдної

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
(10.15)

завжди можна звести до нормальної системи n диференцiальних
рiвнянь. З цiєю метою позначимо

y = y1, y′ = y2, y′′ = y3, . . . , y
(n−1) = yn.
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Тодi

y′1 = y′ = y2, y′2 = y′′ = y3, . . . , y′n−1 = y(n−1) = yn,

y′n = y(n) = f (x, y1, y2, . . . , yn),

тобто функцiї y1, y2, . . . , yn задовольняють систему диференцi-
альних рiвнянь ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

y′1 = y2,
y′2 = y3,
. . .

y′n−1 = yn,
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

(10.16)

Система (10.16) — це нормальна система, рiвносильна дифе-
ренцiальному рiвнянню (10.15). Зведення одного диференцiаль-
ного рiвняння довiльного порядку, розв’язаного вiдносно старшої
похiдної, до рiвносильної нормальної системи рiвнянь у багатьох
випадках спрощує задачу знаходження загального розв’язку або
розв’язку задачi Кошi.

Розглянемо обернену задачу, тобто задачу про зведення нор-
мальної системи (10.2), в якiй fj — (n− 1) разiв диференцiйовнi
функцiї, до одного диференцiального рiвняння. Для цього послi-
довно здиференцiюємо (n−1) разiв одне з рiвнянь системи (10.2)
(наприклад, перше), замiнюючи пiсля кожного диференцiювання
похiднi y′1, y′2, . . . , y′n виразами для них iз системи (10.2), i виклю-
чимо з першого рiвняння цiєї системи i отриманих (n−1)-го рiв-
няння функцiї y2, y3, . . . , yn. При цьому для знаходження функцiї
y1, очевидно, одержимо диференцiальне рiвняння n-го порядку
вигляду

y
(n)
1 = f

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
,

i якщо вдасться знайти його загальний розв’язок, то функцiї
y2, y3, . . . , yn знайдуться без квадратур.

Метод розв’язування нормальної системи рiвнянь зведенням
її до одного диференцiального рiвняння, розв’язаного вiдносно
старшої похiдної, називають методом виключення.
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У деяких випадках зведення нормальної системи до одного
рiвняння можна здiйснювати з вiдхиленням вiд описаної загаль-
ної схеми.

Приклад 2. Зiнтегрувати методом виключення систему{
y′ = 2y + z,
z′ = 3y + 4z.

Розв’язання. З першого рiвняння виразимо z через y i пiдста-
вимо у друге рiвняння системи:

z = y′ − 2y ⇒ (
y′ − 2y

)′
= 3y + 4

(
y′ − 2y

) ⇒
⇒ y′′ − 6y′ + 5y = 0.

Загальним розв’язком одержаного рiвняння є y = C1e
x +

+C2e
5x. Пiдставляючи цей вираз у перше рiвняння системи, ма-

ємо:

z =
(
C1e

x + C2e
5x
)′ − 2

(
C1e

x + C2e
5x
)
= −C1e

x + 3C2e
5x.

Вiдповiдь: y = C1e
x + C2e

5x, z = −C1e
x + 3C2e

5x.

Приклад 3. Зiнтегрувати методом виключення систему⎧⎨
⎩
y′1 = −y2 + y3 + 2y1,
y′2 = y1 + 2y2 − y3,
y′3 = y1 − y2 + 2y3.

Розв’язання. Здиференцiюємо третє рiвняння системи i пiдста-
вимо замiсть y′1, y′2 вiдповiднi вирази з початкової системи:

y′′3 = y′1 − y′2 + 2y′3 = 2y1 − y2 + y3 − (y1 + 2y2 − y3) +

+ 2(y1 − y2 + 2y3) = 3y1 − 5y2 + 6y3.

Диференцiюючи отримане спiввiдношення i знову використову-
ючи рiвняння системи, одержуємо рiвняння

y′′′3 = 3y′1 − 5y′2 + 6y′3 = 7y1 − 19y2 + 20y3.
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Iз системи ⎧⎨
⎩
y′3 = y1 − y2 + 2y3,
y′′3 = 3y1 − 5y2 + 6y3,
y′′′3 = 7y1 − 19y2 + 20y3

виключимо y1 i y2. Для цього достатньо, наприклад, розв’язати
систему, утворену з першого i другого рiвнянь, вiдносно y1 i y2.{

y′3 = y1 − y2 + 2y3,
y′′3 = 3y1 − 5y2 + 6y3

⇒
{
y1 − y2 = y′3 − 2y3,
3y1 − 5y2 = y′′3 − 6y3

⇒

⇒ y1 = −1

2
y′′3 +

5

2
y′3 − 2y3, y2 = −1

2
y′′3 +

3

2
y′3.

Пiдставивши знайдений розв’язок у третє рiвняння, одержимо

y′′′3 − 6y′′3 + 11y′3 − 6y3 = 0.

Оскiльки характеристичними числами, як легко перевiрити, є
k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3, то загальний розв’язок останнього рiвняння
має вигляд

y3 = C1e
x + C2e

2x + C3e
3x.

Пiсля цього знаходимо y1, y2:

y1 = C2e
2x + C3e

3x, y2 = C1e
x + C2e

2x.

Вiдповiдь: y1 = C2e
2x + C3e

3x, y2 = C1e
x + C2e

2x, y3 = C1e
x +

+ C2e
2x + C3e

3x.

Потрiбно мати на увазi, що при розв’язуваннi систем (як i рiв-
нянь) вiдповiдь може бути записана у рiзнiй формi, але зазвичай
її можна звести вiд одного до iншого вигляду перепозначенням
сталих.

4. Лiнiйнi однорiднi системи. Лiнiйною системою дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку називають систему⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . . + p1n(x)yn + f1(x),
y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . . + p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . .+ pnn(x)yn + fn(x),

(10.17)
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яку скорочено можна записати у виглядi

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n.

Уважатимемо, що функцiї pkj(x), fk(x), k, j = 1, 2, . . . , n, непе-
рервнi на деякому iнтервалi (a, b). Тодi згiдно з теоремою Кошi
(п. 1) система (10.17) має єдиний розв’язок (10.3), який задоволь-
няє початковi умови (10.4). Цей розв’язок буде визначений на
деякому вiдрiзку [a1, b1] ⊂ (a, b). Особливих розв’язкiв система
(10.17) не має.

Якщо на iнтервалi (a, b) всi fk(x) ≡ 0, то систему (10.17) на-
зивають лiнiйною однорiдною. Вона має вигляд

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj, k = 1, 2, . . . , n. (10.18)

Якщо у системi (10.17) не всi функцiї fk(x) тотожно дорiвнюють
нулю, то її називають лiнiйною неоднорiдною.

Очевидно, кожна лiнiйна однорiдна система має нульовий
розв’язок

y1 = 0, y2 = 0, . . . , yn = 0,

який називають тривiальним.
Розв’язки лiнiйної однорiдної системи (10.18) мають деякi

характернi властивостi, якi аналогiчнi до вiдповiдних власти-
востей розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку
(лекцiя 7, п. 2).

Властивiсть 1. Якщо y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), . . . , yn =
= ϕn(x) — розв’язок однорiдної системи (10.18), то

y1 = Cϕ1(x), y2 = Cϕ2(x), . . . , yn = Cϕn(x),

де C — довiльна стала, також є розв’язком цiєї системи.

Властивiсть 2. Якщо задано m розв’язкiв системи (10.18):

1-й розв’язок : y11, y12, . . . , y1n,
2-й розв’язок : y21, y22, . . . , y2n,

· · · · · · · · ·
m-й розв’язок : ym1, ym2, . . . , ymn,
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то їхня лiнiйна комбiнацiя з довiльними сталими C1, C2, . . . ,
Cm

y1 = C1y11 + C2y21 + . . .+ Cmym1,
y2 = C1y12 + C2y22 + . . .+ Cmym2,

· · · · · · · · ·
yn = C1y1n + C2y2n + . . . + Cmymn,

або, скорочено,

yk =

m∑
i=1

Ciyik, k = 1, 2, . . . , n, (10.19)

також є розв’язком системи (10.18).
Доведення. Пiдставляючи (10.19) в (10.18), одержуємо:(

m∑
i=1

Ciyik

)′
=

n∑
j=1

pkj(x)

(
m∑
i=1

Ciyij

)
⇒

⇒
m∑
i=1

Ciy
′
ik =

m∑
i=1

Ci

n∑
j=1

pkj(x)yij , k = 1, 2, . . . , n.

Доведення властивостi випливає з тотожного виконання рiвно-
стей

y′ik ≡
n∑
j=1

pkj(x)yij(x), k = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . ,m,

якi є результатом пiдставляння i-го розв’язку в систему (10.18).
Властивiсть доведено.

Так само, як i для лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння n-го порядку, для знаходження дiйсних розв’язкiв си-
стеми (10.2) часто використовують її комплекснi розв’язки. Су-
купнiсть функцiй

yj(x) = uj(x) + i vj(x), j = 1, 2, . . . , n,

де uj(x), vj(x), j = 1, 2, . . . , n, — дiйснi функцiї, називають ком-
плексним розв’язком системи (10.2) на iнтервалi (a, b), якщо
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вона перетворює всi рiвняння цiєї системи у тотожностi. При цьо-
му легко показати, що впорядкованi сукупностi, складенi окремо
з дiйсних та з уявних частин цього розв’язку, є дiйсними розв’яз-
ками системи (10.2) ([11, с. 184]).

Рекомендована лiтература: [9, с. 151–166], [11, с. 51–53,
168–184], [14, с. 18–22, 65–70, 91–92], [18, с. 322–340], [21, с. 93–99,
164–179].

Питання до лекцiї 10

1. Який загальний вигляд має система звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку? Що називають розв’язком цiєї системи на
деякому iнтервалi (a, b)?

2. Який вигляд має нормальна система диференцiальних рiвнянь
першого порядку? Як формулюється задача Кошi для нормальної си-
стеми? Який її геометричний та механiчний змiст? Яку нормальну
систему називають автономною?

3. Який механiчний змiст має нормальна система та її розв’язок?
Що таке фазовий простiр, фазова площина, фазова пряма? Як пов’я-
занi мiж собою рух, який описується системою диференцiальних рiв-
нянь, та його траєкторiя? Який рух називають станом спокою, яка його
траєкторiя? Що таке поле швидкостей, визначене системою диферен-
цiальних рiвнянь? Дайте механiчне тлумачення задачi iнтегрування
нормальної системи диференцiальних рiвнянь.

4. Як формулюється теорема Кошi про достатнi умови iснування
та єдиностi неперервно диференцiйовного розв’язку задачi Кошi для
нормальної системи диференцiальних рiвнянь?

5. Що називають загальним розв’язком (iнтегралом) нормальної
системи диференцiальних рiвнянь у деякiй областi iснування та єди-
ностi розв’язкiв задачi Кошi? Що називають частинним та особливим
розв’язками нормальної системи диференцiальних рiвнянь? Як вони
пов’язанi з загальним розв’язком системи?

6. Що таке iнтегровнi комбiнацiї i як вони використовуються для
знаходження загального iнтеграла?

7. Як диференцiальне рiвняння n-го порядку, розв’язане вiдносно
старшої похiдної, можна звести до рiвносильної йому нормальної си-
стеми диференцiальних рiвнянь?

8. Який вигляд має лiнiйна система диференцiальних рiвнянь? Чим
вiдрiзняється лiнiйна неоднорiдна система вiд однорiдної? Якi власти-
востi мають розв’язки лiнiйної однорiдної системи?
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Вправи до лекцiї 10

1. Зiнтегруйте системи, використовуючи iнтегровнi комбiнацiї:

а)
{
y′ = 2(y2 + z2)x,
z′ = 4yzx;

б)
{
y′ = sin y cos z,
z′ = cos y sin z.

2. Зiнтегруйте методом виключення системи:

а)
{
y′ = 10y − 6z,
z′ = 18y − 11z;

б)
{
y′ = y − 2z − xex,
z′ = 5y − z − (x + 1)ex;

в)

⎧⎨
⎩
y′1 = −2y1 + 2y2 − y3,
y′2 = −6y1 + 2y2 − 2y3,
y′3 = −6y1 − 2y2 − y3.

Лекцiя 11. Лiнiйнi однорiднi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

План

1. Лiнiйно залежнi (незалежнi) сукупностi функцiй.
2. Формула Остроградського–Якобi.
3. Теорема про побудову загального розв’язку лiнiйної одно-

рiдної системи.
4. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнтами. Метод

Ейлера.

1. Лiнiйно залежнi (незалежнi) сукупностi функцiй.
Нехай задано m сукупностей функцiй

y11, y12, . . . , y1n,
y21, y22, . . . , y2n,

. . . . . . . . .
ym1, ym2, . . . , ymn,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (11.1)

у кожнiй з яких по n функцiй, визначених i неперервних на
деякому iнтервалi (a, b). Cукупностi функцiй (11.1) називають
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лiнiйно незалежними на iнтервалi (a, b), якщо тотожностi

α1y11 + α2y21 + . . .+ αmym1 ≡ 0,
α1y12 + α2y22 + . . .+ αmym2 ≡ 0,

· · · · · · · · ·
α1y1n + α2y2n + . . . + αmymn ≡ 0,

де α1, α2, . . . , αm — сталi, виконуються тiльки тодi, коли
α1 = α2 = . . . = αm = 0. В iншому випадку сукупностi функцiй
(11.1) називають лiнiйно залежними на iнтервалi (a, b).

Зокрема, двi сукупностi функцiй y11, y12, . . . , y1n i y21, y22, . . . ,
y2n будуть лiнiйно незалежними на (a, b), якщо не iснує спiввiд-
ношення вигляду

y21
y11

=
y22
y12

= . . . =
y2n
y1n

= k 
= 0, a < x < b.

Наприклад, сукупностi функцiй

y11 = 3e3x, y12 = 2e3x, y13 = e3x

i
y21 = e3x, y22 = 2e3x, y23 = 3e3x

є лiнiйно незалежними на (−∞,+∞), а сукупностi функцiй

y11 = 2e3x, y12 = e3x, y13 = −e3x

i
y21 = 4e3x, y22 = 2e3x, y23 = −2e3x

лiнiйно залежнi на (−∞,+∞).
Установимо необхiдну умову лiнiйної залежностi довiльних

n сукупностей функцiй. Отже, нехай маємо n сукупностей функ-
цiй

y11, y12, . . . , y1n,
y21, y22, . . . , y2n,

. . . . . . . . .
yn1, yn2, . . . , ynn.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (11.2)
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Визначником Вронського або вронскiаном сукупностей
функцiй (11.2) називають визначник

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11 y12 · · · y1n
y21 y22 · · · y2n
· · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣. (11.3)

Теорема 1 (необхiдна умова лiнiйної залежностi n су-
купностей функцiй). Якщо n сукупностей функцiй (11.2) лi-
нiйно залежнi на iнтервалi (a, b), то W (x) ≡ 0 на цьому iнтер-
валi.
Доведення. Оскiльки n сукупностей функцiй (11.2) лiнiйно за-
лежнi, то, за означенням,

n∑
i=1

αiyik = 0, k = 1, 2, . . . , n, a < x < b, (11.4)

де не всi αi дорiвнюють нулю. Розглядаючи (11.4) як однорiдну
лiнiйну систему алгебричних рiвнянь вiдносно α1, α2, . . . , αn,
бачимо, що вона має ненульовий розв’язок, а тому визначник
цiєї системи дорiвнює нулю. Цим визначником є вронскiан, отже,
W (x) ≡ 0 в усiх точках iнтервалу (a, b). Теорему доведено.

Теорему 1 можна сформулювати iнакше: якщо вронскiан
n сукупностей функцiй (11.2) на деякому iнтервалi (a, b) вiд-
мiнний вiд нуля, то цi сукупностi функцiй лiнiйно незалежнi
на цьому iнтервалi.

Нехай тепер кожна з сукупностей функцiй (11.2) є розв’язком
лiнiйної однорiдної системи

y′k =
n∑
j=1

pkj(x)yj, k = 1, 2, . . . , n, (11.5)

коефiцiєнти pkj(x), k, j = 1, 2, . . . , n, якої неперервнi на деякому
iнтервалi (a, b).
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Теорема 2 (необхiдна умова лiнiйної незалежностi n
розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n рiвнянь).Якщо n
розв’язкiв (11.2) системи (11.5) лiнiйно незалежнi на iнтервалi
(a, b), то їхнiй вронскiан не перетворюється в нуль у жоднiй
точцi цього iнтервалу.
Доведення теореми проведемо вiд супротивного. Нехай
W (x0) = 0 для деякої точки x0 ∈ (a, b). Складемо систему n ал-
гебричних рiвнянь

n∑
i=1

Ciyik(x0) = 0, k = 1, 2, . . . , n. (11.6)

Оскiльки визначник однорiдної системи (11.6) дорiвнює нулю
(ним є W (x0)), то вона має ненульовий розв’язок C1 = C

(0)
1 ,

C2 = C
(0)
2 , . . . , Cn = C

(0)
n .

Побудуємо розв’язок

yk =
n∑
i=1

C
(0)
i yik, k = 1, 2, . . . , n. (11.7)

Оскiльки C(0)
i задовольняють систему (11.6), то розв’язок (11.7)

має нульовi початковi значення у точцi x = x0, тобто y1(x0) = 0,
y2(x0) = 0, . . . , yn(x0) = 0. Але цi самi початковi умови задоволь-
няє також тривiальний розв’язок, тому згiдно з теоремою Кошi
(п. 1, лекцiя 10) цi розв’язки збiгаються, тобто

n∑
i=1

C
(0)
i yik ≡ 0, k = 1, 2, . . . , n,

де не всi C(0)
i дорiвнюють нулю. Отримали, що розв’язки (11.2)

лiнiйно залежнi на (a, b), що суперечить умовi теореми. Теорему
доведено.

З теорем 1 i 2 випливає: для того, щоб n розв’язкiв системи
(11.5) були лiнiйно незалежними на iнтервалi (a, b), необхiдно
i достатньо, щоб їхнiй вронскiан не перетворювався в нуль у
жоднiй точцi цього iнтервалу.
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2. Формула Остроградського–Якобi. Ця формула дозво-
ляє з точнiстю до сталого множника виразити вронскiан розв’яз-
кiв лiнiйної однорiдної системи (11.5) через дiагональнi коефiцi-
єнти цiєї системи, а саме:

W (x) =W (x0) · e
x∫

x0

(
p11(x)+p22(x)+...+pnn(x)

)
dx

, (11.8)

де x = x0 — довiльна точка iнтервалу (a, b). Формулу (11.8) на-
зивають формулою Остроградського–Якобi. Для доведення
формули (11.8) знайдемо похiдну вiд вронскiана (11.3), дифе-
ренцiюючи його за стовпцями. У цьому випадку похiдна вiд ви-
значника n-го порядку дорiвнює сумi n визначникiв, якi отри-
муються з нього почерговою замiною елементiв першого, друго-
го, . . . , n-го стовпця їхнiми похiдними, тобто

W ′(x) =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y11 y12 · · · y1,k−1 y′1k y1,k+1 · · · y1n
y21 y22 · · · y2,k−1 y′2k y2,k+1 · · · y2n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · yn,k−1 y′nk yn,k+1 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Замiнимо похiднi y′1k, y

′
2k, . . . , y

′
nk їхнiми виразами з (11.5).

Тодi

W ′(x)=
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11 y12 · · · y1,k−1

n∑
j=1

pkjy1j y1,k+1 · · · y1n

y21 y22 · · · y2,k−1

n∑
j=1

pkjy2j y2,k+1 · · · y2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · yn,k−1

n∑
j=1

pkjynj yn,k+1 · · · ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Якщо розкласти кожен з визначникiв справа на суму n визна-
чникiв, то всi вони дорiвнюватимуть нулю (кожен з них ма-
тиме два пропорцiйнi стовпцi), крiм визначника, який вiдповi-
дає j = k. У цьому випадку k-й визначник справа дорiвнює

pkk(x)W (x), а тому W ′(x) =
n∑
k=1

pkk(x)W (x), звiдки iнтегрува-

нням отримуємо формулу (11.8) (порiвняйте з виведенням фор-
мули Остроградського–Лiувiлля з лекцiї 7).
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З формули Остроградського–Якобi, зокрема, випливають та-
кi властивостi:

1. Якщо W (x) = 0 хоч у однiй точцi iнтервалу (a, b), то
W (x) = 0 в усiх точках цього iнтервалу.

2. Якщо W (x) 
= 0 у деякiй точцi iнтервалу (a, b), то
W (x) 
= 0 в усiх точках цього iнтервалу.

3. Теорема про побудову загального розв’язку лiнiйної
однорiдної системи. Сукупнiсть n розв’язкiв лiнiйної однорi-
дної системи (11.5), визначених i лiнiйно незалежних на iнтервалi
(a, b), називають фундаментальною системою розв’язкiв
на цьому iнтервалi.

З п. 1, 2 цiєї лекцiї випливає таке твердження: сукупнiсть
n розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (11.5) буде фундамен-
тальною системою розв’язкiв на iнтервалi (a, b) тодi i тiльки
тодi, коли вронскiан цих розв’язкiв вiдмiнний вiд нуля хоч в
однiй точцi iнтервалу (a, b).

Так само, як i для лiнiйних однорiдних рiвнянь n-го поряд-
ку (лекцiя 7), знаття фундаментальної системи розв’язкiв дає
можливiсть побудувати загальний розв’язок лiнiйної однорiдної
системи (11.5).

Теорема 3. Якщо сукупностi функцiй (11.2) утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв лiнiйної однорiдної систе-
ми (11.5) на iнтервалi (a, b), то формули

y1 = C1y11 + C2y21 + . . .+ Cnyn1,
y2 = C1y12 + C2y22 + . . .+ Cnyn2,

· · · · · · · · ·
yn = C1y1n + C2y2n + . . .+ Cnynn,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (11.9)

де C1, C2, . . . , Cn — довiльнi сталi, визначають загальний роз-
в’язок системи (11.5) в усiй її областi задання.
Доведення. Неоднорiдну систему (11.9) можна розв’язати вiд-
носно C1, C2, . . . , Cn, бо її визначник вiдмiнний вiд нуля (ним
є W (x)). Крiм того, сукупнiсть функцiй (11.9) є розв’язком си-
стеми (11.5) для всiх значень довiльних сталих C1, C2, . . . , Cn
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(властивiсть 2 з п. 4 лекцiї 10). Тому згiдно з означенням загаль-
ного розв’язку нормальної системи диференцiальних рiвнянь су-
купнiсть функцiй (11.9) є загальним розв’язком системи (11.5).
Теорему доведено.

4. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими коефiцiєнта-
ми. Метод Ейлера. Розглянемо лiнiйну однорiдну систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn,
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn,

· · · · · · · · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn,

(11.10)

де aij , i, j = 1, 2, . . . , n, — дiйснi сталi, i покажемо, що її завжди
можна зiнтегрувати у скiнченному виглядi (тобто через елемен-
тарнi функцiї або у квадратурах).

Згiдно з теоремою 3 для побудови загального розв’язку систе-
ми (11.10) досить знайти хоча б одну її фундаментальну систему
розв’язкiв. Частинний розв’язок системи (11.10) шукаємо у ви-
глядi

y1 = γ1e
kx, y2 = γ2e

kx, . . . , yn = γne
kx, (11.11)

де γ1, γ2, . . . , γn i k — деякi сталi, причому γ1, γ2, . . . , γn не
дорiвнюють нулю одночасно (iнакше матимемо очевидний три-
вiальний розв’язок, який не може належати фундаментальнiй
системi розв’язкiв). Якщо пiдставити (11.11) в систему (11.10),
скоротити ekx i перенести усi доданки у лiву частину, то одержу-
ємо однорiдну систему алгебричних рiвнянь⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
(a11 − k)γ1 + a12γ2 + . . .+ a1nγn = 0,
a21γ1 + (a22 − k)γ2 + . . .+ a2nγn = 0,

· · · · · · · · ·
an1γ1 + an2γ2 + . . .+ (ann − k)γn = 0.

(11.12)

Ненульовий розв’язок системи (11.12) iснує лише тодi, коли її
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визначник дорiвнює нулю. Позначивши його через Δ(k), маємо:

Δ(k) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 · · · a1n
a21 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (11.13)

Рiвняння (11.13) називають характеристичним рiвнянням
системи (11.10), його коренi — характеристичними числа-
ми, а визначник Δ(k) — характеристичним визначником.

Нехай усi характеристичнi числа k1, k2, . . . , kn простi. Тодi,
як вiдомо з алгебри,

Δ(kj) = 0, Δ′(kj) 
= 0, j = 1, 2, . . . , n.

Покажемо, що ранг матрицi

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 − kj a12 · · · a1n
a21 a22 − kj · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − kj

⎞
⎟⎟⎠,

складеної з коефiцiєнтiв системи, яку одержуємо з (11.12) пiсля
замiни у нiй k на kj , дорiвнює n− 1. Для цього знайдемо Δ′(k):

Δ′(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 a12 · · · a1n
0 a22 − k · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
0 an2 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k 0 · · · a1n
a21 −1 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 0 · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

. . .+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − k a12 · · · 0
a21 a22 − k · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= −Δ11(k)−Δ22(k)− . . .−Δnn(k), (11.14)
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де Δjj(k) — алгебричне доповнення елемента ajj − k визначника
Δ(k). Оскiльки Δ′(kj) 
= 0, j = 1, 2, . . . , n, то з (11.14) випливає,
що хоча б один з визначникiв Δjj(ki) (а це визначники (n−1)-го
порядку) вiдмiнний вiд нуля. Отже, ранг матрицi A дорiвнює
n−1, а тому одне з рiвнянь системи (11.12) є наслiдком iнших i ця
система має ненульовий розв’язок, який визначається з точнiстю
до довiльного множника Pi:

γi1 = Pimi1, γi2 = Pimi2, . . . , γin = Pimin, i = 1, 2, . . . , n.
(11.15)

Якщо у формулах (11.15) зафiксувати множник Pi, то одержимо
конкретний розв’язок системи (11.12).

Пiдставляючи тепер у (11.11) замiсть k послiдовно характе-
ристичнi числа k1, k2, . . . , kn, а замiсть γ1, γ2, . . . , γn — вiдпо-
вiднi їм розв’язки системи (11.12), визначенi формулами (11.15)
при фiксованих множниках Pi, одержуємо n розв’язкiв системи
(11.10):⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y11 = γ11e

k1x, y12 = γ12e
k2x, . . . , y1n = γ1ne

knx,
y21 = γ21e

k1x, y22 = γ22e
k2x, . . . , y2n = γ2ne

knx,
· · · · · · · · ·

yn1 = γn1e
k1x, yn2 = γn2e

k2x, . . . , ynn = γnne
knx.

(11.16)

Легко показати, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на (−∞,+∞).
Якщо при цьому всi числа k1, k2, . . . , kn дiйснi, то розв’язки
(11.16) також будуть дiйсними.

Таким чином, для простих дiйсних характеристичних чисел
система (11.10) має n дiйсних лiнiйно незалежних частинних роз-
в’язкiв вигляду (11.16). Тому згiдно з теоремою 3 формули⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y1 = C1γ11e

k1x + C2γ21e
k2x + . . . +Cnγn1e

knx,
y2 = C1γ12e

k1x + C2γ22e
k2x + . . . +Cnγn2e

knx,
· · · · · · · · ·

yn = C1γ1ne
k1x + C2γ2ne

k2x + . . . + Cnγnne
knx

визначають загальний розв’язок системи (11.10).
Припустимо, що характеристичнi числа k1, k2, . . . , kn про-

стi, але серед них є комплекснi. Нехай a + ib i a − ib — па-
ра комплексно-спряжених характеристичних чисел. Числу a+ ib
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згiдно з (11.11) вiдповiдає розв’язок

y1 = γ1e
(a+ib)x, y2 = γ2e

(a+ib)x, . . . , yn = γne
(a+ib)x,

де γ1, γ2, . . . , γn — комплекснi числа. Покладаючи

γ1 = γ11 + iγ21, γ2 = γ12 + iγ22, . . . , γn = γ1n + iγ2n,

одержуємо комплексний розв’язок

y1 = (γ11 + iγ21)e
(a+ib)x, y2 = (γ12 + iγ22)e

(a+ib)x, . . . ,

yn = (γ1n + iγ2n)e
(a+ib)x.

Вiдокремлюючи у цьому розв’язку дiйснi та уявнi частини, має-
мо два дiйснi розв’язки:

y11 = eax(γ11 cos bx− γ21 sin bx),

y12 = eax(γ12 cos bx− γ22 sin bx), . . . ,

y1n = eax(γ1n cos bx− γ2n sin bx)

i

y21 = eax(γ11 sin bx+ γ21 cos bx),

y22 = eax(γ12 sin bx+ γ22 cos bx), . . . ,

y2n = eax(γ1n sin bx+ γ2n cos bx).

Легко показати, що цi розв’язки лiнiйно незалежнi на iнтервалi
(−∞,+∞). Очевидно також, що спряжений корiнь a− ib не по-
роджує нових дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Приклад 1. Зiнтегрувати систему{
y′ = 5y + 4z,
z′ = 4y + 5z.

Розв’язання. Розв’язуючи характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 5− k 4
4 5− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 10k + 9 = 0,
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знаходимо k1 = 1, k2 = 9, отже, характеристичнi числа дiйснi i
простi.

Складемо систему для знаходження чисел γ1 i γ2, якi вiдпо-
вiдають характеристичному числу k1. Матрицю коефiцiєнтiв цiєї
системи отримуємо з матрицi(

5− k 4
4 5− k

)

замiною k на k1. Отже, шукана система має вигляд{
4γ1 + 4γ2 = 0,
4γ1 + 4γ2 = 0

⇒ γ1 = −γ2.

Нехай γ1 = 1, тодi γ2 = −1. Таким чином, характеристичному
числу k1 = 1 вiдповiдає розв’язок y1 = ex, z1 = − ex.

Аналогiчно, розв’язуючи систему, яка вiдповiдає k2 = 9:{−4γ1 + 4γ2 = 0,
4γ1 − 4γ2 = 0,

знаходимо, що γ1 = γ2. Якщо взяти γ1 = 1, то γ2 = 1, а тому
цьому характеристичному числу вiдповiдає розв’язок y2 = e9x,
z2 = e9x.

Загальний розв’язок записуємо згiдно з теоремою 3:

y = C1e
x + C2e

9x, z = −C1e
x + C2e

9x. �

Приклад 2. Зiнтегрувати систему{
y′ = 2y − z,
z′ = y + 2z.

Розв’язання. Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 2− k −1
1 2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 4k + 5 = 0
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має комплексно-спряженi коренi k1 = 2+ i, k2 = 2− i. Розв’язок,
який вiдповiдає k1, має вигляд y = γ1e

(2+i)x, z = γ2e
(2+i)x, де

числа γ1, γ2 знайдемо iз системи:{−iγ1 − γ2 = 0,
γ1 − iγ2 = 0.

Покладаючи γ1 = 1, знаходимо γ2 = − i, а тому шуканим роз-
в’язком є y = e(2+i)x, z = − i e(2+i)x. Вiдокремлюючи у цьому
розв’язку дiйснi та уявнi частини, одержуємо два дiйснi розв’яз-
ки: y1 = e2x cos x, z1 = e2x sinx i y2 = e2x sinx, z2 = − e2x cos x.
Цi розв’язки утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, а
тому загальним розв’язком є

y = e2x(C1 cos x+ C2 sinx), z = e2x(C1 sinx− C2 cos x). �

Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння є кратнi, то
метод, викладений вище, застосовувати не можна. Однак i у цьо-
му випадку вдається побудувати фундаментальну систему роз-
в’язкiв через елементарнi функцiї. Зауважимо перш за все, що
якщо k1 — просте характеристичне число, то, незалежно вiд то-
го, чи будуть серед iнших характеристичних чисел зустрiчатися
кратнi чи нi, йому завжди вiдповiдає один частинний розв’язок
вигляду y1 = γ1e

k1x, y2 = γ2e
k1x, . . . , yn = γne

k1x, де γ1, γ2, . . . ,
γn — деякi сталi, якi визначаються з точнiстю до сталого мно-
жника.

Таким чином, задача зводиться до того, щоб знайти частин-
нi розв’язки, якi вiдповiдають кратному кореню. При цьому, так
само, як i для лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку, ви-
являється, що одному характеристичному числу кратностi s вiд-
повiдає s лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Теорема 4. Якщо k1 — характеристичне число кратностi
s, то йому вiдповiдає розв’язок системи (11.10)

y1 = P1(x)e
k1x, y2 = P2(x)e

k1x, . . . , yn = Pn(x)e
k1x, (11.17)

де P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) — багаточлени степеня не вищого,
нiж s− 1, якi мають у сукупностi s довiльних коефiцiєнтiв.
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Доведення теореми можна знайти, наприклад, в [7, с. 196–
207].

З практичної точки зору розв’язок, що вiдповiдає характе-
ристичному числу k1, потрiбно шукати у виглядi (11.17), вважа-
ючи P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) багаточленами (s − 1)-го степеня з
невизначеними коефiцiєнтами, i, пiдставляючи їх в (11.10), вира-
зити всi коефiцiєнти через s з них, якi залишаються довiльними.
Покладаючи по черзi один з цих довiльних коефiцiєнтiв рiвним
одиницi, а решта рiвними нулю, побудуємо s лiнiйно незалежних
розв’язкiв, якi вiдповiдають характеристичному числу k1. Усi цi
частиннi розв’язки будуть утворенi з добуткiв функцiї ek1x на ба-
гаточлени вiд x, степенi яких не перевищують s− 1. Якщо бага-
точлени P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) у формулi (11.17) вироджуються
у сталi, то одержимо s лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв
такого ж вигляду, як i для випадку простого характеристичного
числа.

Якщо система (11.10) має комплексне характеристичне число
a+ bi кратностi s, то вона має також спряжене характеристичне
число a−bi тiєї ж кратностi. Побудувавши s лiнiйно незалежних
комплексних розв’язкiв, якi вiдповiдають числу a+ bi i вiдокре-
мивши в них дiйснi та уявнi частини, одержимо 2s дiйсних лiнiй-
но незалежних частинних розв’язкiв.

Отже, у загальному випадку кожному простому дiйсному ха-
рактеристичному числу вiдповiдає один частинний розв’язок,
кожнiй парi простих комплексно-спряжених характеристичних
чисел вiдповiдає два дiйснi лiнiйно незалежнi розв’язки, дiйсно-
му характеристичному числу кратностi s вiдповiдає s дiйсних
лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв, а для кожної пари
комплексно-спряжених характеристичних чисел кратностi s ма-
ємо 2s дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв. Усього
матимемо n дiйсних розв’язкiв, якi утворюють фундаментальну
систему розв’язкiв на iнтервалi (−∞,+∞). Загальний розв’язок
системи (11.10) одержимо згiдно з теоремою 3.
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Приклад 3. Зiнтегрувати систему{
y′ = 6y + z,
z′ = −16y − 2z.

(11.18)

Розв’язання. Розв’язуємо характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 6− k 1
−16 −2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 4k + 4 = 0, ⇒ k1 = k2 = 2.

Згiдно з теоремою 4 загальний розв’язок шукаємо у виглядi

y = (Ax+B)e2x, z = (Cx+D)e2x. (11.19)

Оскiльки

y′ = (2Ax+ 2B +A)e2x, z′ = (2Cx+ 2D + C)e2x,

то пiсля пiдстановки (11.19) в (11.18) маємо:{
(2Ax+ 2B +A)e2x = 6(Ax +B)e2x + (Cx+D)e2x,
(2Cx+ 2D + C)e2x = −16(Ax +B)e2x − 2(Cx+D)e2x

⇒

⇒
{
(4A+ C)x−A+ 4B +D = 0,
(16A+ 4C)x+ 16B + 4D +C = 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв x, отримуємо
систему ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
4A+ C = 0,
−A+ 4B +D = 0,
16A + 4C = 0,
16B + 4D + C = 0.

У цiй системi є лише два лiнiйно незалежних рiвняння, напри-
клад, перше i друге. Вважатимемо у них вiльними невiдомими,
примiром, A i B i надамо їм довiльних значень: A = C1, B = C2.
Тодi C = −4C1, D = C1−4C2, а загальний розв’язок запишеться
у виглядi

y = (C1x+ C2)e
2x, z = (−4C1x+ C1 − 4C2)e

2x. �
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Приклад 4. Зiнтегрувати систему⎧⎨
⎩
y′1 = y2 + y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = y1 + y2.

Розв’язання. Знаходимо характеристичнi числа системи:∣∣∣∣∣∣
−k 1 1
1 −k 1
1 1 −k

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ k3 − 3k − 2 = 0 ⇒

k1 = 2, k2,3 = −1.

Числу k1 = 2 вiдповiдає система двох рiвнянь (третє є на-
слiдком двох перших):{−2γ1 + γ2 + γ3 = 0,

γ1 − 2γ2 + γ3 = 0.

Один з її розв’язкiв γ1 = 1, γ2 = 1, γ3 = 1. Тому y
(1)
1 = e2x,

y
(1)
2 = e2x, y(1)3 = e2x є розв’язком заданої системи.

Характеристичним числам k2,3 = −1 вiдповiдає одне рiвнян-
ня (друге i третє збiгаються з ним): γ1+γ2+γ3 = 0. Виберемо два
лiнiйно незалежнi розв’язки цього рiвняння, наприклад, γ1 = 1,
γ2 = 0, γ3 = −1 i γ1 = 0, γ2 = −1, γ3 = 1. Кожному з них
вiдповiдає один розв’язок:

y
(2)
1 = e−x, y(2)2 = 0, y

(2)
3 = −e−x,

y
(3)
1 = 0, y

(3)
2 = −e−x, y

(3)
3 = e−x.

Оскiльки вронскiан знайдених трьох розв’язкiв вiдмiнний вiд
нуля:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
e2x e−x 0
e2x 0 −e−x
e2x −e−x e−x

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 0 −1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = −3,
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то вони утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, а за-
гальним розв’язком є

y1 = C1e
2x +C2e

−x, y2 = C1e
2x − C3e

−x,
y3 = C1e

2x − C2e
−x + C3e

−x. �

Рекомендована лiтература: [7, с. 134–144, 191–209], [9,
с. 115–132], [11, с. 185–188, 192–199], [14, с. 91–102, 109–128], [18,
с. 341–356], [21, с. 198–205, 210–214, 222–227].

Питання до лекцiї 11

1. Якi сукупностi функцiй називають лiнiйно незалежними (лiнiй-
но залежними) на деякому iнтервалi? Наведiть приклади таких суку-
пностей функцiй.

2. Що таке вронскiан розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи n рiв-
нянь? Як з допомогою вронскiана визначити, чи є заданi n сукупностей
функцiй лiнiйно незалежними?

3. Як формулюється необхiдна умова лiнiйної незалежностi n роз-
в’язкiв лiнiйної однорiдної системи n диференцiальних рiвнянь? Сфор-
мулюйте необхiдну i достатню умову лiнiйної незалежностi n розв’яз-
кiв лiнiйної однорiдної системи на iнтервалi (a, b).

4. Який вигляд має формула Остроградського–Якобi? Якi власти-
востi випливають з цiєї формули?

5. Що називають фундаментальною системою розв’язкiв лiнiйної
однорiдної системи на деякому iнтервалi? Яка її роль у побудовi за-
гального розв’язку лiнiйної однорiдної системи?

6. Який вигляд має лiнiйна однорiдна система диференцiальних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами? Що називають характеристичним
визначником, характеристичним рiвнянням, характеристичними чи-
слами такої системи?

7. У чому полягає метод Ейлера iнтегрування лiнiйних однорiдних
систем зi сталими коефiцiєнтами? Як залежить структура фундамен-
тальної системи розв’язкiв такої системи вiд вигляду характеристич-
них чисел?

Вправи до лекцiї 11

1. Зiнтегруйте методом Ейлера системи:

а)
{
y′ = −2y − 3z,
z′ = 6y + 7z;

б)
{
y′ = −5y − 4z,
z′ = 10y + 7z;
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в)

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 − y2 − y3,
y′2 = −2y1 + 2y2 + y3,
y′3 = 4y1 + 2y2 + 3y3;

г)

⎧⎨
⎩
y′1 = y1 + 2y2 + 2y3,
y′2 = 2y1 + y2 + 2y3,
y′3 = 2y1 + 2y2 + y3.

2. Знайдiть розв’язки задач Кошi (системи зiнтегрувати методом
Ейлера):

а)

{
y′ = 11y − 2z,
z′ = 18y − z;

y(0) = 1, z(0) = 0,
б)

⎧⎨
⎩
y′1 = 2y2 + y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = −y2 − y3;

y1(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = −1.

Лекцiя 12. Лiнiйнi неоднорiднi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

План

1. Структура загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної си-
стеми.

2. Метод варiацiї довiльних сталих.
3. Метод невизначених коефiцiєнтiв.

1. Структура загального розв’язку лiнiйної неоднорi-
дної системи. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + . . .+ p1n(x)yn + f1(x),
y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + . . .+ p2n(x)yn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + . . . + pnn(x)yn + fn(x)

(12.1)

або, у скороченому записi,

dyk
dx

=

n∑
j=1

pkj(x)yj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (12.2)

Припустимо, що нам вiдомий деякий частинний розв’язок цiєї
системи

y1 = y
(1)
1 , y2 = y

(1)
2 , . . . , yn = y(1)n
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i, отже,

dy
(1)
k

dx
≡

n∑
j=1

pkj(x)y
(1)
j + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (12.3)

Уведемо новi невiдомi функцiї z1 = z1(x), z2 = z2(x), . . . , zn =
= zn(x) i покладемо

yk = y
(1)
k + zk, k = 1, 2, . . . , n. (12.4)

Пiдставляючи функцiї (12.4) в систему (12.1), одержуємо:

dy
(1)
k

dx
+
dzk
dx

=

=

n∑
j=1

pkj(x)y
(1)
j +

n∑
j=1

pkj(x)zj+fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (12.5)

Враховуючи (12.3), з (12.5) для знаходження функцiй z1,
z2, . . . , zn отримуємо лiнiйну однорiдну систему

dzk
dx

=
n∑
j=1

pkj(x)zj , k = 1, 2, . . . , n. (12.6)

Однорiдну систему (12.6) називають вiдповiдною неоднорi-
днiй системi (12.2).

Згiдно з теоремою 3 (лекцiя 11) загальний розв’язок системи
(12.6) визначається формулою

zk =

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n, (12.7)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, — деяка фундаментальна си-
стема розв’язкiв системи (12.6), Cj, j = 1, 2, . . . , n, — довiльнi
сталi.

Пiдставляючи (12.7) у (12.4), одержуємо, що

yk = y
(1)
k +

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n. (12.8)
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Формула (12.8) визначає загальний розв’язок системи (12.1)
в усiй областi її задання.

Таким чином, для знаходження загального розв’язку неодно-
рiдної системи (12.1) достатньо знайти будь-який її частин-
ний розв’язок i додати до нього загальний розв’язок вiдповiдної
однорiдної системи (12.6).

2. Метод варiацiї довiльних сталих. Для знаходження
частинного розв’язку, а разом з тим i загального розв’язку лiнiй-
ної неоднорiдної системи у випадку, коли вдається зiнтегрувати
вiдповiдну однорiдну систему, часто використовують метод ва-
рiацiї довiльних сталих (метод Лаґранжа).

Розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи (12.1) шукаємо у ви-
глядi

yk =
n∑
j=1

Cj(x)zjk, k = 1, 2, . . . , n, (12.9)

де zjk = zjk(x), j, k = 1, 2, . . . , n, — деяка фундаментальна систе-
ма розв’язкiв однорiдної системи (12.6), а Cj(x), j = 1, 2, . . . , n, —
деякi неперервно диференцiйовнi функцiї.

Виберемо у (12.9) функцiї Cj(x) так, щоб ця формула ви-
значала розв’язок системи (12.1). Пiдставляючи (12.9) в (12.1),
одержуємо:

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)z
′
jk =

=

n∑
l=1

pkl(x)

n∑
j=1

Cj(x)zjl + fk(x), k = 1, 2, . . . , n, ⇒

⇒
n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)z
′
jk =

=

n∑
j=1

Cj(x)

n∑
l=1

pkl(x)zjl + fk(x), k = 1, 2, . . . , n, ⇒

⇒
n∑
j=1

C ′
j(x)zjk +

n∑
j=1

Cj(x)

(
z′jk −

n∑
l=1

pkl(x)zjl

)
=
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= fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (12.10)

Оскiльки zjk — фундаментальна система розв’язкiв однорiдної
системи (12.6), то вираз у дужках у формулi (12.10) дорiвнює
нулю, а тому для знаходження функцiй Cj(x), j = 1, 2, . . . , n,
маємо систему

n∑
j=1

C ′
j(x)zjk = fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (12.11)

Визначник системи (12.11) вiдмiнний вiд нуля для всiх
x ∈ (a, b) (ним є вронскiан W (x)), а тому вона має єдиний роз-
в’язок, який можна знайти, наприклад, за формулами Крамера:

C ′
j(x) =

n∑
k=1

Wkj(x)

W (x)
fk(x), j = 1, 2, . . . , n, (12.12)

де Wkj(x) — алгебричне доповнення елемента zkj вронскiана
W (x). Iнтегруючи (12.12), знаходимо:

Cj(x) =

n∑
k=1

x∫
x0

Wkj(x)

W (x)
fk(x)dx+ Cj, j = 1, 2, . . . , n,

де Cj — довiльнi сталi, а x0 — довiльна точка з iнтервалу (a, b).
Пiдставляючи знайденi вирази для Cj(x) у формулу (12.9),

одержуємо:

yk =

n∑
j=1

zjk

n∑
s=1

x∫
x0

Wsj(x)

W (x)
fs(x)dx+

n∑
j=1

Cjzjk, k = 1, 2, . . . , n.

(12.13)
Пiдставляючи в (12.13) C1 = C2 = . . . = Cn = 0, маємо ча-

стинний розв’язок

y
(1)
k =

n∑
j=1

zjk

n∑
s=1

x∫
x0

Wsj(x)

W (x)
fs(x)dx, k = 1, 2, . . . , n,
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а тому (12.13) можна записати у виглядi (12.8). Отже, розв’язок,
який визначається формулою (12.13), є загальним розв’язком лi-
нiйної неоднорiдної системи (12.1).

Приклад 1. З допомогою методу варiацiї довiльних сталих
зiнтегрувати систему{

y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z + 4xex.

Розв’язання. Вiдповiдну однорiдну систему зiнтегруємо мето-
дом виключення:{

y′ = 2y − z,
z′ = −y + 2z

⇒ y = 2z − z′,

2z′ − z′′ = 2(2z − z′)− z ⇒ z′′ − 4z′ + 3z = 0.

Оскiльки характеристичне рiвняння k2 − 4k + 3 = 0 має коренi
k1 = 1, k2 = 3, то

z0 = C1e
x + C2e

3x ⇒ y0 = 2(C1e
x + C2e

3x)−
− (C1e

x + 3C2e
3x) ⇒ y0 = C1e

x −C2e
3x.

Розв’язок заданої неоднорiдної системи шукаємо у виглядi

y = C1(x)e
x − C2(x)e

3x, z = C1(x)e
x + C2(x)e

3x, (12.14)

де функцiї C1(x), C2(x) знайдемо iз системи вигляду (12.11):{
C ′
1(x)e

x − C ′
2(x)e

3x = 0,

C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

3x = 4xex
⇒

⇒ C ′
1(x) = 2x, C ′

2(x) = 2xe−2x ⇒
⇒ C1(x) = x2 + C1, C2(x) = −xe−2x − 1

2
e−2x +C2.

Пiдставляючи знайденi функцiї C1(x), C2(x) у (12.14), одержує-
мо загальний розв’язок заданої системи:

y = (x2 + C1)e
x − (−xe−2x − 0,5e−2x + C2

)
e3x =

= C1e
x − C2e

3x +
(
x2 + x+ 0,5

)
ex,

z = (x2 + C1)e
x +
(−xe−2x − 0,5e−2x + C2

)
e3x =

= C1e
x + C2e

3x +
(
x2 − x− 0,5

)
ex.
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Пiсля зведення подiбних доданкiв i перепозначення сталої
(C1 := C1 + 0,5) маємо:

y = C1e
x −C2e

3x +
(
x2 + x

)
ex,

z = C1e
x + C2e

3x +
(
x2 − x− 1

)
ex. �

3. Метод невизначених коефiцiєнтiв. У п. 1 цiєї лекцiї
встановлено, що iнтегрування лiнiйної неоднорiдної системи ди-
ференцiальних рiвнянь зводиться до необхiдностi побудови фун-
даментальної системи розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи.
Тому особливий iнтерес становлять такi лiнiйнi неоднорiднi си-
стеми, в яких фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдної
однорiдної системи виражається через елементарнi функцiї. До
таких систем належать, передовсiм, системи зi сталими коефiцi-
єнтами.

Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y′1 = a11y1 + a12y2 + . . . + a1nyn + f1(x),
y′2 = a21y1 + a22y2 + . . . + a2nyn + f2(x),

· · · · · · · · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn + fn(x)

або, у скороченому записi,

dyk
dx

=
n∑
j=1

akjyj + fk(x), k = 1, 2, . . . , n. (12.15)

Якщо функцiї fk(x) у системi (12.15) складаються з сум i до-
буткiв багаточленiв Pm(x) = p0+p1x+. . .+pmx

m та функцiй eαx,
cos βx, sin βx, то її розв’язок можна шукати методом неви-
значених коефiцiєнтiв. Це робиться за такими ж правилами,
що i для одного лiнiйного диференцiального рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами (лекцiя 9), але з певними змiнами. Зокрема, якщо

fk(x) = Pmk
(x)eαx,
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де Pmk
(x) — багаточлен степеня mk, то частинний розв’язок си-

стеми (12.15) потрiбно шукати не у виглядi xsQm(x)eαx (як це
було для лiнiйного рiвняння), а як

yi = Q
(i)
m+s(x)e

αx, i = 1, 2, . . . , n, (12.16)

де Q(i)
m+s(x), i = 1, 2, . . . , n, — багаточлени степеня m + s з не-

вiдомими коефiцiєнтами, m = max
k=1,...,n

mk; s = 0, якщо α не є

характеристичним числом, i s дорiвнює кратностi цього числа,
якщо α є характеристичним числом (якщо точнiше, число m+ s
на m одиниць бiльше вiд найвищого зi степенiв багаточленiв, на
якi множаться експоненти eαx у загальному розв’язку вiдповiд-
ної однорiдної системи).

Невiдомi коефiцiєнти багаточленiв Q(i)
m+s(x) визначають при-

рiвнюванням коефiцiєнтiв бiля вiдповiдних доданкiв пiсля пiд-
ставляння (12.16) у систему (12.15).

Аналогiчно визначаються степенi багаточленiв у випадках,
коли функцiї fk(x) у системi (12.15) мiстять функцiї eαx cos βx i
eαx sinβx, а число α+ βi є або не є характеристичним.

Приклад 2. Зiнтегрувати систему методом невизначених ко-
ефiцiєнтiв: {

y′ = y − 2z + ex,
z′ = y + 4z + e2x.

Розв’язання. Використовуючи метод Ейлера (лекцiя 11), зна-
йдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної си-
стеми {

y′ = y − 2z,
z′ = y + 4z.

Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 1− k −2
1 4− k

∣∣∣∣ = 0

має коренi k1 = 2, k2 = 3. Характеристичному числу k1 = 2 вiд-
повiдає система {−γ1 − 2γ2 = 0,

γ1 + 2γ2 = 0,
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звiдки, наприклад, γ1 = 2, γ2 = −1. Числу k2 = 3 вiдповiдає
система {−2γ1 − 2γ2 = 0,

γ1 + γ2 = 0,

звiдки γ1 = 1, γ2 = −1. Отже, загальним розв’язком однорiдної
системи є:

y0 = 2C1e
2x + C2e

3x, z0 = −C1e
2x − C2e

3x.

Враховуючи вигляд функцiй f1(x) = ex i f2(x) = e2x, ча-
стинний розв’язок y1, z1 неоднорiдної системи через невизначенi
коефiцiєнти запишемо у виглядi

y1 = Aex + (Bx+ C)e2x, z1 = Dex + (Ex+ F )e2x. (12.17)

Пiдставляючи (12.17) у задану систему, одержуємо:

Aex + 2(Bx+ C)e2x +Be2x =

= Aex + (Bx+ C)e2x − 2Dex − 2(Ex+ F )e2x + ex,

Dex + 2(Ex+ F )e2x + Ee2x =

= Aex + (Bx+ C)e2x + 4Dex + 4(Ex + F )e2x + e2x.

Прирiвнюючи коефiцiєнти бiля ex, e2x i xe2x в обох частинах
цих тотожностей, одержуємо вiдповiдно:

ex A = A− 2D + 1,
e2x 2C +B = C − 2F,
xe2x 2B = B − 2E,

ex D = A+ 4D,
e2x 2F + E = C + 4F + 1,
xe2x 2E = B + 4E.

Звiдси

A = −3

2
, B = 2, C = 0, D =

1

2
, E = −1, F = −1,

а тому частинним розв’язком неоднорiдної системи є

y1 = −3

2
ex + 2xe2x, z1 =

1

2
ex − (x+ 1)e2x,
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а загальним розв’язком —

y = 2C1e
2x + C2e

3x − 3

2
ex + 2xe2x,

z = − C1e
2x − C2e

3x +
1

2
ex − (x+ 1)e2x. �

Приклад 3. Записати частинний розв’язок з невизначеними
коефiцiєнтами (не шукаючи їх) системи{

y′ = 4y − z + xe3x + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cos x.

(12.18)

Розв’язання. Знайдемо характеристичнi числа вiдповiдної од-
норiдної системи:∣∣∣∣ 4− k −1

1 2− k

∣∣∣∣ = 0 ⇒ k2 − 6k + 9 = 0 ⇒ k1 = k2 = 3.

У системi (12.18) для функцiй xe3x, e3x sinx, xe3x cos x числа
α+βi вiдповiдно дорiвнюють 3, 3 + i, 3 + i. Тому окремо знайде-
мо частиннi розв’язки систем{

y′ = 4y − z + xe3x,
z′ = y + 2z

(12.19)

i {
y′ = 4y − z + e3x sinx,
z′ = y + 2z + xe3x cos x.

(12.20)

Для системи (12.19) α+βi = k1 = k2 = 3, s = 2,m = 1. Згiдно
з (12.16) її частинний розв’язок потрiбно шукати у виглядi

y1 = (ax3 + bx2 + cx+ d)e3x,

z1 = (fx3 + gx2 + hx+ p)e3x.

Для системи (12.20) α+βi = 3+ i 
= k1,2, s = 0, m = 1, а тому
її частинний розв’язок має вигляд

y2 = (Ax+B)e3x sinx+ (Cx+D)e3x cos x,

z2 = (Ex+ F )e3x sinx+ (Gx+H)e3x cos x.
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Тодi частинний розв’язок системи (12.18) запишеться у виглядi:

y = y1 + y2, z = z1 + z2. �

Рекомендована лiтература: [7, с. 144–146, 209–214], [8,
с.244–264], [14, с.103–107, 138–144], [18, с.370–385], [21, с.206–210].

Питання до лекцiї 12

1. Як знайти загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи,
якщо вiдомий її частинний розв’язок i загальний розв’язок вiдповiдної
однорiдної системи?

2. У чому полягає метод варiацiї довiльних сталих знаходження
загального розв’язку лiнiйної неоднорiдної системи?

3. У чому полягає метод невизначених коефiцiєнтiв iнтегрування
лiнiйних неоднорiдних систем зi сталими коефiцiєнтами? Чи для кож-
ної лiнiйної системи його можна використати?

Вправи до лекцiї 12

1. Зiнтегруйте системи методом варiацiї довiльних сталих:

а)
{
y′ = 4y − 8z + tg 4x,
z′ = 4y − 4z;

б)
{
y′ = 3y − 2z,
z′ = 2y − z +

√
xex.

2. Зiнтегруйте системи методом невизначених коефiцiєнтiв:

а)
{
y′ = 2y − z,
z′ = −2y + z + 4x;

б)
{
y′ = 3y + 2z − 3ex,
z′ = −3y − 2z − ex;

в)
{
y′ = 5y − z + 5 sinx,
z′ = 4y + z + 2 cosx.
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Роздiл 4
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ З

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Лекцiя 13. Лiнiйнi однорiднi рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

План

1. Зв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частинними похi-
дними першого порядку з вiдповiдною системою характеристик.

2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiв-
няння.

3. Задача Кошi для лiнiйного однорiдного рiвняння.

1. Зв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку з вiдповiдною систе-
мою характеристик. Багато проблем технiки i математичної
фiзики (коливання струни i мембрани, теплопередача, дифузiя,
газова динамiка та iн.) приводять до диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними.

Ми обмежимося викладом найпростiших вiдомостей теорiї
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку, маючи за ме-
ту показати зв’язок таких рiвнянь iз системами звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь i навести методи побудови загального
розв’язку та розв’язку задачi Кошi, якi ґрунтуються на цьому
зв’язку. Рiвняння з частинними похiдними вищих порядкiв iнте-
груються iншими методами, якi у цьому посiбнику не розгляда-
ються.
Диференцiальним рiвнянням з частинними похiдни-

ми називають таке спiввiдношення, яке мiстить невiдому фун-
кцiю вiд декiлькох змiнних, незалежнi змiннi та частиннi похiднi
невiдомої функцiї за незалежними змiнними. Порядок старшої
частинної похiдної, яка входить у рiвняння, називають поряд-
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ком рiвняння. Наприклад, диференцiальне рiвняння з частин-
ними похiдними першого порядку має такий загальний вигляд:

Φ

(
x1, x2, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0, (13.1)

де u = u(x1, x2, . . . , xn) — шукана функцiя, ∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, . . . , ∂u
∂xn

— її
частиннi похiднi, Φ — задана неперервно диференцiйовна функ-
цiя в деякiй областi G ⊂ R2n+1, причому в рiвняння (13.1) при-
наймнi одна частинна похiдна входить обов’язково.

Багато фiзичних явищ описуються рiвняннями з частинни-
ми похiдними першого порядку. Наприклад, у газовiй динамiцi
важливу роль вiдiграє рiвняння Хопфа

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0,

де u = u(t, x), а в оптицi вивчається рiвняння(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= f(x, y, z),

де u = u(x, y, z), яке описує поширення свiтлових променiв у
неоднорiдному середовищi з показником заломлення f(x, y, z).
Розв’язком рiвняння (13.1) називають неперервно диферен-

цiйовну функцiю u = u(x1, x2, . . . , xn), яка перетворює рiвняння
(13.1) у тотожнiсть для кожної точки (x1, x2, . . . , xn) ⊂ G.

Якщо u = u(x1, x2, . . . , xn) — розв’язок рiвняння (13.1), то
його графiк — поверхню u = u(x1, x2, . . . , xn) у просторi (n+ 1)-
ї змiнної x1, x2, . . . , xn, u — називають iнтегральною поверх-
нею рiвняння (13.1).

Розглянемо декiлька простих прикладiв вiдшукання розв’яз-
кiв рiвняння (13.1).

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння ∂z
∂y = x− y, де z = z(x, y).

Розв’язання. Iнтегруючи обидвi частини за змiнною y, одер-
жуємо z =

∫
(x− y)dy = xy − y2

2 + ϕ(x), де ϕ(x) — довiльна
диференцiйовна функцiя змiнної x. �
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Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння ∂2z
∂x∂y = 1.

Розв’язання. Iнтегруючи за змiнною x, маємо: ∂z∂y = x+ϕ(y), де
ϕ(y) — довiльна диференцiйовна функцiя. Iнтегруючи останню
рiвнiсть за змiнною y, одержуємо, що

z =

∫ (
x+ ϕ(y)

)
dy = xy + ϕ1(y) + ϕ2(x),

де ϕ1(y) =
∫
ϕ(y)dy, ϕ2(x) — довiльнi диференцiйовнi функцiї. �

З наведених прикладiв випливає, що розв’язки диференцiаль-
ного рiвняння з частинними похiдними першого порядку можуть
залежати вiд однiєї довiльної функцiї, а розв’язки рiвняння дру-
гого порядку — вiд двох довiльних функцiй. Нижче буде пока-
зано, що розв’язки рiвняння (13.1) можуть залежати вiд однiєї
неперервно диференцiйовної функцiї, кiлькiсть аргументiв якої
(n− 1).

Якщо у рiвняннi (13.1) функцiя Φ залежить лiнiйно вiд ча-
стинних похiдних шуканої функцiї, то його називають лiнiй-
ним. Лiнiйне рiвняння можна записати у виглядi

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂u

∂x2
+ . . .

. . . + fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂xn
= R(x1, x2, . . . , xn, u). (13.2)

Якщо права частина рiвняння (13.2) тотожно дорiвнює нулю,
а коефiцiєнти f1, f2, . . . , fn не залежать вiд шуканої функцiї u,
то маємо рiвняння

f1(x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn)

∂u

∂x2
+ . . .

. . .+ fn(x1, x2, . . . , xn)
∂u

∂xn
= 0, (13.3)

яке називають лiнiйним однорiдним рiвнянням з частин-
ними похiдними першого порядку. Вважаємо, що коефiцi-
єнти f1, f2, . . . , fn визначенi та неперервнi разом з частинними
похiдними за змiнними x1, x2, . . . , xn у деякому околi заданої
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точки (x10, x20, . . . , xn0) i у цiй точцi вони одночасно не перетво-
рюються в нуль, наприклад, fn(x10, x20, . . . , xn0) 
= 0. Очевидно,
що рiвняння (13.3) має розв’язок u = c, де c — довiльна стала.

Одночасно з рiвнянням (13.3) розглядатимемо систему зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

dx1
f1(x1, x2, . . . , xn)

=
dx2

f2(x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

dxn
fn(x1, x2, . . . , xn)

,

(13.4)
яка складається з (n − 1)-го рiвняння. Систему (13.4) назива-
ють системою характеристик (характеристичною си-
стемою). Систему характеристик можна записати також у ви-
глядi:

dx1
dxn

=
f1
fn
,

dx2
dxn

=
f2
fn
, . . . ,

dxn−1

dxn
=
fn−1

fn
. (13.5)

Доведемо двi теореми, якi встановлюють зв’язок мiж рiвня-
нням (13.3) i вiдповiдною системою характеристик (13.4).

Теорема 1. Кожний iнтеграл системи (13.4) є розв’язком
рiвняння (13.3).
Доведення. Нехай ψ(x1, x2, . . . , xn) — iнтеграл системи (13.4),
визначений у деякому околi точки (x10, x20, . . . , xn0). Тодi згiдно
з означенням iнтеграла (лекцiя 10, п.1) повний диференцiал фун-
кцiї ψ внаслiдок системи (13.4) тотожно дорiвнює нулю, тобто

dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn ≡ 0,

де диференцiали dx1, dx2, . . . , dxn−1 потрiбно замiнити вираза-
ми, якi випливають з (13.5):

dx1 =
f1
fn
dxn, dx2 =

f2
fn
dxn, . . . , dxn−1 =

fn−1

fn
dxn.

Таким чином,(
∂ψ

∂x1
· f1
fn

+
∂ψ

∂x2
· f2
fn

+ . . . +
∂ψ

∂xn

)
· dxn ≡ 0 ⇒

⇒ f1 · ∂ψ
∂x1

+ f2 · ∂ψ
∂x2

+ . . .+ fn · ∂ψ
∂xn

≡ 0,
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звiдки випливає, що функцiя u = ψ(x1, x2, . . . , xn) є розв’язком
рiвняння (13.3). Теорему доведено.

Теорема 2. Кожний вiдмiнний вiд сталої розв’язок рiвнян-
ня (13.3) є iнтегралом системи (13.4).
Доведення. Нехай u = ψ(x1, x2, . . . , xn) — розв’язок рiвняння
(13.3), причому u 
= const. Тодi

f1 · ∂ψ
∂x1

+ f2 · ∂ψ
∂x2

+ . . .+ fn · ∂ψ
∂xn

≡ 0. (13.6)

Знайдемо диференцiал функцiї ψ внаслiдок системи (13.4):

dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn =

=

(
∂ψ

∂x1

f1
fn

+
∂ψ

∂x2

f2
fn

+ . . .+
∂ψ

∂xn

)
dxn =

=
1

fn

(
f1
∂ψ

∂x1
+ f2

∂ψ

∂x2
+ . . .+ fn

∂ψ

∂xn

)
dxn,

звiдки, враховуючи (13.6), маємо, що dψ ≡ 0, тобто ψ є iнтегра-
лом системи (13.4). Теорему доведено.

Розглянемо, наприклад, рiвняння з частинними похiдними
x∂u∂x + 2y ∂u∂y − 3z ∂u∂z = 0. Йому вiдповiдає система характеристик
dx
x = dy

2y = dz
−3z , яка має iнтеграли ψ1 = x3z, ψ2 = x

/√
y. Отже,

функцiї u1 = x3z, u2 = x
/√
y є розв’язками наведеного рiвняння

з частинними похiдними.

2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорiд-
ного рiвняння. Наступна теорема визначає спосiб побудови за-
гального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння (13.3).

Теорема 3. Нехай

ψ1(x1, x2, . . . , xn), ψ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ψn−1(x1, x2, . . . , xn)

є незалежними iнтегралами системи (13.4). Тодi функцiя

u = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), (13.7)
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де Φ — довiльна функцiя, яка має неперервнi похiднi за змiнними
ψ1, ψ2, . . . , ψn−1, є розв’язком рiвняння (13.3).
Доведення. Пiдставляючи (13.7) у рiвняння (13.3) i беручи
до уваги, що функцiї ψ1, ψ2, . . . , ψn−1 є розв’язками рiвняння
(13.3), отримуємо:

f1
∂Φ

∂x1
+ f2

∂Φ

∂x2
+ . . .+ fn

∂Φ

∂xn
=

= f1

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x1

+ f2

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x2

+ . . .+ fn

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂xn

=

=
n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

(
f1
∂ψi
∂x1

+ f2
∂ψi
∂x2

+ . . .+ fn
∂ψi
∂xn

)
≡ 0,

а це й означає, що функцiя (13.7) є розв’язком рiвняння (13.3).
Теорему доведено.

Формулу (13.7) називають загальним розв’язком рiвнян-
ня (13.3). Звертаємо увагу, що загальний розв’язок рiвняння з
частинними похiдними першого порядку мiстить довiльну фун-
кцiю, а не довiльнi сталi, як це було для звичайних диференцi-
альних рiвнянь.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = 0.
Розв’язання. Складемо вiдповiдну систему характеристик
dx
x = dy

y = dz
z i зiнтегруємо її. Будемо мати: y/x = C1, z/x =

= C2, а тому iнтегралами є ψ1 = y/x, ψ2 = z/x. Отже, загальним
розв’язком заданого рiвняння є

u = Φ
(y
x
,
z

x

)
,

де Φ — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд ча-
сток y/x i z/x, тобто u є довiльною неперервно диференцiйовною
однорiдною функцiєю нульового вимiру незалежних змiнних x,
y, z. Наприклад, розв’язками заданого рiвняння є функцiї

u1 =
y

x
, u2 =

y

x
+
z

x
, u3 =

(y
x

)2
, u4 = sin

z

x
, u5 = ex/z.
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Вiдповiдь: u = Φ(y/x, z/x).

З теореми 3 випливає, що задача про побудову загального
розв’язку рiвняння (13.3) рiвносильна задачi про вiдшукання
(n − 1) незалежних iнтегралiв вiдповiдної йому системи хара-
ктеристик (13.4).

У випадку двох незалежних змiнних, позначивши шукану
функцiю через z(x, y), маємо рiвняння

f1(x, y)
∂z

∂x
+ f2(x, y)

∂z

∂y
= 0. (13.8)

Вiдповiдна система характеристик вироджується в одне дифе-
ренцiальне рiвняння

dx

f1(x, y)
=

dy

f2(x, y)
. (13.9)

Якщо ψ(x, y) — iнтеграл рiвняння (13.9), то z = Φ(ψ(x, y)), де
Φ(ψ) — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд змiнної
ψ, буде загальним розв’язком рiвняння (13.8).

Приклад 4. Зiнтегрувати рiвняння y ∂z∂x − x∂z∂y = 0.
Розв’язання. Вiдповiдна система характеристик вироджується
у рiвняння з вiдокремлюваними змiнними: dx

y = dy
−x , iнтегралом

якого є ψ = x2 + y2. Згiдно з теоремою 3 загальний розв’язок
заданого рiвняння має вигляд

z = Φ(x2 + y2).

З геометричної точки зору маємо сiм’ю поверхонь обертання
з вiссю обертання Oz. Таким чином, задане рiвняння є ди-
ференцiальним рiвнянням усiх поверхонь обертання з вiссю
обертання Oz. Iнтегральними поверхнями є поверхнi обертан-
ня z = Φ(x2 + y2). Окремими випадками цих поверхонь є z =
= x2+y2 (параболоїд обертання), z =

√
R2 − x2 − y2 (пiвсфера),

z =
√
x2 + y2 (конус), z = c (площина).

Вiдповiдь: z = Φ(x2 + y2).
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3. Задача Кошi для лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня. Задача Кошi для рiвняння (13.3) полягає у знаходженнi
розв’язку u = u(x1, x2, . . . , xn), який для фiксованого значення
однiєї з незалежних змiнних, наприклад xn, перетворюється у за-
дану неперервно диференцiйовну функцiю решти змiнних, тобто
задовольняє початкову умову

u|xn=xn0
= ϕ(x1, x2, . . . , xn−1). (13.10)

У випадку, коли шукана функцiя залежить вiд двох незале-
жних змiнних, тобто для рiвняння (13.8), задача Кошi полягає у
вiдшуканнi такого розв’язку z = f(x, y), який задовольняє поча-
ткову умову

z|x=x0 = ϕ(y),

де ϕ(y) — задана функцiя. Геометрично це означає, що серед
усiх iнтегральних поверхонь, якi визначаються рiвнянням (13.8),
шукається така поверхня z = f(x, y), яка проходить через задану
криву z = ϕ(y), яка лежить у площинi x = x0 (ця площина
паралельна до площини Oyz).

Згiдно з теоремою 3 загальний розв’язок рiвняння (13.3) за-
дається формулою (13.7), тобто

u = Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1).

Пiдставляючи цю функцiю в (13.10), бачимо, що розв’язок задачi
Кошi (13.3), (13.10) зводиться до визначення вигляду функцiї Φ,
яка задовольняє умову

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1)|xn=xn0
= ϕ(x1, x2, . . . , xn−1).

Таким чином, одержуємо правило розв’язування задачi Ко-
шi (13.3), (13.10):

1) складаємо вiдповiдну систему характеристик i знаходимо
її (n− 1) незалежних iнтегралiв:

ψ1(x1, x2, . . . , xn), ψ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ψn−1(x1, x2, . . . , xn);
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2) замiнюємо у знайдених iнтегралах незалежну змiнну xn
її початковим значенням xn = xn0:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
ψ1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄1,

ψ2(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄2,

· · · · · · · · ·
ψn−1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0) = ψ̄n−1

(13.11)

i розв’язуємо систему (13.11) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, тобто
знаходимо

x1 = ω1(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1), x2 = ω2(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1), . . . ,

xn−1 = ωn−1(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1);

3) будуємо функцiю

u = ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), ω2(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1), . . . ,

ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn−1)
)
,

яка i буде розв’язком задачi Кошi.

Приклад 5. Знайти розв’язок задачi Кошi

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, u|x=3 = y + z.

Розв’язання. Iнтегралами вiдповiдної системи характеристик є
ψ1 = y/x, ψ2 = z/x (див. приклад 3). Оскiльки

ψ1|x=3 = ψ̄1 =
y

3
, ψ2|x=3 = ψ̄2 =

z

3
,

то y = 3ψ̄1, z = 3ψ̄2, а тому шуканим розв’язком є

u = 3ψ1 + 3ψ2 ⇒ u = 3
y + z

x
. �

Приклад 6. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0,
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яка при x = 0 проходить через криву z = y2.
Розв’язання. Оскiльки ψ(x, y) = x2 + y2 (див. приклад 4), то
ψ̄ = ψ|x=0 = y2. Звiдси y = ±

√
ψ̄, а тому шуканою iнтегральною

поверхнею є
z = ψ(x, y) ⇒ z = x2 + y2.

З геометричної точки зору маємо параболоїд обертання. �

Рекомендована лiтература: [7, с. 377–383], [9, с. 197–209],
[14, с. 275–280], [18, с. 458–463], [21, с. 247–281].

Питання до лекцiї 13

1. Що називають диференцiальним рiвнянням з частинними похiд-
ними? Як визначити порядок такого рiвняння?

2. Що називають розв’язком рiвняння з частинними похiдними?
Який геометричний змiст має розв’язок рiвняння з двома незалежни-
ми змiнними?

3. Яке рiвняння називають лiнiйним рiвнянням з частинними по-
хiдними першого порядку? В якому випадку його називають однорiд-
ним?

4. Який вигляд має система характеристик для лiнiйного однорiд-
ного рiвняння з частинними похiдними першого порядку? Який зв’я-
зок мiж лiнiйним однорiдним рiвнянням з частинними похiдними пер-
шого порядку i вiдповiдною системою характеристик?

5. Як формулюється задача Кошi для рiвняння з частинними похi-
дними першого порядку? Який геометричний змiст вона має у випадку
двох незалежних змiнних?

6. Як побудувати загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку? Як розв’язується
задача Кошi для цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 13

1. Перевiрте, чи є вказанi функцiї розв’язками заданих рiвнянь з
частинними похiдними:

а) 2
√
x ∂z
∂x − y ∂z

∂y = 0, z =
√
x+ ln y;

б) (x2 + y2)∂u∂x + 2xy ∂u
∂y + xz ∂u

∂z = 0, u = x2−y2

z2 + 3;

в)
(
x+ z4

y

)
∂u
∂x + 2y ∂u

∂y + z ∂u
∂z = 0, u = z2+z3

y + 2xz.
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2. Зiнтегруйте однорiднi рiвняння з частинними похiдними:

а) (x+ 2y) ∂z∂x − y ∂z
∂y = 0; б) x∂u

∂x + yz ∂u
∂z = 0;

в) (x2y − x2y2)∂u∂x + y ∂u
∂y + ∂u

∂z = 0.

3. Розв’яжiть задачi Кошi:

а) x ∂z
∂x − y ∂z

∂y = 0, z|y=1 = 2x; б) ∂u
∂x + ∂u

∂y + 2∂u
∂z = 0, u|x=1 = yz.

Лекцiя 14. Квазiлiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння
з частинними похiдними першого порядку

План

1. Побудова загального розв’язку квазiлiнiйного рiвняння
першого порядку.

2. Задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння першого порядку.
3. Нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними першого по-

рядку.

1. Побудова загального розв’язку квазiлiнiйного рiв-
няння першого порядку. Рiвняння вигляду

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂u

∂x2
+ . . .

. . . + fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂u

∂xn
= F (x1, x2, . . . , xn, u) (14.1)

називають лiнiйним неоднорiдним рiвнянням з частин-
ними похiдними першого порядку. Це рiвняння нази-
вають ще квазiлiнiйним. До цього ж типу будемо вiд-
носити також рiвняння, в яких F ≡ 0, але хоча б один з
коефiцiєнтiв fj залежить вiд u. Вважаємо, що f1, f2, . . . ,
fn, F — неперервно диференцiйовнi функцiї в деякому око-
лi заданої точки (x10, x20, . . . , xn0, u0), i нехай, наприклад,
fn(x10, x20, . . . , xn0, u0) 
= 0.
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Розв’язок рiвняння (14.1) шукаємо у неявному виглядi:

V (x1, x2, . . . , xn, u) = 0, (14.2)

де функцiя V має неперервнi частиннi похiднi за усiма аргумен-
тами принаймнi в деякiй областi змiни x1, x2, . . . , xn, u, причому
V ′
u|(x10,x20,...,xn0,u0)


= 0 (це гарантує те, що в цiй областi рiвняння
(14.2) визначає u як неявну функцiю вiд x1, x2, . . . , xn).

Здиференцiювавши (14.2) за змiнною xk (вона входить у
(14.2) явно i неявно через функцiю u), одержуємо:

∂V

∂xk
+
∂V

∂u
· ∂u
∂xk

= 0, k = 1, 2, . . . , n ⇒

⇒ ∂u

∂xk
= − ∂V

∂xk
·
(
∂V

∂u

)−1

, k = 1, 2, . . . , n. (14.3)

Пiдставляючи вирази для частинних похiдних ∂u
∂xk

з (14.3) у
(14.1), пiсля простих перетворень одержуємо лiнiйне однорiдне
рiвняння з частинними похiдними

f1(x1, x2, . . . , xn, u)
∂V

∂x1
+ f2(x1, x2, . . . , xn, u)

∂V

∂x2
+ . . .

. . .+fn(x1, x2, . . . , xn, u)
∂V

∂xn
+F (x1, x2, . . . , xn, u)

∂V

∂u
= 0 (14.4)

вiдносно невiдомої функцiї V .
Щоб зiнтегрувати рiвняння (14.4), утворимо вiдповiдну си-

стему характеристик (п. 1 лекцiї 13):

dx1
f1

=
dx2
f2

= . . . =
dxn
fn

=
du

F
(14.5)

i припустимо, що нам удалося вiдшукати n незалежних iнтегра-
лiв цiєї системи:

ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . . , ψn(x1, x2, . . . , xn, u).

Згiдно з теоремою 3 попередньої лекцiї загальний розв’язок рiв-
няння (14.4) можна записати у виглядi

V = Φ
(
ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . . ,

ψn(x1, x2, . . . , xn, u)
)
, (14.6)
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де Φ — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя своїх ар-
гументiв.

Враховуючи (14.2), одержуємо шуканий розв’язок рiвняння
(14.1) у неявному виглядi

Φ
(
ψ1(x1, x2, . . . , xn, u), ψ2(x1, x2, . . . , xn, u), . . . ,

ψn(x1, x2, . . . , xn, u)
)
= 0. (14.7)

Спiввiдношення (14.7), де Φ — довiльна неперервно диферен-
цiйовна функцiя, називають загальним розв’язком рiвняння
(14.1). Якщо (14.7) вдасться розв’язати вiдносно u, то одержимо
загальний розв’язок у явному виглядi: u = u(x1, x2, . . . , xn), де
u — неперервно диференцiйовна функцiя.

Систему (14.5) називають системою характеристик ква-
зiлiнiйного рiвняння (14.1).

Таким чином, для знаходження загального розв’язку рiвнян-
ня (14.1) потрiбно утворити вiдповiдну систему характеристик,
знайти n незалежних iнтегралiв цiєї системи i прирiвняти до ну-
ля довiльну диференцiйовну функцiю цих iнтегралiв. Отрима-
на при цьому рiвнiсть вигляду (14.7) буде загальним розв’язком
рiвняння (14.1) у неявному виглядi. Розв’язуючи його вiдносно u
(якщо це можливо), можна знайти загальний розв’язок у явному
виглядi.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння x∂u∂x + y ∂u∂y + z ∂u∂z = u.
Розв’язання. Складемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

x
=
dy

y
=
dz

z
=
du

u

i знайдемо її iнтеграли: ψ1 = y/x, ψ2 = z/x, ψ3 = u/x. Отже,
загальним розв’язком є

Φ
(y
x
,
z

x
,
u

x

)
= 0. (14.8)

Якщо (14.8) можна розв’язати вiдносно u/x, то

u

x
= f
(y
x
,
z

x

)
⇒ u = x · f

(y
x
,
z

x

)
,
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де f — довiльна функцiя, i, отже, розв’язком заданого рiвняння є
довiльна однорiдна неперервно диференцiйовна функцiя вимiру
1. Такими функцiями, наприклад, є

u1 = x, u2 = x · y
x
= y, u3 = x

(y
x
+
z

x

)
= y + z,

u4 = x

(
y2

x2
− 2

z2

x2

)
=
y2

x
− 2

z2

x
. �

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння ex ∂z∂x + y2 ∂z∂y = yex.
Розв’язання. Запишемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

ex
=
dy

y2
=

dz

yex
.

З рiвняння dx
ex = dy

y2
(це рiвняння з вiдокремленими змiнними)

знаходимо перший iнтеграл y−1−e−x = C1, а з рiвняння dy
y2 = dz

yex ,
враховуючи, що ex = y

1−yC1
, маємо ще один перший iнтеграл

z − ln |y|−x
e−x−y−1 = C2. Таким чином, загальним iнтегралом заданого

рiвняння є Φ
(
1
y − e−x, z − ln |y|−x

e−x−y−1

)
= 0, а загальним розв’яз-

ком —
z =

ln |y| − x

e−x − y−1
+ ϕ

(
1

y
− e−x

)
. �

2. Задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння першого
порядку. Задача Кошi для квазiлiнiйного рiвняння (14.1), так
само, як i для лiнiйного однорiдного рiвняння, полягає у зна-
ходженнi такого розв’язку u = u(x1, x2, . . . , xn) цього рiвняння,
який задовольняє початкову умову

u|xn=xn0
= ϕ(x1, x2, . . . , xn−1), (14.9)

де ϕ — задана неперервно диференцiйовна функцiя.
Покажемо, як знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння

(14.1), знаючи його загальний розв’язок (14.7). Як i для однорiд-
ного рiвняння, знаходження розв’язку зводиться до визначення
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вигляду функцiї Φ. Якщо записати початкову умову (14.9) у ви-
глядi

u(x1, x2, . . . , xn−1, xn0)− ϕ(x1, x2, . . . , xn−1) = 0

i порiвняти її з (14.7), то бачимо, що функцiю Φ потрiбно вибрати
так, щоб

Φ(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n−1) = u(x1, x2, . . . , xn−1, xn0)−
− ϕ(x1, x2, . . . , xn−1), (14.10)

де через ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n позначено функцiї, якi отримуються з iн-
тегралiв системи (14.5) замiною xn початковим значенням xn0,
тобто

ψ̄j = ψj(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u), j = 1, 2, . . . , n. (14.11)

Розв’язуючи систему (14.11) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, u,
одержуємо:

xj = ωj(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n), j =1, 2, . . . , n− 1;

u = ω(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n).

Якщо тепер в якостi функцiї Φ взяти функцiю

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn) = ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
,

то умова (14.10), очевидно, справджується. Отже, формула

ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
= 0 (14.12)

визначає розв’язок задачi Кошi (14.1), (14.9) у неявному виглядi.
Розв’язуючи (14.12) вiдносно u (якщо це можливо), одержимо
розв’язок задачi Кошi у явному виглядi, тобто у виглядi

u = u(x1, x2, . . . , xn).
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Таким чином, приходимо до такого правила розв’язування
задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння (14.1):

1) утворюємо вiдповiдну систему характеристик i знаходи-
мо n її незалежних iнтегралiв:

ψj(x1, x2, . . . , xn−1, xn, u), j = 1, . . . , n; (14.13)

2) замiнюємо в iнтегралах (14.13) незалежну змiнну xn її
заданим значенням xn = xn0:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ψ1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄1,
ψ2(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄2,

· · · · · · · · ·
ψn−1(x1, x2, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ̄n−1

(14.14)

i розв’язуємо систему (14.14) вiдносно x1, x2, . . . , xn−1, u:

xj = ωj(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n), j = 1, . . . , n;

u = ω(ψ̄1, ψ̄2, . . . , ψ̄n);

3) утворюємо спiввiдношення

ω(ψ1, ψ2, . . . , ψn)−
− ϕ
(
ω1(ψ1, ψ2, . . . , ψn), . . . , ωn−1(ψ1, ψ2, . . . , ψn)

)
= 0, (14.15)

яке й визначатиме шуканий розв’язок задачi Кошi (14.1), (14.9)
у неявному виглядi. Розв’язуючи (14.15) вiдносно u (якщо це мо-
жливо), одержимо розв’язок задачi Кошi у явному виглядi.

Приклад 3. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

x
∂z

∂x
− 2y

∂z

∂y
= x2 + y2,

яка проходить через лiнiю y = 1, z = x2.
Розв’язання. Запишемо вiдповiдну систему характеристик:

dx

x
=

dy

− 2y
=

dz

x2 + y2
.
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Першими iнтегралами цiєї системи, як легко перевiрити, є

yx2 = C1 i x2
/
2− y2

/
4− z = C2.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння можна записати у виглядi
Φ
(
yx2, x2

/
2− y2

/
4− z

)
= 0, а загальним розв’язком є

z = x2
/
2− y2

/
4 + ϕ(yx2). (14.16)

Функцiя ϕ згiдно з початковою умовою задовольняє рiвняння

x2 = x2
/
2− 1/4 + ϕ(x2) при ϕ(t) = t/2 + 1/4.

Отже, ϕ(yx2) = yx2
/
2 + 1/4, а з (14.16) знаходимо шуканий

розв’язок:

z =
x2

2
− y2

4
+
yx2

2
+

1

4
. �

3. Нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними першо-
го порядку. Розглянемо нелiнiйне рiвняння з частинними по-
хiдними першого порядку з двома незалежними змiнними (зна-
чна частина результатiв може бути поширена на випадок бiльшої
кiлькостi змiнних). У загальному випадку таке рiвняння можна
записати у виглядi

F (x, y, z, p, q) = 0, (14.17)

де z = z(x, y) — шукана функцiя, p = ∂z
∂x , q = ∂z

∂y , F — задана
неперервно диференцiйовна функцiя своїх аргументiв у деякому
околi початкової точки (x0, y0, z0, p0, q0), яка залежить вiд p i q
нелiнiйно.

Виявляється, що задача iнтегрування одного рiвняння вигля-
ду (14.17) є складнiшою, нiж iнтегрування системи двох сумiсних
рiвнянь вигляду (14.17).

Розглянемо систему{
F (x, y, z, p, q) = 0,
G(x, y, z, p, q) = 0

i припустимо, що у деякiй областi змiни x, y, z, p, q цю систему
можна розв’язати вiдносно p i q, тобто

p = A(x, y, z), q = B(x, y, z), (14.18)
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де функцiї A i B — неперервно диференцiйовнi в деякому околi
початкової точки (x0, y0, z0).

Знайдемо необхiдну умову сумiсностi системи (14.18). При-
пустимо, що розв’язок z = z(x, y) системи (14.18) має неперервнi
частиннi похiднi ∂z∂x ,

∂z
∂y ,

∂2z
∂x∂y ,

∂2z
∂y∂x у деякому околi точки (x0, y0).

Диференцiюючи рiвняння системи (14.18) за змiнними y i x
вiдповiдно, одержуємо:

∂ 2z

∂y∂x
=
∂A

∂y
+
∂A

∂z
· ∂z
∂y

⇒ ∂ 2z

∂y∂x
=
∂A

∂y
+
∂A

∂z
·B,

∂ 2z

∂x∂y
=
∂B

∂x
+
∂B

∂z
· ∂z
∂x

⇒ ∂ 2z

∂x∂y
=
∂B

∂x
+
∂B

∂z
· A.

Прирiвнюючи обидва вирази для другої мiшаної похiдної (ре-
зультат не залежить вiд порядку диференцiювання), одержуємо
шукану необхiдну умову сумiсностi системи (14.18):

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A

∂B

∂z
= 0. (14.19)

Рiвнiсть (14.19) перетвориться у тотожнiсть, якщо замiсть z
пiдставити розв’язок z(x, y) системи (14.18). Якщо умова (14.19)
не виконується тотожно, то (14.19) — рiвняння з трьома змiн-
ними x, y, z, яке визначає z як функцiю вiд x i y, z = z(x, y), i
попереднi мiркування показують, що розв’язок системи (14.18),
якщо вiн iснує, не може бути iншим, нiж цiєю функцiєю. Чи є
функцiя z = z(x, y) розв’язком системи (14.18), легко перевiрити
з допомогою пiдстановки.

З’ясуємо, за яких умов система (14.18) має безлiч розв’язкiв,
тобто через кожну точку (x0, y0, z0) деякої областi простору про-
ходить iнтегральна поверхня, яка вiдповiдає певному розв’язку.
У цьому випадку умова (14.19) повинна виконуватись у кожнiй
точцi згаданої областi, тобто тотожно для (x, y, z).

Отже, тотожне виконання умови (14.19) необхiдне для того,
щоб система (14.18) мала безлiч розв’язкiв, якi залежать при-
наймнi вiд однiєї довiльної сталої. Можна показати, що тотожне
виконання умови (14.19) є також достатнiм для сумiсностi систе-
ми (14.18), тобто за виконання цiєї умови знаходження спiльних



Лекцiя 14. Квазiлiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними 189

розв’язкiв системи (14.18) зводиться до iнтегрування двох зви-
чайних диференцiальних рiвнянь.

Приклад 4. Зiнтегрувати систему рiвнянь

∂z

∂x
= z + yz,

∂z

∂y
= z2 + 2xz.

Розв’язання. Складемо вираз для лiвої частини рiвностi
(14.19):

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A

∂B

∂z
=

= z+(z2 +2xz)(1+ y)− 2z − (z+ yz)(2z+2x) =−z(1+ z+ yz).

Знайдений вираз не дорiвнює тотожно нулю. Прирiвнюючи його
до нуля, одержуємо, що z = 0 i z = − 1

1+y . З допомогою пiд-
становки переконуємось, що тiльки функцiя z = 0 є розв’язком
заданої системи.
Вiдповiдь: z = 0.

Приклад 5. Зiнтегрувати систему рiвнянь

∂z

∂x
= y2,

∂z

∂y
=

1

y2
+

2z

y
− y2.

Розв’язання. Умова сумiсностi (14.19) виконується тотожно:

∂A

∂y
+B

∂A

∂z
− ∂B

∂x
−A

∂B

∂z
= 2y − 2

y
· y2 ≡ 0.

Iнтегруючи перше рiвняння системи за змiнною x, знаходимо:

z =

∫
y2dx = xy2 + u(y), (14.20)

де u(y) — довiльна диференцiйовна функцiя змiнної y.
Пiдставляючи у друге рiвняння системи, одержуємо:

2xy + u′(y) =
1

y2
+ 2xy +

2u

y
− y2 ⇒ u′(y)− 2u

y
=

1

y2
− y2.
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А це є лiнiйним рiвнянням першого порядку вiдносно невiдомої
функцiї u. Його загальним розв’язком є

u = − 1

3y
− y3 + Cy2,

де C — довiльна стала. Пiдставляючи цей вираз для u у (14.20),
одержуємо загальний розв’язок системи:

z = xy2 − y3 − 1

3y
+Cy2. �

Рекомендована лiтература: [7, с. 383–456], [9, с. 209–219],
[11, с. 243–278], [14, с. 280–305], [18, с. 463–470], [21, с. 282–300].

Питання до лекцiї 14

1. Яке рiвняння з частинними похiдними першого порядку назива-
ють квазiлiнiйним?

2. Який вигляд має система характеристик для квазiлiнiйного рiв-
няння з частинними похiдними першого порядку?

3. Як побудувати загальний розв’язок квазiлiнiйного рiвняння з
частинними похiдними першого порядку?

4. Як формулюється задача Кошi для квазiлiнiйного рiвняння з
частинними похiдними першого порядку? Як знайти розв’язок задачi
Кошi для квазiлiнiйного рiвняння з частинними похiдними першого
порядку?

5. Який загальний вигляд має система нелiнiйних рiвнянь з частин-
ними похiдними першого порядку з двома незалежними змiнними? Як
iнтегруються така система?

Вправи до лекцiї 14

1. Зiнтегруйте квазiлiнiйнi рiвняння:

а) xy ∂z
∂x − y2 ∂z

∂y = x2; б) xz3 ∂z
∂x + yz3 ∂z

∂y = x2y2.

2. Знайдiть iнтегральнi поверхнi рiвнянь, якi проходять через за-
данi лiнiї:

а) y2 ∂z
∂x + xy ∂z

∂y = x, x = 0, z = y2;
б) x ∂z

∂x + y ∂z
∂y = z − xy, x = 2, z = y2 + 1.
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Роздiл 5
IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ

Лекцiя 15. Iнтегральнi рiвняння, їх застосування та
деякi методи розв’язування

План

1. Основнi означення й поняття.
2. Фiзичнi задачi, якi приводять до iнтегральних рiвнянь.
3. Зв’язок мiж iнтегральними рiвняннями та задачею Кошi

для звичайних диференцiальних рiвнянь.
4. Принцип стискаючих вiдображень.

1. Основнi означення й поняття. Iнтегральним рiв-
нянням називають рiвняння, яке мiстить невiдому функцiю пiд
знаком iнтеграла. Наведемо приклади iнтегральних рiвнянь:

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), x ∈ [a, b], (15.1)

y(x) = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), x ∈ [a, b], (15.2)

де K(x, s) i f(x) — заданi функцiї, а y(x) — шукана функцiя (во-
ни можуть бути дiйсними або комплекснозначними), λ — деяке
число (дiйсне або комплексне).

Функцiю K(x, s) називають ядром iнтегрального рiвняння,
f(x) — вiльним членом. У рiвняннях (15.1), (15.2) вiльний
член f(x) визначений на вiдрiзку x ∈ [a, b]. У рiвняннi (15.1) ядро
K(x, s) визначене у квадратi

Q = {(x, s) : a � x � b, a � s � b},
а у рiвняннi (15.2) — у трикутнику (рис. 15.1)

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.
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Рис. 15.1

Надалi, якщо не сказано про iнше,
вважатимемо, що ядро K(x, s) i вiль-
ний член f(x) є неперервними функцi-
ями у своїх областях визначення.

Рiвняння (15.1), (15.2) є лiнiйни-
ми iнтегральними рiвняннями, бо шу-
кана функцiя входить у цi рiвняння
лiнiйно. Зустрiчаються також i нелi-
нiйнi iнтегральнi рiвняння. Таким, на-
приклад, є рiвняння

y(x) =

1∫
0

exy2(s)ds+ 2, x ∈ [0, 1].

Надалi розглядатимемо тiльки лiнiйнi iнтегральнi рiвняння.
Якщо шукана функцiя мiститься тiльки пiд знаком iнтеграла,

то вiдповiдне рiвняння називають iнтегральним рiвнянням
першого роду. Такими рiвняннями, наприклад, є

b∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x), (15.3)

x∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x). (15.4)

Рiвняння (15.1) i (15.2), в яких шукана функцiя мiститься
також поза знаком iнтеграла, називають iнтегральними рiв-
няннями другого роду.

Якщо межi iнтегрування фiксованi, то вiдповiдне iнтеграль-
не рiвняння називають рiвнянням Фредгольма, а якщо одна
з меж iнтегрування є змiнною, — то рiвнянням Вольтерри.
Отже, (15.1), (15.3) — рiвняння Фредгольма, а (15.2), (15.4) —
рiвняння Вольтерри.

Рiвняння Вольтерри можна розглядати як окремий випа-
док рiвняння Фредгольма, вважаючи в (15.2) або (15.4), що
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K(x, s) ≡ 0 для s > x. Однак фiзичнi задачi, якi приводять до
рiвнянь Вольтерри i Фредгольма, а також властивостi розв’язкiв
цих рiвнянь суттєво рiзнi, тому рiвняння Вольтерри розглядати-
мемо окремо.

Рiвняння (15.1)–(15.4) називають однорiдними, якщо
f(x) ≡ 0, у iншому випадку — неоднорiдними.
Розв’язком iнтегрального рiвняння називають функцiю

y(x), яка перетворює його у тотожнiсть для x ∈ [a, b]. Напри-
клад, функцiя y(x) = 1

πx
−1/2 є розв’язком iнтегрального рiвнян-

ня Вольтерри першого роду
x∫

0

y(s)√
x− s

ds = 1,

а функцiя y(x) = e−x − 2x — розв’язком рiвняння Фредгольма
другого роду

y(x) = e−x + 2

1∫
0

xesy(s)ds,

у чому можна переконатися перевiркою (пропонуємо читачам по-
казати це самостiйно, виконуючи вправу 1 пiсля цiєї лекцiї).

2. Фiзичнi задачi, якi приводять до iнтегральних рiв-
нянь. Iнтегральнi рiвняння вiдiграють важливу роль у матема-
тичному моделюваннi рiзноманiтних фiзичних процесiв i явищ.
Переважно основою для складання iнтегральних рiвнянь є вiд-
повiднi фiзичнi закони. Так, наприклад, вiдомi закони збереже-
ння маси, iмпульсу та енергiї мають iнтегральне формулюван-
ня i приводять до iнтегральних рiвнянь як моделей конкретних
процесiв чи явищ. Iнтегральнi рiвняння виникають у багатьох
областях науки i технiки, а також у численних застосуваннях,
наприклад, у теорiї пружностi, теорiї пластичностi, гiдродинамi-
цi, теорiї масо- i теплоперенесення, бiомеханiцi, геофiзицi, астро-
номiї тощо. Розглянемо деякi приклади.

Задача 1 (задача Абеля). У вертикальнiй площинi (τ, s)
знайти криву, вздовж якої матерiальна точка, почавши рух без
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початкової швидкостi у точцi з ординатою x, пiд дiєю сили тя-
жiння досягає осi Oτ за час T = f(x), де f(x) — задана функцiя.
Тертям знехтувати.
Розв’язання. Нехай α = α(s) — кут, який утворює дотична до
шуканої кривої з вiссю Oτ (рис. 15.2).

�

�

τ

s

O

M

N x

s

α

Рис. 15.2

Прирiст кiнетичної енергiї точки
при її перемiщеннi з M до N дорiв-
нює роботi сили тяжiння, тобто

mv2

2
= mg(x− s),

де m — маса точки, g — прискорення
земного тяжiння. Звiдси одержуємо
формулу для швидкостi рухомої то-
чки:

v =
√

2g(x− s).

Знаходимо складову вектора швидкостi вздовж осi Os:

ds

dt
= −v sinα = −

√
2g(x − s) sinα,

де t — поточне значення часу падiння, а знак «мiнус» указує на
те, що напрям швидкостi протилежний до напряму осi Os.

З попередньої рiвностi випливає, що

dt = − ϕ(s)ds√
2g

√
x− s

, (15.5)

де позначено ϕ(s) = 1
sinα(s) .

Зiнтегрувавши рiвнiсть (15.5) у межах вiд 0 до x, одержуємо
час T , потрiбний матерiальнiй точцi для перемiщення з висоти
s = x до положення s = 0:

T =
1√
2g

x∫
0

ϕ(s)ds√
x− s

.
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Оскiльки T = f(x), то для знаходження функцiї ϕ(s) отримуємо
iнтегральне рiвняння Вольтерри першого роду:

1√
2g

x∫
0

ϕ(s)ds√
x− s

= f(x). (15.6)

Iнтегральне рiвняння (15.6) називають рiвнянням Абеля.
Якщо, розв’язавши рiвняння (15.6), знайдемо функцiю ϕ(s),

то можемо скласти рiвняння шуканої кривої:

ϕ(s) =
1

sinα
⇒ s = Φ(α).

Далi маємо:
ds

dτ
= tgα ⇒ dτ =

ds

tgα
=

Φ′(α)dα
tg α

⇒

⇒ τ =

∫
Φ′(α)dα
tgα

≡ Φ1(α).

Таким чином, шукана крива визначається у параметричнiй фор-
мi:

τ = Φ1(α), s = Φ(α). �

Задача 2. Знайти потенцiальну енергiю поля, в якому ча-
стинка здiйснює коливання, якщо вiдома залежнiсть перiоду ко-
ливання частинки вiд її енергiї.
Розв’язання. Припустимо, що потенцiальна енергiя поля зада-
ється функцiєю u(x), яка є парною i монотонно зростаючою для
x > 0. Згiдно з законом збереження енергiї

mv2

2
+ u(x) = E ⇒ m

2

(
dx

dt

)2

+ u(x) = E,

де E — енергiя частинки, m — її маса. Вiдокремлюючи змiннi,
одержуємо:

dx

dt
=

√
2

m
(E − u(x)) ⇒ dt =

√
m

2
· dx√

E − u(x)
⇒

⇒ t =

√
m

2
·
∫

dx√
E − u(x)

+ C,
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де C — довiльна стала.
Нехай u(0) = 0 i x0(E) — корiнь рiвняння u(x) = E. Тодi для

перiоду коливань T (E) маємо формулу

T (E) = 2
√
2m ·

x0(E)∫
0

dx√
E − u(x)

.

Перейшовши пiд iнтегралом до змiнної du, одержуємо

T (E) = 2
√
2m ·

E∫
0

Φ(u)du√
E − u

, (15.7)

де Φ(u) = dx(u)
du . Якщо функцiя u(x) невiдома, але вiдома зале-

жнiсть T (E) для деякого iнтервалу значень E, то задача знахо-
дження функцiї u(x) зводиться до розв’язування iнтегрального
рiвняння Вольтерри першого роду (15.7) вiдносно функцiї Φ(u).

Знайшовши з (15.7) Φ(u), шукану залежнiсть для u(x) можна
одержати з того, що

du

dx
=

(
dx

du

)−1

=
1

Φ(u)
, u(0) = 0. �

3. Зв’язок мiж iнтегральними рiвняннями та задачею
Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь. Iнтеграль-
нi рiвняння Вольтерри другого роду часто використовуються для
опису динамiки рiзноманiтних процесiв у системах. Прикладами
динамiчних систем є механiзми, електричнi кола, системи регу-
лювання. До аналiзу динамiчних систем зводяться багато задач
дослiдження процесiв хiмiї, бiологiї, бiофiзики, екологiї, економi-
ки тощо. Зокрема, кожну задачу Кошi для лiнiйного диференцi-
ального рiвняння

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = f(x)

можна звести до розв’язування деякого лiнiйного iнтегрального
рiвняння Вольтерри другого роду. Покажемо це на прикладi.
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Приклад 1. Скласти iнтегральне рiвняння, яке вiдповiдає
задачi Кошi

y′′ + 2y′ + y = x2, y(0) = 1, y′(0) = 0. (15.8)

Розв’язання. Позначимо y′′ = u. Iнтегруючи це спiввiдношення
та враховуючи початковi умови, послiдовно знаходимо:

y′(x) = y′(0) +
x∫

0

u(s)ds =

x∫
0

u(s)ds,

y(x) = y(0) +

x∫
0

dp

p∫
0

u(s)ds = 1 +

x∫
0

(x− s)u(s)ds. (15.9)

Пiдставляючи знайденi вирази для y(x), y′(x) у задане рiвняння,
одержуємо

u(x) + 2

x∫
0

u(s)ds +

⎛
⎝1 +

x∫
0

(x− s)u(s)ds

⎞
⎠ = x2 ⇒

⇒ u(x) = x2 − 1−
x∫

0

(2 + x− s)u(s)ds. (15.10)

Таким чином, якщо y(x) — розв’язок заданої задачi Кошi,
то функцiя u(x) = y′′ задовольняє iнтегральне рiвняння (15.10).
I навпаки, якщо u(x) — розв’язок рiвняння (15.10), то функ-
цiя y(x), визначена формулою (15.9), є розв’язком задачi Кошi
(15.8). Отже, задача (15.8) рiвносильна iнтегральному рiвнянню
(15.10). �

Задача Кошi для диференцiального рiвняння першого поряд-
ку, розв’язаного вiдносно похiдної

y′ = f(x, y), y(x0) = y0
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у загальному випадку рiвносильна нелiнiйному iнтегральному
рiвнянню Вольтерри

y(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
x, y(s)

)
ds.

Аналогiчно, задачу Кошi для довiльного диференцiального рiв-
няння n-го порядку, розв’язаного вiдносно старшої похiдної,

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0

можна звести до системи нелiнiйних iнтегральних рiвнянь Воль-
терри.

Приклад 2. Скласти систему iнтегральних рiвнянь, рiвно-
сильну задачi Кошi

y′′ = −y′2 + 2y, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Розв’язання. Позначимо y1 = y, y2 = y′. Тодi задана задача
Кошi зводиться до задачi Кошi для нормальної системи:

y′1 = y2, y′2 = 2y1 − y22, y1(0) = 1, y2(0) = 0.

У свою чергу, отримана система диференцiальних рiвнянь з ура-
хуванням початкових умов рiвносильна системi iнтегральних
рiвнянь

y1(x) = 1 +

x∫
0

y2(s)ds, y2(x) =

x∫
0

(
2y1(s)− y22(s)

)
ds. �

У багатьох випадках розв’язування iнтегрального рiвняння
Вольтерри другого роду або системи таких рiвнянь може бути
зведене до розв’язування деякої задачi Кошi для звичайного ди-
ференцiального рiвняння. Наведемо два способи, з допомогою
яких це можна зробити.
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Спосiб 1. Розглянемо рiвняння Вольтерри другого роду
(15.2) i припустимо, що його ядро K(x, s) i вiльний член f(x)

мають неперервнi похiднi ∂K(x,s)
∂x i f ′(x) (за цих умов iнтеграль-

не рiвняння можна здиференцiювати один або декiлька разiв за
змiнною x).

Приклад 3. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = cos x+

x∫
0

cos(x− s)y(s)ds, (15.11)

звiвши його до задачi Кошi для диференцiального рiвняння.
Розв’язання. Послiдовно диференцiюючи (15.11), одержуємо:

y′(x) = − sinx−
x∫

0

sin(x− s)y(s)ds, (15.12)

y′′(x) = − cos x−
x∫

0

cos(x− s)y(s)ds. (15.13)

Виразивши iнтеграл з рiвняння (15.11):

x∫
0

cos(x− s)y(s)ds = y(x)− cosx

i пiдставивши його в (15.13), одержуємо:

y′′(x) = − cosx− (y(x)− cos x) ⇒ y′′ + y = 0.

Загальним розв’язком одержаного рiвняння зi сталими коефiцi-
єнтами є

y = C1 cos x+ C2 sinx. (15.14)

З (15.11), (15.12) знаходимо початковi умови:

y(0) = 1, y′(0) = 0,
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з допомогою яких з формули (15.14) легко видiляємо шуканий
розв’язок y = cos x. �

Очевидно, що цей спосiб завжди приводить до мети у тому
випадку, коли ядро K(x, s) є багаточленом за степенями x − s,
наприклад, коли K(x, s) = x − s, K(x, s) = (x − s)2, K(x, s) =
= (x− s)3 + 2(x− s) тощо.

Спосiб 2. Нехай ядро рiвняння Вольтерри другого роду
(15.2) є виродженим, тобто має вигляд

K(x, s) =

n∑
j=1

pj(x)qj(s).

Отже, маємо iнтегральне рiвняння

y(x) = λ

x∫
a

⎛
⎝ n∑
j=1

pj(x)qj(s)

⎞
⎠y(s)ds+ f(x), x ∈ [a, b]. (15.15)

Запишемо рiвняння (15.15) iнакше:

y(x) = λ ·
n∑
j=1

pj(x)

x∫
a

qj(s)y(s)ds + f(x) (15.16)

i позначимо

u1(x) =

x∫
a

q1(s)y(s)ds, . . . , un(x) =

x∫
a

qn(s)y(s)ds. (15.17)

З допомогою функцiй u1(x), u2(x), . . . , un(x) з (15.17) рiвнян-
ня (15.16) можна записати у виглядi

y(x) = λ ·
n∑
j=1

pj(x)uj(x) + f(x). (15.18)

Диференцiюючи спiввiдношення (15.17) i пiдставляючи замiсть
y(x) вираз (15.18), для невiдомих функцiй u1(x), u2(x), . . . , un(x)
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одержуємо систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
u′1 = λq1(x)

n∑
j=1

pj(x)uj(x) + q1(x)f(x),

· · · · · · · · · · · · · · ·
u′n = λqn(x)

n∑
j=1

pj(x)uj(x) + qn(x)f(x).

Пiдставляючи в (15.17) x = a, знаходимо початковi умови:

u1(a) = . . . = un(a) = 0.

Визначивши з останньої системи функцiї u1(x), u2(x), . . . , un(x) i
пiдставивши їх у (15.18), одержимо розв’язок y(x) iнтегрального
рiвняння (15.15).

Приклад 4. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = 2 + 3

x∫
0

es + e−s

ex + e−x
y(s)ds,

звiвши його до задачi Кошi для диференцiального рiвняння.
Розв’язання. Позначивши

u(x) =

x∫
0

(es + e−s)y(s)ds, (15.19)

задане рiвняння запишемо у виглядi

y(x) = 2 +
3u(x)

ex + e−x
. (15.20)

З (15.19) i (15.20) випливає, що диференцiальне рiвняння для
знаходження u(x) має вигляд:

u′(x) = (ex + e−x)y(x) = (ex + e−x)
(
2 +

3u(x)

ex + e−x

)
⇒

⇒ u′ − 3u = 2(ex + e−x),
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тобто є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням першого порядку (лек-
цiя 4). Використовуючи формулу загального розв’язку (4.5),
одержуємо, що

u = e
∫
3dx

(∫
2(ex + e−x)e−

∫
3dxdx+ C

)
⇒

⇒ u = e3x
(
2

∫
(e−2x + e−4x) dx+ C

)
⇒ u = Ce3x − ex − e−x

2
.

Оскiльки з (15.19) випливає, що u(0) = 0, то C = 3
2 ,

u =
3

2
e3x − ex − e−x

2
,

а, отже, використовуючи (15.20), одержуємо шуканий розв’язок:

y(x) = 2 +
3

ex + e−x

(
3

2
e3x − ex − e−x

2

)
⇒

⇒ y(x) = 2 +
3

2
· 3e

3x − 2ex − e−x

ex + e−x
⇒

⇒ y(x) =
9e3x − 2ex + e−x

2(ex + e−x)
. �

4. Принцип стискаючих вiдображень. Метричним
простором називають множину W = {x} елементiв x довiль-
ної природи, якщо для будь-якої пари елементiв x, y ∈ W за
певним правилом уведено метрику (вiдстань), тобто числову
функцiю ρ(x, y), яка задовольняє такi властивостi (аксiоми):

1) ρ(x, y) � 0, причому ρ(x, y) = 0 тодi i тiльки тодi, коли
x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) ρ(x, y) � ρ(x, z) + ρ(z, y) (для будь-яких x, y, z ∈W ).
Елементи метричного простору називатимемо також точка-

ми цього простору.
Наведемо два важливi приклади метричних просторiв.
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1. Множина дiйсних n-вимiрних векторiв �x = (x1, x2, . . . , xn)
з метрикою

ρ(�x, �y) =

√√√√ n∑
k=1

|xk − yk|2

є метричним простором. Його називають n-вимiрним евклi-
довим простором i позначають Rn.

2. Множина дiйсних неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй
y(t) з метрикою

ρ (x(t), y(t)) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|

також є метричним простором. Цей простiр позначають C[a, b].
Для обох просторiв властивостi з означення метрики легко

перевiряються.
Послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . елементiв метричного простору

W називають фундаментальною, якщо lim
n→∞ ρ(xn, xn+p) = 0

для довiльного цiлого p.
Метричний простiр W називають повним, якщо у ньому

будь-яка фундаментальна послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . збiгається
до деякого елемента цього ж простору. Можна довести, що про-
стори Rn (n � 1) i C[a, b] є повними [12, с. 59].

Нехай у повному метричному просторiW заданий оператор
(вiдображення, функцiя) A, який кожному елементу просторуW
ставить у вiдповiднiсть елемент цього ж простору:

y = Ax, x, y ∈W.

Тодi кажуть, що оператор A вiдображає простiр W у себе.
Оператор A називають стискаючим, якщо iснує таке число

α, 0 � α < 1, що для будь-яких елементiв x1, x2 ∈W

ρ(Ax1, Ax2) � αρ(x1, x2). (15.21)

Число α з цього означення називають коефiцiєнтом стисне-
ння.



204 Роздiл 5. IНТЕГРАЛЬНI РIВНЯННЯ

Елемент ϕ ∈ W називають нерухомою точкою оператора
A, якщо Aϕ = ϕ. Iнакше кажучи, нерухомi точки — це розв’язки
рiвняння Ax = x.

Вiдзначимо, що багато питань, пов’язаних з iснуванням та
єдинiстю розв’язкiв рiвнянь рiзних типiв, можна звести до пита-
ння про iснування нерухомої точки деякого вiдображення A ме-
тричного простору у себе. Однiєю з найважливiших умов iснува-
ння нерухомої точки є принцип стискаючих вiдображень,
уперше сформульований С. Банахом. Цей принцип є теорети-
чною основою методу послiдовних наближень (методу
iтерацiй), який широко використовується для наближеного
розв’язування диференцiальних, iнтегральних та алгебричних
рiвнянь.

Теорема 1 (принцип стискаючих вiдображень). Якщо
стискаючий оператор A вiдображує повний метричний простiр
W у себе, то iснує єдина нерухома точка ϕ цього оператора, яку
знаходять за формулою

ϕ = lim
n→∞xn (xn = Axn−1, n = 1, 2, . . . ),

причому елемент x0 у просторi W вибирають довiльно.
Доведення. Вiзьмемо довiльний елемент x0 ∈ W i побудуємо
послiдовнiсть елементiв

x0, x1 = Ax0, x2 = Ax1 = A(Ax0) = A2x0, . . . ,
xn = Axn−1 = Anx0, . . .

}
(15.22)

Покажемо, що послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . фундаментальна. Для
цього, використовуючи (15.21), оцiнимо спочатку вiдстанi мiж
сусiднiми елементами простору W :

ρ(x2, x1) = ρ(Ax1, Ax0) � αρ(x1, x0),

ρ(x3, x2) = ρ(Ax2, Ax1) � αρ(x2, x1) � α2ρ(x1, x0), . . . ,

ρ(xn+1, xn) = ρ(Axn, Axn−1) �
� αρ(xn, xn−1) � . . . � αnρ(x1, x0), . . .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
(15.23)
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Використовуючи оцiнки (15.23), а також (p − 1) разiв власти-
вiсть 3 з означення метрики, одержуємо

ρ(xn, xn+p) �
� ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + . . .+ ρ(xn+p−1, xn+p) �

�
(
αn + αn+1 + . . .+ αn+p−1

)
ρ(x1, x0) =

=
αn − αn+p

1− α
ρ(x1, x0) �

αn

1− α
ρ(x1, x0)

для достатньо великого n. Отже,

ρ(xn, xn+p) �
αn

1− α
ρ(x1, x0). (15.24)

Оскiльки 0 � α < 1, то з (15.24) випливає, що для досить великих
n величина ρ(xn, xn+p) є як завгодно малою, тобто ρ(xn, xn+p) �
ε i, отже, x1, x2, x3, . . . — фундаментальна послiдовнiсть. Оскiль-
ки W — повний простiр, то ця послiдовнiсть має границю, яку
позначимо ϕ = lim

n→∞xn.

Iз спiввiдношень

ρ(Aϕ,ϕ) � ρ(Aϕ, xn) + ρ(xn, ϕ) = ρ(Aϕ,Axn−1) + ρ(xn, ϕ) �
� αρ(ϕ, xn−1) + ρ(xn, ϕ) →

n→∞ 0

випливає, що ρ(Aϕ,ϕ) = 0 i, отже, Aϕ = ϕ, тобто ϕ є нерухомою
точкою вiдображення A.

Для доведення єдиностi нерухомої точки припустимо, що
iснує ще одна нерухома точка ψ вiдображення A, тобто Aψ = ψ.
Тодi

ρ(ϕ,ψ) = ρ(Aϕ,Aψ) � αρ(ϕ,ψ) ⇒
⇒ ρ(ϕ,ψ)(1 − α) � 0 ⇒ ρ(ϕ,ψ) = 0.

З рiвностi ρ(ϕ,ψ) = 0 згiдно з першою властивiстю метрики ви-
пливає, що ψ = ϕ, тобто ϕ— єдина нерухома точка вiдображення
A. Теорему доведено.

Елементи x0, x1, x2, . . . у формулi (15.22) називають послi-
довними наближеннями нерухомої точки ϕ.
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Наголошуємо, що вибiр початкового наближення x0 ∈ W є
довiльним i впливає лише на швидкiсть збiжностi послiдовностi
x1, x2, x3, . . . до своєї границi ϕ.

Рекомендована лiтература: [8, с. 82–84], [12, с. 9–26], [13,
с. 13–19, 35–38, 110–113], [14, с. 306–314], [15, с. 98–108], [18,
с. 481–482].

Питання до лекцiї 15

1. Яке рiвняння називають iнтегральним?Що називають ядром iн-
тегрального рiвняння, вiльним членом? Наведiть приклади iнтеграль-
них рiвнянь. Що називають розв’язком iнтегрального рiвняння?

2. Яке iнтегральне рiвняння називають лiнiйним? Наведiть при-
клади лiнiйних та нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Коли iнтегральне
рiвняння буде першого (другого) роду?

3. Яке рiвняння називають рiвнянням Фредгольма, рiвнянням
Вольтерри?

4. Яке iнтегральне рiвняння називають однорiдним (неоднорiд-
ним)?

5. Якому iнтегральному рiвнянню рiвносильна задача Кошi для
диференцiального рiвняння першого порядку, розв’язаного вiдносно
похiдної?

6. Що називають метричним простором? Якi властивостi задоволь-
няє метрика такого простору? Наведiть приклади метричних просто-
рiв.

7. Яку послiдовнiсть елементiв метричного простору називають
фундаментальною? Який метричний простiр називають повним?

8. Що таке оператор, заданий у повному метричному просторi?
Коли оператор вiдображає метричний простiр у себе? Який оператор
називають стискаючим?Що називають нерухомою точкою оператора?

9. Як формулюється принцип стискаючих вiдображень? Яке його
практичне значення? Чому?

Вправи до лекцiї 15

1. Доведiть, що заданi функцiї є розв’язками iнтегральних рiвнянь:

а) y(x) = 1
π
√
x
,

x∫
0

y(s)√
x−s

ds = 1;

б) y(x) = e−x − 2x, y(x) = e−x + 2
1∫
0

xesy(s)ds.
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2. Складiть iнтегральнi рiвняння, якi вiдповiдають задачам Кошi:

а) y′ + 2xy = ex, y(0) = 1;

б) y′′ − sinx · y′ + exy = x, y(0) = 1, y′(0) = −1;

в) y′ = x sin y + 2, y(π) = π.

3. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння, попередньо звiвши їх до зви-
чайних диференцiальних рiвнянь:

а) y(x) = ex +
x∫
0

y(s)ds; б) y(x) = x− 1 + 2
x∫
0

(x− s)y(s)ds.

Лекцiя 16. Лiнiйнi iнтегральнi рiвняння

План

1. Метод послiдовних наближень для рiвняння Фредгольма.
2. Метод послiдовних наближень для рiвняння Вольтерри.
3. Метод iтерованих ядер для рiвняння Фредгольма.
4. Метод iтерованих ядер для рiвняння Вольтерри.

1. Метод послiдовних наближень для рiвняння Фред-
гольма. Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого
роду

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), (16.1)

де функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку a � x � b, а функцiя
K(x, s) (ядро) неперервна у квадратi

Q = {(x, s) : a � x � b, a � s � b}.
Розглянемо iнтегральний оператор Фредгольма

Ay =

b∫
a

K(x, s)y(s)ds,
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де y ∈ C[a, b] (означення простору C[a, b] наведене в попереднiй
лекцiї). Тодi рiвняння (16.1) можна записати в операторнiй фор-
мi:

y = λAy + f,

тобто
(I − λA)y = f, (16.2)

де I — одиничний оператор, тобто оператор, який кожному еле-
менту простору ставить у вiдповiднiсть цей самий елемент.
Розв’язком рiвняння (16.2) називають неперервну на вiдрiз-

ку [a, b] функцiю y = y(x), яка перетворює це рiвняння у тото-
жнiсть.

Якщо λ = 0, то зрозумiло, що y(x) = f(x), тобто розв’язок
рiвняння (16.1) єдиний. Покажемо, що це рiвняння має розв’язок
(до того ж єдиний) i для довiльних досить малих |λ|.

Нехай A — оператор, визначений формулою

Ay = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x).

Тодi рiвняння (16.1) набирає вигляду Ay = y, а тому фактично
йдеться про вiдшукання нерухомої точки оператора A. Дослiди-
мо властивостi цього оператора. Нехай y ∈ C[a, b]. Покажемо, що
функцiя

g(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x)

також належить простору C[a, b]. Маємо оцiнку:

|g(x+ h)− g(x)| � |f(x+ h)− f(x)|+

+ |λ|
b∫
a

|K(x+ h, s)−K(x, s)| · |y(s)|ds. (16.3)
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З неперервностi функцiй f(x) i K(x, s) випливає, що

|f(x+ h)− f(x)| � ε

2
для |h| < δ1,

|K(x+ h, s)−K(x, s)| < ε

2(b− a)Y |λ| для |h| < δ2 (∀s ∈ [a, b]),

де Y = max
x∈[a,b]

|y(x)|. Таким чином, з (16.3) одержуємо, що

|g(x+ h)− g(x)| � ε

2
+
ε

2
= ε для |h| < min(δ1, δ2).

Отже, оператор A переводить простiр C[a, b] у себе.
З’ясуємо тепер, для яких значень |λ| оператор A є стискаю-

чим. Нехай y1 ∈ C[a, b], y2 ∈ C[a, b]. Тодi

ρ(Ay1, Ay2) = max
x∈[a,b]

|Ay1 −Ay2| =

= max
x∈[a,b]

∣∣∣∣∣∣λ
b∫
a

K(x, s)
(
y1(s)− y2(s)

)
ds

∣∣∣∣∣∣ �
� |λ|M(b− a) max

x∈[a,b]
|y1(x)− y2(x)| = |λ|M(b− a) · ρ(y1, y2),

де M = max
(x,s)∈Q

|K(x, s)|.
Отже, якщо

|λ|M(b − a) < 1,

тобто
|λ| < 1

M(b− a)
, (16.4)

то оператор A стискаючий.
Таким чином, нами доведено таке твердження.

Теорема 1. Для будь-якого λ, що задовольняє умову (16.4),
iнтегральне рiвняння Фредгольма (16.1) з неперервним ядром i
неперервним вiльним членом має єдиний неперервний розв’язок
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y(x). Послiдовнi наближення y1(x), y2(x), . . . цього розв’язку ви-
значаються рекурентними формулами:

yn+1(x) = λ

b∫
a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x), n = 1, 2, . . . ,

де y1(x) — довiльна неперервна функцiя на вiдрiзку [a, b], причо-
му y(x) = lim

n→∞ yn(x).

Приклад 1. Знайти методом послiдовних наближень розв’я-
зок рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

1∫
0

xs y(s)ds+ 2x.

Розв’язання. Ядро K(x, s) = xs неперервне у квадратi
0 � x, s � 1, причому

M = max
x,s∈[0,1]

|xs| = 1.

Згiдно з (16.4) розв’язок заданого рiвняння можна знайти мето-
дом послiдовних наближень для |λ| < 1:

y1(x) = 2x, y2(x) = λ

1∫
0

xs ·2sds+2x =
2

3
λx+2x = 2

(
1+

λ

3

)
x,

y3(x) = λ

1∫
0

xs ·
(
2

3
λ+ 2

)
sds+ 2x = 2

(
1 +

λ

3
+

(
λ

3

)2)
x, . . . ,

yn(x) = 2

(
1 +

λ

3
+

(
λ

3

)2
+ . . . +

(
λ

3

)n−1
)
x, . . . .

Використовуючи формулу для суми нескiнченно спадної гео-
метричної прогресiї, одержуємо, що

y(x) = lim
n→∞ yn(x) =

2

1− λ
3

x =
6x

3− λ
.

Вiдповiдь: y = 6x
3−λ .
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2. Метод послiдовних наближень для рiвняння Воль-
терри. Принцип стискаючих вiдображень допускає низку уза-
гальнень. Наведемо одне з таких тверджень, доведення якого
можна знайти в [14, с. 315].

Теорема 2. Нехай оператор A, що переводить метричний
простiр W у себе, є неперервним, причому для деякого нату-
рального n оператор An є стискаючим. Тодi оператор A має
єдину нерухому точку.

Розглянемо тепер iнтегральне рiвняння Вольтерри другого
роду

y(x) = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), (16.5)

у якому функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку a � x � b, а ядро
K(x, s) неперервне у трикутнику

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.

Нехай A — оператор, визначений формулою

Ay = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), y ∈ C[a, b].

Як i у п. 1, легко перевiрити, що оператор A переводить простiр
C[a, b] у себе.

Для довiльних y1 ∈ C[a, b], y2 ∈ C[a, b] маємо:

|Ay2 −Ay1| � |λ|M(x− a)ρ(y2, y1) � |λ|M(b− a)ρ(y2, y1),

де M = max
(x,s)∈G

|K(x, s)|, тобто

ρ(Ay2, Ay1) � |λ|M(b− a)ρ(y2, y1).
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Покажемо, що деякий степiнь оператора A є стискаючим. Ма-
ємо:

|Ay2 −Ay1| � (x− a)|λ|Mρ(y2, y1),

|A2y2 −A2y1| =
∣∣∣∣∣∣λ

x∫
a

K(x, s)
(
Ay2(s)−Ay1(s)

)
ds

∣∣∣∣∣∣ �
� |λ|2M2 (x− a)2

2
ρ(y2, y1), . . . ,

|Any2 −Any1| � |λ|nMn (x− a)n

n!
ρ(y2, y1).

Оскiльки lim
n→∞

1
n!

(
λM(b− a)

)n
= 0, то для будь-якого λ число

n можна вибрати настiльки великим, щоб

αn =
1

n!

(
λM(b− a)

)n
< 1.

Тодi оператор An буде стискаючим, адже

ρ (Any2 −Any1) � αn ρ(y2, y1), αn < 1.

Виконуються всi умови теореми 2, i, отже, оператор A у просторi
C[a, b] має єдину нерухому точку. Таким чином, справджується
таке твердження.

Теорема 3. Якщо в iнтегральному рiвняннi Вольтерри
(16.5) ядро i вiльний член неперервнi, то воно має єдиний непе-
рервний розв’язок y(x). Послiдовнi наближення y1(x), y2(x), . . .
цього розв’язку визначаються рекурентними формулами :

yn+1(x) = λ

x∫
a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x), n = 1, 2, . . . ,

де y1(x) — довiльна функцiя з простору C[a, b], причому y(x) =
= lim

n→∞ yn(x).
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Приклад 2. Знайти методом послiдовних наближень розв’я-
зок рiвняння Вольтерри другого роду

y(x) =

x∫
0

(s− x)y(s)ds+ x, x ∈ [0, π].

Розв’язання. Легко перевiрити, що всi умови теореми 3 вико-
нуються. Виберемо y1(x) = x. Тодi

y2(x) =

x∫
0

(s− x)s ds+ x = x− x3

6
,

y3(x) =

x∫
0

(s − x)

(
s− s3

6

)
ds+ x = x− x3

6
+

x5

120
, . . . ,

yn(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . . + (−1)n−1 x2n−1

(2n − 1)!
, . . . .

Тодi

y(x) = lim
n→∞ yn(x) = lim

n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1x2k−1

(2k − 1)!
= sinx.

Вiдповiдь: y = sinx.

Метод послiдовних наближень можна застосовувати також
до нелiнiйних рiвнянь Вольтерри, наприклад, до рiвняння

y(x) = λ

x∫
a

K
(
x, s, y(s)

)
ds+ f(x). (16.6)

При певних умовах на функцiї f(x) i K
(
x, s, y(s)

)
послiдовнi на-

ближення

yn+1(x) = λ

x∫
a

K
(
x, s, yn(s)

)
ds+ f(x), n = 1, 2, . . . , y1 ∈ C[a, b],

гарантовано збiгаються до розв’язку рiвняння (16.6).
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3. Метод iтерованих ядер для рiвняння Фредгольма.
Розглянемо рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), (16.7)

де функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку a � x � b, а ядро K(x, s)
неперервне у квадратi Q.

Розв’язок iнтегрального рiвняння (16.7) шукаємо у виглядi
суми степеневого ряду по λ:

y(x) =

∞∑
n=0

yn(x)λ
n = y0(x) + y1(x)λ+ . . .+ yn(x)λ

n + . . . , (16.8)

де y0(x), y1(x), . . . , yn(x), . . . — поки що невiдомi функцiї. При-
пустимо, що ряд (16.8) рiвномiрно збiгається на вiдрiзку [a, b].
Тодi його можна почленно iнтегрувати i, пiдставляючи у (16.7),
отримуємо:

∞∑
n=0

yn(x)λ
n =

∞∑
n=0

λn+1

b∫
a

K(x, s)yn(s)ds+ f(x).

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти бiля однакових степенiв λ, зна-
ходимо рекурентнi формули

yn+1(x) =

b∫
a

K(x, s)yn(s)ds, n = 0, 1, 2, . . . , (16.9)

де y0(x) = f(x). Тепер покажемо, що функцiональний ряд (16.8)
рiвномiрно збiгається на [a, b].

Унаслiдок неперервностi функцiй K(x, s) i f(x) випливає не-
перервнiсть функцiй yn(x), n = 0, 1, 2, . . . , визначених формула-
ми (16.9). Позначимо

M = max
(x,s)∈Q

|K(x, s)|, N = max
x∈[a,b]

|f(x)|.
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Тодi для всiх x ∈ [a, b] маємо:

|y0(x)| = |f(x)| � N,

|y1(x)| �
b∫
a

|K(x, s)| ·|y0(s)|ds � N ·M(b− a),

|y2(x)| �
b∫
a

|K(x, s)| ·|y1(s)|ds � N · [M(b− a)]2, . . . ,

|yn(x)| �
b∫
a

|K(x, s)| ·|yn−1(s)|ds � N · [M(b− a)]n, . . .

Звiдси випливає, що функцiональний ряд (16.8) має мажорантою
числовий ряд

∞∑
n=0

Nqn,

який збiгається для q = |λ|M(b − a) < 1. Тодi згiдно з ознакою
Вейєрштрасса функцiональний ряд (16.8) збiгається абсолютно
i рiвномiрно для |λ| < 1/[M(b − a)] на [a, b] i його сума є не-
перервною на [a, b] функцiєю. Єдинiсть побудованого розв’язку
випливає з єдиностi розв’язку iнтегрального рiвняння Фредголь-
ма другого роду при виконаннi умови (16.4) (п. 1 цiєї лекцiї).

Формули (16.9) запишемо у виглядi

y0(x) = f(x), y1(x) =

b∫
a

K(x, s)f(s)ds,

y2(x) =

b∫
a

K(x, t)

⎛
⎝ b∫
a

K(t, s)f(s)ds

⎞
⎠dt =

=

b∫
a

⎛
⎝ b∫
a

K(x, t)K(t, s)dt

⎞
⎠f(s)ds = b∫

a

K2(x, s)f(s)ds,
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де

K2(x, s) =

b∫
a

K(x, t)K(t, s)dt.

Позначимо також K1(x, s) = K(x, s). Аналогiчно

y3(x) =

b∫
a

K(x, t)

⎛
⎝ b∫
a

K2(t, s)f(s)ds

⎞
⎠dt =

=

b∫
a

⎛
⎝ b∫
a

K(x, t)K2(t, s)dt

⎞
⎠f(s)ds = b∫

a

K3(x, s)f(s)ds,

де

K3(x, s) =

b∫
a

K(x, t)K2(t, s)dt,

i так далi:

yn(x) =

b∫
a

Kn(x, s)f(s)ds,

де

Kn(x, s) =

b∫
a

K(x, t)Kn−1(t, s)dt, n = 2, 3, . . . (16.10)

Ядра Kn(x, s) називають iтерованими (повторними). З
їхньою допомогою ряд (16.8) запишемо у виглядi

y(x) = f(x) +

∞∑
n=1

λn
b∫
a

Kn(x, s)f(s)ds. (16.11)

Функцiю

R(x, s, λ) =
∞∑
n=1

λn−1Kn(x, s)
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називають резольвентою ядра K(x, s).
Розв’язок рiвняння (16.7), враховуючи (16.11), можна вира-

зити через резольвенту, а саме:

y(x) = λ

b∫
a

R(x, s, λ)f(s)ds + f(x). (16.12)

Приклад 3. З допомогою iтерованих ядер знайти резольвен-
ту i розв’язок iнтегрального рiвняння

y(x) =

1∫
0

x

s2 + 1
y(s)ds+ x2 + 1.

Розв’язання. Оскiльки K(x, s) = x
s2+1 , то, використовуючи

формули (16.10) для iтерованих ядер, одержуємо:

K1(x, s) = K(x, s) =
x

s2 + 1
,

K2(x, s) =

1∫
0

x

t2 + 1

t

s2 + 1
dt =

ln 2

2

x

s2 + 1
,

K3(x, s) =
ln 2

2

1∫
0

x

t2 + 1

t

s2 + 1
dt =

(
ln 2

2

)2 x

s2 + 1
, . . . ,

Kn(x, s) =

(
ln 2

2

)n−1 x

s2 + 1
.

Якщо ln 2
2 |λ| < 1, тобто |λ| < 2

ln 2 , то, використовуючи формулу
для суми нескiнченно спадної геометричної прогресiї, знайдемо
резольвенту ядра:

R(x, s, λ) =

∞∑
n=1

λn−1Kn(x, s) =

=

∞∑
n=1

(
ln 2

2
λ

)n−1 x

s2 + 1
=

1

1− ln 2
2 λ

· x

s2 + 1
.
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Для заданого рiвняння λ = 1 < 2
ln 2 i, отже, R(x, s, 1) =

= 2
2−ln 2 · x

s2+1
. Шуканим розв’язком на пiдставi (16.12) є

y(x) =

1∫
0

2

2− ln 2
· x

s2 + 1
(s2+1)ds+x2+1 = x2 +

2x

2− ln 2
+ 1. �

4. Метод iтерованих ядер для рiвняння Вольтерри.
Розглянемо iнтегральне рiвняння Вольтерри другого роду

y(x) = λ

x∫
a

K(x, s)y(s)ds + f(x), (16.13)

у якому функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], а ядроK(x, s)
неперервне у трикутнику G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.

Як i для iнтегрального рiвняння Фредгольма, розв’язок рiв-
няння (16.13) шукаємо у виглядi степеневого ряду (16.8). Фор-
мально пiдставивши (16.8) у (16.13), почленно зiнтегрувавши i
прирiвнявши коефiцiєнти бiля однакових степенiв λ, отримуємо
рекурентнi формули

yn+1(x) =

x∫
a

K(x, s)yn(s)ds, n = 0, 1, 2, . . . , (16.14)

де y0(x) = f(x).
Нехай M = max

(x,s)∈G
|K(x, s)|, N = max

x∈[a,b]
|f(x)|. Тодi для всiх

x ∈ [a, b] маємо:

|y0(x)| = |f(x)| � N,

|y1(x)| �
x∫
a

|K(x, s)| ·|y0(s)|ds � N ·M(x− a),

|y2(x)| �
x∫
a

|K(x, s)| ·|y1(s)|ds � N
M2(x− a)2

2!
, . . . ,
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|yn(x)| �
x∫
a

|K(x, s)| ·|yn−1(s)|ds � N
Mn(x− a)n

n!
, . . . .

З цих оцiнок випливає, що

|yn(x)| � N
Mn(b− a)n

n!
,

а тому функцiональний ряд (16.8) мажорується числовим рядом

∞∑
n=0

N
qn

n!
, (16.15)

t

s

O a x

a

x

Рис. 16.1

де q = |λ|M(b − a). Згiдно з озна-
кою Д’Аламбера ряд (16.15) збiгає-
ться для всiх λ, а тому ряд (16.8) збi-
гається рiвномiрно на [a, b] для всiх
λ, а його сума є неперервною на [a, b]
функцiєю.

Змiнивши порядок iнтегрування
(рис. 16.1), формули (16.14) можна
записати у виглядi

y0(x) = f(x), y1(x) =

x∫
a

K(x, s)f(s)ds,

y2(x) =

x∫
a

K(x, t)

⎛
⎝ t∫
a

K(t, s)f(s)ds

⎞
⎠dt =

=

x∫
a

⎛
⎝ x∫
s

K(x, t)K(t, s)dt

⎞
⎠f(s)ds = x∫

a

K2(x, s)f(s)ds,

де

K2(x, s) =

x∫
s

K(x, t)K(t, s)dt,
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i так далi:

yn(x) =

x∫
a

Kn(x, s)f(s)ds,

де

Kn(x, s) =

x∫
s

K(x, t)Kn−1(t, s)dt, n = 2, 3, . . . . (16.16)

Позначимо також K1(x, s) = K(x, s). Ядра Kn(x, s) назива-
ють iтерованими (повторними). З їхньою допомогою ряд
(16.8) запишемо у виглядi

y(x) = f(x) +
∞∑
n=1

λn
x∫
a

Kn(x, s)f(s)ds. (16.17)

Функцiю

R(x, s, λ) =

∞∑
n=1

λn−1Kn(x, s). (16.18)

називають резольвентою ядра K(x, s).
Розв’язок рiвняння (16.13), враховуючи (16.17), можна вира-

зити через резольвенту, а саме:

y(x) = λ

x∫
a

R(x, s, λ)f(s)ds + f(x). (16.19)

Приклад 4. З допомогою iтерованих ядер знайти резольвен-
ту i розв’язок iнтегрального рiвняння

y(x) = x− 1

2

x∫
0

xy(s)ds.

Розв’язання. З рекурентних спiввiдношень (16.16) одержуємо:

K1(x, s) = x, K2(x, s) =

x∫
s

xt dt = x · x
2 − s2

2
,
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K3(x, s) =

x∫
s

xt
t2 − s2

2
dt =

x

2
·
(
x2 − s2

2

)2

, . . . ,

Kn(x, s) =
x

(n − 1)!
·
(
x2 − s2

2

)n−1

, n = 1, 2, . . . .

Використовуючи формулу (16.18), знайдемо резольвенту

R(x, s, λ) = x

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
·
(
λ
x2 − s2

2

)n−1

= x eλ
x2−s2

2 .

Знайдемо тепер розв’язок заданого рiвняння за формулою
(16.19). Оскiльки f(x) = x i λ = −1/2, то

y(x) = x− 1

2

x∫
0

xse−
x2−s2

4 ds = x− xe−
x2

4

x∫
0

d
(
es

2/4
)
=

= xe−
x2

4

(
e

x2

4 − 1

)
= x

(
1− e−

x2

4

)
.

Вiдповiдь: y = x

(
1− e−

x2

4

)
.

Рекомендована лiтература: [12, с. 63–115], [13, с. 20–26,
45–55, 165–173], [14, с. 314–327, 338–357].

Питання до лекцiї 16

1. У чому полягає метод послiдовних наближень для рiвняння
Фредгольма другого роду? За якими рекурентними формулами можна
знайти послiдовнi наближення розв’язку цього рiвняння?

2. У чому полягає метод послiдовних наближень для рiвняння
Вольтерри другого роду? За якими формулами можна знайти послi-
довнi наближення розв’язку цього рiвняння?

3. За якими формулами будуються iтерованi ядра для рiвняння
Фредгольма другого роду? Як з їхньою допомогою записати розв’язок
цього рiвняння у виглядi функцiонального ряду?

4. Що називають резольвентою ядра iнтегрального рiвняння Фред-
гольма другого роду? Як з допомогою резольвенти можна виразити
розв’язок цього рiвняння?
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5. Що називають резольвентою ядра iнтегрального рiвняння Воль-
терри другого роду? Як з допомогою резольвенти можна виразити
розв’язок цього рiвняння?

Вправи до лекцiї 16

1. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Фредгольма методом послiдов-
них наближень:

а) y(x) = 1
2

1∫
0

y(s)ds+ sin(πx); б) y(x) = 1
π

π∫
0

cos2 s · y(s)ds− 1.

2. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Вольтерри методом послiдов-
них наближень:

а) y(x) =
x∫
0

xy(s)ds+ 1− x2, y0(x) = 1− x2;

б) y(x) =
x∫
0

y(s)ds− x2

2 − x, y0(x) = −1.

3. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Фредгольма методом iтерова-
них ядер:

а) y(x) = 1
2π

π∫
0

y(s)ds+ sinx; б) y(x) = 1
2

1∫
0

xesy(s)ds+ e−x.

4. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Вольтерри методом iтерованих
ядер:

а) y(x) =
x∫
0

sy(s)ds− 1; б) y(x) =
x∫
0

xsy(s)ds+ x.
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Лекцiя 17. Iнтегральнi рiвняння з виродженими
ядрами та iнтегральнi рiвняння першого роду

План

1. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду з виродже-
ними ядрами. Основнi означення й поняття.

2. Теореми Фредгольма.
3. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма першого роду й iнте-

гральнi рiвняння Вольтерри першого роду.

1. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма другого роду з
виродженими ядрами. Основнi означення й поняття. Роз-
глянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s)ds+ f(x), x ∈ [a, b], (17.1)

ядро якого є скiнченною сумою добуткiв двох функцiй, одна з
яких залежить тiльки вiд x, а iнша — тiльки вiд s, тобто

K(x, s) =

n∑
i=1

Pi(x)Qi(s). (17.2)

Ядро вигляду (17.2) називають виродженим.
Уважаємо, що функцiї Pi(x), i = 1, 2, . . . , n, а також Qi(s),

i = 1, 2, . . . , n, лiнiйно незалежнi на вiдрiзку [a, b]. Якщо це не
так, то кожну з цих функцiй можна подати у виглядi лiнiй-
ної комбiнацiї меншої кiлькостi лiнiйно незалежних функцiй,
а, отже, ядро (17.2) запишеться з допомогою меншої кiлько-
стi доданкiв. Припустимо також, що Pi ∈ C[a, b], Qi ∈ C[a, b],
i = 1, 2, . . . , n. Тодi ядро (17.2), очевидно, неперервне у квадратi
Q = {(x, s) : a � x � b, a � s � b}. Iнтегральнi рiвняння такого
вигляду вдається повнiстю дослiдити, користуючись лише засо-
бами лiнiйної алгебри.
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Пiдставляючи (17.2) у рiвняння (17.1), одержуємо

y(x) = λ

n∑
i=1

Pi(x)

b∫
a

Qi(s)y(s)ds+ f(x). (17.3)

Нехай iнтегральне рiвняння (17.3) має розв’язок y(x), неперерв-
ний на вiдрiзку [a, b]. Позначимо

qi =

b∫
a

Qi(s)y(s)ds, i = 1, 2, . . . , n. (17.4)

Тодi рiвняння (17.3) можемо записати у виглядi

y(x) = λ

n∑
i=1

qiPi(x) + f(x). (17.5)

Для знаходження невiдомих чисел qi пiдставимо (17.5) в (17.4).
Будемо мати:

qi =

b∫
a

Qi(s)y(s)ds =

b∫
a

⎛
⎝λ n∑

j=1

qjPj(s) + f(s)

⎞
⎠Qi(s)ds =

= λ

n∑
j=1

qj

b∫
a

Pj(s)Qi(s)ds+

b∫
a

f(s)Qi(s)ds.

Позначимо

kij =

b∫
a

Pj(s)Qi(s)ds, fi =

b∫
a

f(s)Qi(s)ds, i, j = 1, 2, . . . , n.

Тодi для знаходження невiдомих qi одержуємо систему лiнiйних
неоднорiдних алгебричних рiвнянь

qi − λ
n∑
j=1

kijqj = fi, i = 1, 2, . . . , n. (17.6)
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Якщо система (17.6) несумiсна, то, очевидно, iнтегральне рiвнян-
ня (17.3) розв’язкiв не має. Якщо система (17.6) має розв’язок q1,
q2, . . . , qn, то пiдставивши його в (17.5), знайдемо неперервну на
вiдрiзку [a, b] функцiю y(x) — розв’язок iнтегрального рiвняння
(17.3) (у цьому легко переконатися з допомогою пiдстановки).

Таким чином, розв’язування iнтегрального рiвняння (17.1) з
виродженим ядром зводиться до розв’язування вiдповiдної си-
стеми (17.6) лiнiйних алгебричних рiвнянь.

Позначимо визначник системи (17.6) через D(λ):

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λk11 −λk12 · · · −λk1n
−λk21 1− λk22 · · · −λk2n
· · · · · · · · · · · ·

−λkn1 −λkn2 · · · 1− λknn

∣∣∣∣∣∣∣∣. (17.7)

Визначник D(λ) називають визначником Фредгольма для
рiвняння (17.3), а його нулi, тобто коренi рiвняння D(λ) = 0 —
характеристичними числами ядра K(x, s) (або рiвняння
(17.3)). Очевидно, що визначник D(λ) тотожно вiдмiнний вiд ну-
ля, бо D(0) = 1.

2. Теореми Фредгольма. Оскiльки визначник D(λ), визна-
чений формулою (17.7), є багаточленом вiдносно параметра λ
степеня, не вищого вiд n, то згiдно з основною теоремою алгебри
рiвняння D(λ) = 0 має не бiльше, нiж n рiзних коренiв.

Розглянемо окремi випадки.

Випадок 1. Нехай D(λ) 
= 0, тобто число λ не є характери-
стичним. Тодi система (17.6) однозначно розв’язна для довiльних
правих частин fi. Розв’язок цiєї системи знаходимо, наприклад,
за формулами Крамера:

qi =
Di(λ)

D(λ)
, i = 1, 2, . . . , n, (17.8)

де Di(λ) — визначник, утворений з визначника (17.7) замiною
i-го стовпця на стовпець правих частин fi, i = 1, 2, . . . , n.

Таким чином, доведене таке твердження.
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Теорема 1 (перша теорема Фредгольма). Якщо λ не є
характеристичним числом ядра K(x, s), то для довiльної непе-
рервної на [a, b] функцiї f(x) рiвняння (17.3) має єдиний непе-
рервний на вiдрiзку [a, b] розв’язок y(x), визначений формулою
(17.5).

Оскiльки D(λ) 
= 0, то вiдповiдне iнтегральному рiвнянню
(17.3) однорiдне рiвняння

y(x) = λ
n∑
i=1

Pi(x)

b∫
a

Qi(s)y(s)ds (17.9)

має тiльки тривiальний розв’язок y(x) ≡ 0. Справдi, якщо на вiд-
рiзку [a, b] f(x) ≡ 0, то

fi =

b∫
a

f(s)Qi(s)ds = 0, i = 1, 2, . . . , n,

i система лiнiйних рiвнянь (17.6) є однорiдною. Як вiдомо, одно-
рiдна система лiнiйних рiвнянь з вiдмiнним вiд нуля визначником
має тiльки тривiальний розв’язок. Отже, q1 = q2 = . . . = qn = 0,
а тому з (17.5) випливає, що y(x) ≡ 0. Таким чином, теорему
1 можна сформулювати iнакше: для того, щоб рiвняння (17.3)
з довiльною неперервною на вiдрiзку [a, b] функцiєю f(x) мало
єдиний неперервний на вiдрiзку [a, b] розв’язок y(x), необхiдно i
достатньо, щоб вiдповiдне однорiдне рiвняння (17.9) мало тiль-
ки тривiальний розв’язок.

Приклад 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = λ

1∫
0

(5x− 3s)y(s)ds+ 1.

Розв’язання. Оскiльки

K(x, s) = 5x− 3s = P1(x)Q1(s) + P2(x)Q2(s),
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де P1(x) = 5x, P2(x) = −3, Q1(s) = 1, Q2(s) = s, то задане
рiвняння запишемо у виглядi

y(x) = λ

1∫
0

P1(x)Q1(s)y(s)ds+ λ

1∫
0

P2(x)Q2(s)y(s)ds+ 1 =

= 5λxp1 − 3λp2 + 1, (17.10)

де

p1 =

1∫
0

y(s)ds, p2 =

1∫
0

sy(s)ds. (17.11)

Пiдставляючи (17.10) в (17.11) та обчислюючи iнтеграли, для
знаходження p1, p2 одержуємо систему двох лiнiйних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
p1 =

1∫
0

(5λp1s− 3λp2 + 1)ds = 5λ
2 p1 − 3λp2 + 1,

p2 =
1∫
0

(5λp1s
2 − 3λp2s+ s)ds = 5λ

3 p1 − 3
2λp2 +

1
2

⇒

⇒
{(

1− 5λ
2

)
p1 + 3λp2 = 1,

5λ
3 p1 −

(
1 + 3λ

2

)
p2 = −1

2 .

Визначником одержаної системи є

D(λ) =

∣∣∣∣∣ 1−
5λ
2 3λ

5λ
3 −1− 3λ

2

∣∣∣∣∣ = −5λ2 + 4λ− 4

4
.

Очевидно, що D(λ) 
= 0 для довiльного дiйсного λ, а тому, за
формулами Крамера, знаходимо p1 i p2:

p1 =
1

D(λ)

∣∣∣∣ 1 3λ
−1/2 −1− 3λ/2

∣∣∣∣ = 4

5λ2 − 4λ+ 4
,

p2 =
1

D(λ)

∣∣∣∣ 1− 5λ/2 1
5λ/3 −1/2

∣∣∣∣ = 5λ+ 6

3(5λ2 − 4λ+ 4)
.
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Пiдставляючи знайденi p1, p2 у (17.10), пiсля нескладних пере-
творень одержуємо шуканий розв’язок:

y(x) =
20λx− 10λ+ 4

5λ2 − 4λ+ 4
. �

Використовуючи формули (17.8), знайдемо розв’язок iнте-
грального рiвняння (17.3). Для цього кожен визначник Di(λ),
i = 1, 2, . . . , n, у (17.8) розкладемо за елементами i-го стовпця
правих частин:

Di(λ) =

n∑
k=1

Dik(λ)fk, i = 1, 2, . . . , n, (17.12)

де Dik(λ), i, k = 1, 2, . . . , n, — алгебричнi доповнення, якi є бага-
точленами вiдносно λ степеня, не вищого, нiж n−1. Враховуючи
(17.12), з (17.8) маємо:

qi =
1

D(λ)

n∑
k=1

Dik(λ)fk, i = 1, 2, . . . , n.

Пiдставляючи цi значення у формулу (17.5), одержуємо:

y(x) = λ

n∑
i=1

Pi(x)

D(λ)

n∑
k=1

Dik(λ)fk + f(x) =

=
λ

D(λ)

n∑
i=1

Pi(x)
n∑
k=1

Dik(λ)

b∫
a

f(s)Qk(s)ds+ f(x) =

=
λ

D(λ)

b∫
a

(
n∑
i=1

n∑
k=1

Dik(λ)Pi(x)Qk(s)f(s)

)
ds + f(x)

або

y(x) = λ

b∫
a

R(x, s, λ)f(s)ds + f(x),
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де

R(x, s, λ) =
1

D(λ)

n∑
i=1

n∑
k=1

Dik(λ)Pi(x)Qk(s). (17.13)

Функцiю R(x, s, λ), визначену формулою (17.13), називають
резольвентою iнтегрального рiвняння (17.3) або резоль-
вентою ядра (17.2). Очевидно, що для фiксованих x, s резоль-
вента (17.13) є дробово-рацiональною функцiєю вiд параметра λ.
Для всiх значень λ, вiдмiнних вiд характеристичних чисел ядра
K(x, s), функцiя R(x, s, λ) є неперервною у квадратi Q.

Випадок 2. Нехай D(λ) = 0, тобто λ є характеристичним
числом ядра K(x, s). Тодi, як вiдомо з алгебри, однорiдна систе-
ма, вiдповiдна системi (17.6), має p, p � n, лiнiйно незалежних
сукупностей розв’язкiв:

q
(l)
1 , q

(l)
2 , . . . , q(l)n , l = 1, 2, . . . , p.

Функцiї

yl(x) =
n∑
i=1

q
(l)
i Pi(x), l = 1, 2, . . . , p,

а також їхнi довiльнi комбiнацiї є розв’язками однорiдного рiв-
няння (17.9). Нетривiальнi розв’язки рiвняння (17.9) називають
власними функцiями цього рiвняння (або його ядра), якi вiд-
повiдають дiйсному характеристичному числу. Число p назива-
ють рангом (кратнiстю) характеристичного числа.

Можна показати, що множина всiх власних функцiй, якi вiд-
повiдають певному характеристичному числу, утворює лiнiйний
простiр вимiрностi p, базисом якого є сукупнiсть функцiй y1(x),
y2(x), . . . , yp(x). Тодi довiльний розв’язок однорiдного рiвняння
(17.9) можна записати у виглядi

y(x) =

p∑
j=1

αjyj(x), (17.14)
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де αj, j = 1, 2, . . . , p, — деякi сталi. Спiввiдношення (17.14) нази-
вають загальним розв’язком однорiдного iнтегрального рiв-
няння (17.9).

Ядро K∗(x, s) називають спряженим до ядра K(x, s), якщо

K∗(x, s) = K(s, x),

де риска означає комплексне спряження. Якщо K(x, s) — дiйсно-
значна функцiя, то K∗(x, s) = K(s, x).

Iнтегральне рiвняння

ϕ(x) = λ̄

b∫
a

K∗(x, s)ϕ(s)ds + g(x)

називають спряженим до iнтегрального рiвняння (17.1).
Заради спрощення надалi будемо вважати, що ядро K(x, s) i

параметр λ — дiйснi. Для iнтегрального рiвняння (17.3) з виро-
дженим ядром спряженим до нього є рiвняння

ϕ(x) = λ

n∑
i=1

Qi(x)

b∫
a

Pi(s)ϕ(s)ds + g(x).

Якщо g(x) = 0, то спряженим до (17.9) iнтегральним рiвнянням
є рiвняння

ϕ(x) = λ

n∑
i=1

Qi(x)

b∫
a

Pi(s)ϕ(s)ds, (17.15)

а його розв’язок можна записати як

ϕ(x) = λ
n∑
i=1

q̃iQi(x),

де сталi q̃i, i = 1, 2, . . . , n, визначаються iз системи лiнiйних ал-
гебричних рiвнянь

q̃i − λ
n∑
j=1

kjiq̃j = 0, i = 1, 2 . . . , n. (17.16)
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Систему (17.16) називають спряженою до системи (17.6), а
її матриця є транспонованою до матрицi системи (17.6). Си-
стеми (17.6) i (17.16) мають p лiнiйно незалежних сукупностей
розв’язкiв. Базисом простору розв’язкiв рiвняння (17.15) є систе-
ма функцiй

ϕl(x) =

n∑
i=1

q̃
(l)
i Qi(x), l = 1, 2, . . . , p, (17.17)

де q̃(l)1 , q̃(l)2 , . . . , q̃(l)n , l = 1, 2, . . . , p, — базис простору розв’язкiв
системи (17.16).

Отже, справджується таке твердження.

Теорема 2 (друга теорема Фредгольма). Якщо λ є ха-
рактеристичним числом рiвняння (17.3) з виродженим ядром
K(x, s), то однорiдне iнтегральне рiвняння (17.9) i спряжене до
нього рiвняння (17.15) мають однакову кiлькiсть лiнiйно неза-
лежних власних функцiй.

Нехай тепер λ — характеристичне число ядра K(x, s) рангу
p. Розглянемо неоднорiдне iнтегральне рiвняння (17.3). Якщо це
рiвняння має розв’язок, то його можна записати у виглядi (17.5).
Як вiдомо з алгебри, для сумiсностi системи рiвнянь (17.6) необ-
хiдно i достатньо, щоб вектор (f1, f2, . . . , fn) вiльних членiв був
ортогональним до пiдпростору розв’язкiв спряженої однорiдної
системи. Це означає, що вектор (f1, f2, . . . , fn) має бути орто-
гональним до кожного з p базисних векторiв

(
q̃
(l)
1 , q̃

(l)
2 , . . . , q̃

(l)
n

)
,

тобто
n∑
i=1

fi q̃
(l)
i = 0, l = 1, 2, . . . , p.

Оскiльки fi =
∫ b
a f(s)Qi(s)ds, i = 1, 2, . . . , n, то, враховуючи

(17.17), маємо:

b∫
a

f(x)

n∑
i=1

q̃
(l)
i Qi(x)dx =

b∫
a

f(x)ϕl(x)dx = 0, l = 1, 2, . . . , p.
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Отже, справджується таке твердження.

Теорема 3 (третя теорема Фредгольма). Якщо λ є ха-
рактеристичним числом, то неоднорiдне iнтегральне рiвняння
(17.3) з виродженим ядром K(x, s) має розв’язок тодi i тiльки
тодi, коли вiльний член f(x) ортогональний до всiх розв’язкiв
спряженого однорiдного рiвняння (17.15).

Таким чином, якщо число λ є характеристичним, то питання
про iснування розв’язку неоднорiдного iнтегрального рiвняння
(17.3) зводиться до перевiрки p умов ортогональностi:

b∫
a

f(x)ϕl(x)dx = 0, l = 1, 2, . . . , p.

Цi умови називають ще умовами розв’язностi рiвняння
(17.3). Якщо вони справджуються, то iнтегральне рiвняння має
безлiч розв’язкiв, якi можна описати формулою

y(x) =

p∑
i=1

αiyi(x) + ỹ(x),

де перший доданок — загальний розв’язок однорiдного рiвняння
(17.9), а другий — деякий частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння (17.3).

Приклад 2. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = λ

2π∫
0

sin(x− s)y(s)ds+ x.

Розв’язання. Оскiльки sin(x − s) = sinx cos s − sin s cos x, то
маємо iнтегральне рiвняння з виродженим ядром. Тодi

y(x) = λ

2π∫
0

sinx cos s · y(s)ds− λ

2π∫
0

sin s cos x · y(s)ds+ x =

= λp1 sinx− λp2 cos x+ x, (17.18)
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де

p1 =

2π∫
0

cos s · y(s)ds, p2 =

2π∫
0

sin s · y(s)ds. (17.19)

Пiдставляючи функцiю y(x), визначену формулою (17.18), у
(17.19) та обчислюючи iнтеграли, одержуємо систему вiдносно
p1 i p2:

p1 =

2π∫
0

cos s (λp1 sin s− λp2 cos s+ s) ds =

= λp1

2π∫
0

cos s sin s ds− λp2

2π∫
0

cos2s ds+

2π∫
0

s cos s ds = −λp2π;

p2 =

2π∫
0

sin s (λp1 sin s− λp2 cos s+ s) ds =

= λp1

2π∫
0

sin2s ds− λp2

2π∫
0

sin s cos s ds+

2π∫
0

s sin s ds = λp1π − 2π.

Отже, {
p1 + λπp2 = 0,
−λπp1 + p2 = −2π.

Визначником цiєї системи є D(λ) = (λπ)2 + 1. Оскiльки D(λ) 
= 0
для всiх дiйсних λ, то неоднорiдна система має єдиний розв’язок:

p1 =
2π2λ

(λπ)2 + 1
, p2 = − 2π

(λπ)2 + 1
.

Тодi з (17.18) знаходимо шуканий розв’язок:

y(x) =
2π2λ2

(λπ)2 + 1
sinx+

2πλ

(λπ)2 + 1
cos x+ x. �

Наслiдком теорем 1–3 є таке твердження.
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Теорема 4 (альтернатива Фредгольма). Якщо однорiдне
iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з виродженим
ядром має лише тривiальний розв’язок, то вiдповiдне неоднорi-
дне рiвняння має єдиний розв’язок.

Якщо однорiдне рiвняння має нетривiальнi розв’язки,то вiд-
повiдне неоднорiдне рiвняння залежно вiд вiльного члена або не
має розв’язкiв, або має безлiч розв’язкiв.

Зауважимо, що теореми 1–4 справджуються не тiльки для ви-
родженого, але й для довiльного неперервного ядра вiдповiдного
iнтегрального рiвняння.

3. Iнтегральнi рiвняння Фредгольма першого роду й
iнтегральнi рiвняння Вольтерри першого роду. Iнтеграль-
не рiвняння Фредгольма першого роду

b∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x),

узагалi кажучи, не має розв’язку для довiльної правої частини
f(x), а якщо розв’язок iснує, вiн може бути неєдиним. Напри-
клад, розв’язком iнтегрального рiвняння

1∫
0

y(s)ds = 1

є кожна з функцiй y(x) = αx + β, де α, β — будь-якi дiйснi
числа, якi задовольняють умову α + 2β = 2 (у цьому можна
переконатись безпосередньою пiдстановкою), а рiвняння

1∫
0

y(s)ds = 1 + x2,

очевидно, взагалi не має розв’язкiв.
Таким чином, розв’язування iнтегрального рiвняння Фред-

гольма першого роду — некоректна задача. Для розв’язування
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таких задач використовують спецiальнi методи, вивчення яких
виходить за рамки цього посiбника.

Оскiльки iнтегральнi рiвняння Вольтерри першого роду є
окремим випадком рiвнянь Фредгольма, все сказане вище про
рiвняння Фредгольма першого роду залишається правильним i
для рiвнянь Вольтерри. Але у багатьох випадках iнтегральнi рiв-
няння Вольтерри першого роду легко розв’язуються.

Розглянемо, наприклад, iнтегральне рiвняння Вольтерри
першого роду

x∫
a

K(x, s)y(s)ds = f(x), (17.20)

де f(a) = 0, i припустимо, що функцiї K(x, s), ∂K(x,s)
∂x , f(x), f ′(x)

неперервнi у трикутнику

G = {(x, s) : a � x � b, a � s � x}.

Диференцiюючи обидвi частини рiвняння (17.20) за змiнною x,
одержуємо

K(x, x)y(x) +

x∫
a

∂K(x, s)

∂x
y(s)ds = f ′(x). (17.21)

Будь-який неперервний при a � x � b розв’язок y(x) рiвнян-
ня (17.21) є, очевидно, й розв’язком рiвняння (17.20). Навпаки,
кожен неперервний розв’язок рiвняння (17.20) при a � x � b
задовольняє також рiвняння (17.21).

Якщо K(x, x) не перетворюється в нуль у жоднiй точцi вiд-
рiзку [a, b], то рiвняння (17.21) можемо записати у виглядi

y(x) =
f ′(x)
K(x, x)

−
x∫
a

K ′
x(x, s)

K(x, x)
y(s)ds,

тобто воно зводиться до iнтегрального рiвняння Вольтерри дру-
гого роду, яке розглядалось у лекцiях 15, 16.
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Якщо K(x, x) перетворюється в нуль у деякiй точцi вiдрiзка
[a, b], то рiвняння (17.21) володiє особливими властивостями, вiд-
мiнними вiд властивостей рiвнянь Вольтерри другого роду. Такi
рiвняння iнодi називають рiвняннями третього роду.

Якщо K(x, x) ≡ 0, x ∈ [a, b], iснують неперервнi другi похiднi
ядра та функцiї f(x) за змiнною x i виконується умова f ′(a) = 0,
то можна ще раз здиференцiювати рiвняння (17.21) за змiнною
x. Тодi одержуємо рiвняння

K ′
x(x, x)y(x) +

x∫
a

∂ 2K(x, s)

∂x2
y(s)ds = f ′′(x),

яке, якщоK ′
x(x, x) 
= 0 на вiдрiзку [a, b], пiсля дiлення наK ′

x(x, x)
зводиться до iнтегрального рiвняння другого роду.

Приклад 3. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерри
першого роду

x∫
0

(x+ s+ 1)y(s)ds = x.

Розв’язання. Здиференцiюємо рiвняння за змiнною x:

(2x+ 1)y(x) +

x∫
0

y(s)ds = 1. (17.22)

Оскiльки 2x+ 1 
= 0 для x � 0, то пiсля дiлення на 2x+ 1 отри-
муємо iнтегральне рiвняння Вольтерри другого роду

y(x) = −
x∫

0

1

2x+ 1
y(s)ds+

1

2x+ 1
. (17.23)

Розв’яжемо рiвняння (17.23), звiвши його попередньо до зви-
чайного диференцiального рiвняння (лекцiя 15). Для цього його
спочатку здиференцiюємо за змiнною x:

y′(x) = − y(x)

2x+ 1
+

2

(2x+ 1)2

x∫
0

y(s)ds− 2

(2x+ 1)2
. (17.24)
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З (17.22) виразимо iнтеграл
x∫

0

y(s)ds = 1− (2x+ 1)y(x)

i, пiдставивши його в рiвняння (17.24), пiсля нескладних перетво-
рень отримуємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними

y′ = − 3y

2x+ 1
. (17.25)

Крiм того, з (17.23) маємо початкову умову y(0) = 1.
Загальним розв’язком рiвняння (17.25) є

y =
C√

(2x+ 1)3
,

а враховуючи початкову умову y(0) = 1, отримуємо частинний
розв’язок цього рiвняння:

y =
1√

(2x+ 1)3
,

який є також розв’язком заданого iнтегрального рiвняння.
Вiдповiдь: y = 1√

(2x+1)3
.

Якщо ядро iнтегрального рiвняння залежить лише вiд x чи
вiд s (або є добутком таких функцiй), K(x, x) 
= 0 на вiдрiзку
[a, b], f(a) = 0, то iнтегральне рiвняння Вольтерри першого роду
(17.20) удається розв’язати ще простiше.

Приклад 4. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерри
першого роду

x∫
0

(x+ 1)y(s)ds = x.

Розв’язання. Оскiльки x+ 1 
= 0 для x � 0, то
x∫

0

y(s)ds =
x

x+ 1
.
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Здиференцiювавши обидвi частини за змiнною x, одержуємо

y(x) =
1

(x+ 1)2
. �

Рекомендована лiтература: [12, с. 27–51, 225–243], [13,
с. 56–79, 87–95, 139–156], [14, с. 327–337], [18, с. 482–483].

Питання до лекцiї 17

1. Яке ядро iнтегрального рiвняння називають виродженим? До
якої системи зводиться розв’язування iнтегрального рiвняння Фред-
гольма другого роду з виродженим ядром?

2. Який вигляд має визначник Фредгольма? Що таке характери-
стичнi числа ядра?Що називають власними функцiями ядра?Що таке
ранг характеристичного числа? Яке ядро називають спряженим?

3. Коли iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду з виродже-
ним ядром має єдиний розв’язок? Сформулюйте теореми Фредгольма.
У чому полягає альтернатива Фредгольма?

4. Чи завжди iнтегральне рiвняння Фредгольма або рiвняння Воль-
терри має єдиний розв’язок? Наведiть приклади.

5. Як можна розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерри першого
роду (17.20), якщо f(a) = 0?

Вправи до лекцiї 17

1. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Фредгольма з виродженими
ядрами:

а) y(x) = 3 + 2
1∫
0

(x + s)y(s)ds; б) y(x) = λ
π∫
0

sin(x + s)y(s)ds+ 4x.

2. Розв’яжiть iнтегральнi рiвняння Вольтерри першого роду:

а)
x∫
0

(x + 5)(s2 + 1)y(s)ds = 3x2; б)
x∫
0

(xs+ 1)y(s)ds = 2x.
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АБЕЛЬ Нiльс Генрiк (Abel Niels Henrik; 1802–1829) — норвезь-
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ня степеня n > 5, одержав ознаки збiжностi числових та функцiональ-
них рядiв. Займався також диференцiальними рiвняннями, одним з
перших почав вивчати iнтегральнi рiвняння.
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БЕРНУЛЛI Йоганн (Bernoulli Johann; 1667–1748) — швейцар-

ський математик. Молодший брат Я. Бернуллi, батько Д. Бернуллi.
Дав перше систематичне викладення диференцiального та iнтеграль-
ного числень, автор деяких методiв iнтегрування звичайних диферен-
цiальних рiвнянь (розробив метод вiдокремлення змiнних та метод
пiдстановки iнтегрування лiнiйних рiвнянь першого порядку). Один
з творцiв варiацiйного числення, зокрема сформулював класичну за-
дачу про геодезичнi лiнiї та знайшов характерну геометричну власти-
вiсть цих лiнiй. Йому належать також вагомi дослiдження з механiки,
зокрема з теорiї удару, руху тiл у середовищi з опором.
БЕРНУЛЛI Якоб (Bernoulli Jacob; 1654–1705) — швейцарський

математик. Автор видатних праць з аналiтичної геометрiї, математи-
чного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь (рiвнян-
ня Бернуллi). Разом з братом Йоганном заклав основи варiацiйного
числення. При цьому особливе значення мали iзопериметрична зада-
ча i знайдений ним розв’язок сформульованої Й. Бернуллi задачi про
брахiстохрону. Працював також у рiзних галузях фiзики (визначення
центру кочення тiл, опору тiл рiзної форми, якi рухаються у рiдинi).
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ВАНДЕРМОНД Александр Теофiл (Vandermonde Alexandre
Theophill; 1735–1796) — французький математик. Вiдомий працями з
алгебри, зокрема дав логiчний виклад теорiї визначникiв, де вiдомий
визначник Вандермонда.
ВЕЙЄРШТРАСС Карл Теодор Вiльгельм (Weierstraß Karl

Theodor Wilhelm; 1815–1897) — нiмецький математик. Його основнi
дослiдження присвяченi математичному аналiзу, теорiї функцiй, ва-
рiацiйному численню, лiнiйнiй алгебрi. До варiацiйного числення на-
лежать: дослiдження достатнiх умов екстремуму функцiонала (умова
Вейєрштрасса), побудова задач варiацiйного числення для параметри-
чно заданої функцiї та iн.
ВОЛЬТЕРРА Вiто (Volterra Vito; 1860–1940) — iталiйський

математик. Вiдомий працями з математичної фiзики, iнтегральних
та iнтегро-диференцiальних рiвнянь, функцiонального аналiзу, теорiї
пружностi. Розробив математичну теорiю боротьби за iснування.
ВРОНСЬКИЙ (ГЕНЕ-ВРОНСЬКИЙ) Юзеф Марiя

(Hoene-Wroński Jozef Maria; 1778–1853) — польський математик i фi-
лософ. Одержав цiкавi результати в алгебрi, математичному аналiзi,
теорiї диференцiальних рiвнянь. Уперше ввiв функцiональний визна-
чник, який має велике значення в теорiї лiнiйних диференцiальних
рiвнянь (визначник Вронського або вронскiан).
ГУК Роберт (Hooke Robert; 1635–1703) — англiйський природо-

знавець, член Лондонського королiвського товариства. Основнi працi
у рiзноманiтних галузях фiзики й астрономiї. Один iз творцiв матема-
тичної теорiї пружностi.
Д’АЛАМБЕР Жан Лерон (D’Alembert Jean Le Rond; 1717–

1783) — французький математик, механiк i фiлософ. Автор фунда-
ментальних праць з механiки, математичної фiзики, теорiї диферен-
цiальних рiвнянь. Уперше сформулював загальнi правила складання
диференцiальних рiвнянь руху будь-яких матерiальних систем (прин-
цип Д’Аламбера). Основнi математичнi працi стосуються теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь, де вiн запропонував метод розв’язування рiвнянь
другого порядку з частинними похiдними, якi виражають малi коли-
вання нескiнченно тонкої однорiдної струни (хвильових рiвнянь). Йо-
го роботи, а також наступнi роботи Л. Ейлера i Д. Бернуллi заклали
основу математичної фiзики.
ЕЙЛЕР Леонард (Euler Leonhard; 1707–1783) — математик, ме-

ханiк, фiзик, астроном. За походженням швейцарець, працював у Росiї
i Нiмеччинi. Автор майже 850 наукових праць з математичного аналi-
зу, диференцiальної геометрiї, наближених методiв обчислень, небесної
механiки, математичної фiзики, оптики, балiстики та iн. Системати-
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чно розвиваючи новi прийоми iнтегрування диференцiальних рiвнянь
та ввiвши низку основних понять у цiй областi, Ейлер створив як само-
стiйну дисциплiну теорiю звичайних диференцiальних рiвнянь i заклав
основи теорiї рiвнянь з частинними похiдними.
КIРХГОФ Густав Роберт (Kirchhoff Gustav Robert; 1824–

1887) — нiмецький фiзик. Основнi працi з оптики, електродинамiки i
механiки. Розв’язав задачу про розподiл електричних струмiв у розга-
лужених електричних колах (правила Кiрхгофа). Математичнi дослi-
дження стосуються головно математичної фiзики (метод наближеного
розв’язування задач дифракцiї коротких хвиль, формули Кiрхгофа в
теорiї потенцiалу, представлення електричної схеми у виглядi графа).
КЛЕРО Алексiс Клод (Clairaut Alexis Claude; 1713–1765) —

французький математик, механiк i астроном. Увiв поняття повного ди-
ференцiала функцiї кiлькох змiнних, загального та частинного розв’яз-
кiв диференцiального рiвняння. Вiдомий також працями з геометрiї,
аналiтичної механiки, геодезiї, астрономiї.
КОШI Огюстен Луї (Cauchy Augustin Louis; 1789–1857) — фран-

цузький математик. Опублiкував понад 800 праць iз теорiї чисел, ал-
гебри, математичного аналiзу, теоретичної механiки, математичної фi-
зики. Дав чiтке означення неперервної функцiї, основних понять теорiї
збiжних рядiв (ознака Кошi, критерiй Кошi), розвинув основи теорiї
аналiтичних функцiй. У теорiї диференцiальних рiвнянь довiв основ-
ну теорему iснування розв’язку початкової задачi (задачi Кошi). Роз-
робив методи iнтегрування рiвнянь з частинними похiдними першого
порядку.
КРАМЕР Ґабрiель (Cramer Gabriel; 1704–1752) — швейцарський

математик. Один iз творцiв лiнiйної алгебри, учень Й. Бернуллi. За-
пропонував метод розв’язування систем лiнiйних алгебричних рiвнянь
(метод Крамера). Отримав новi результати також у геометрiї, теорiї
ймовiрностей, небеснiй механiцi. Займався iсторiєю математики.
ЛАҐРАНЖ Жозеф Луї (Lagrange Joseph Louis; 1736–1813) —

французький математик i механiк. Найбiльш важливi працi стосую-
ться варiацiйного числення i механiки. Йому належать також видатнi
дослiдження з рiзних питань математичного аналiзу (формула зали-
шкового члена ряду Тейлора, формула скiнченних приростiв — фор-
мула Лаґранжа, теорiя умовних екстремумiв — метод множникiв Ла-
ґранжа), диференцiальних рiвнянь (теорiя особливих розв’язкiв, метод
варiацiї довiльних сталих для лiнiйного рiвняння n-го порядку) та iн.
ЛЕЙБНIЦ Ґотфрiд Вiльгельм (Leibniz Gottfried Wilhelm;

1646–1716) — нiмецький математик, фiзик, фiлософ. Один iз творцiв
диференцiального та iнтегрального числень, їхнiх понять i символiки.



244 ВIДОМОСТI ПРО ВЧЕНИХ, ЯКI ЗГАДУЮТЬСЯ У ПОСIБНИКУ

Йому належать термiни «диференцiал», «диференцiальне числення»,
«диференцiальне рiвняння», «функцiя», «координати» та iн. У фiзи-
цi вiдкрив закон збереження енергiї, висловив iдею про перетворення
одних видiв енергiї в iншi. Йому належить низка вiдкриттiв у спецi-
альних роздiлах фiзики: в теорiї пружностi, теорiї коливань та iн.
ЛIУВIЛЛЬ Жозеф (Liouville Joseph; 1809–1882) — французь-

кий математик. Автор важливих праць з комплексного аналiзу,
теорiї чисел, диференцiальних рiвнянь (формула Остроградського–
Лiувiлля). Першим строго довiв неiнтегровнiсть у квадратурах деяких
класiв диференцiальних рiвнянь. Разом зi Ж. Штурмом розробив тео-
рiю крайових задач на власнi значення для лiнiйних диференцiальних
рiвнянь другого порядку. Довiв одну з фундаментальних теорем меха-
нiки — теорему про iнтегрування канонiчних рiвнянь динамiки.
НЬЮТОН Iсаак (Newton Isaac; 1643–1727) — англiйський фi-

зик, математик, механiк, астроном. Заклав теоретичнi основи механi-
ки й астрономiї, вiдкрив закон всесвiтнього тяжiння, разом iз Лейбнi-
цем уважається творцем диференцiального та iнтегрального числень.
Винайшов метод iнтегрування диференцiальних рiвнянь розвиненням
їхнiх розв’язкiв у степеневi ряди. На основi закону всесвiтнього тяжi-
ння дав математичне обґрунтування першого закону Кеплера.
ОМ Георг Сiмон (Ohm Georg Simon; 1787–1854) — нiмецький фi-

зик. Встановив основний закон електричного кола (закон Ома). Вiд-
криття Ома дали вперше можливiсть кiлькiсно розглянути явища еле-
ктричного струму i мали велике значення для науки.
ОСТРОГРАДСЬКИЙ Михайло Васильович (1801–1862) —

український i росiйський математик (родом з Полтавщини), член Пе-
тербурзької Академiї наук та багатьох закордонних академiй наук.
Розв’язав низку важливих задач математичної фiзики, теорiї звичай-
них диференцiальних рiвнянь (формули Остроградського–Лiувiлля,
Остроградського–Якобi), варiацiйного числення, теоретичної механi-
ки. Запропонував спосiб зведення неоднорiдної крайової задачi до
однорiдної.
ПЕАНО Джузеппе (Peano Giuse; 1858–1932) — iталiйський мате-

матик. Запропонував систему аксiом арифметики, довiв теорему iсну-
вання розв’язку задачi Кошi для диференцiального рiвняння з непе-
рервною правою частиною.
ПIКАРШарль Емiль (Picard Charles Émilе; 1856–1941) — фран-

цузький математик. Основнi працi з теорiї диференцiальних рiвнянь
(дослiдження особливих точок, асимптотичнi розв’язки, метод послi-
довних наближень розв’язування задачi Кошi).
РIККАТI Джакопо Франческо (Riccati Jacopo Francesco; 1676–
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1754) — iталiйський математик та iнженер. Основнi працi стосуються
iнтегрального числення й диференцiальних рiвнянь, зокрема iнтегров-
ностi у квадратурах одного класу диференцiальних рiвнянь першого
порядку (спецiальне рiвняння Рiккатi).
ТЕЙЛОР Брук (Taylor Brook; 1685–1731) — англiйський матема-

тик. Вивiв загальну формулу (формула Тейлора) розвинення функцiй
у степеневi ряди (ряди Тейлора), започаткував математичну теорiю
коливання струни. Автор робiт, присвячених перспективi, взаємодiї
магнiтiв, капiлярностi та iн.
ФРЕДГОЛЬМ Ерiк Iвар (Fredholm Erik Ivar; 1866–1927) —

шведський математик. Засновник загальної теорiї лiнiйних iнтеграль-
них рiвнянь (рiвняння Фредгольма, теореми Фредгольма).
ФУР’Є Жан Батист Жозеф (Fourier Jean Baptiste Joseph;

1768–1830) — французький математик. Найвагомiшi результати отри-
мав у математичнiй фiзицi. Зокрема, вивiв диференцiальне рiвняння
теплопровiдностi, розробив метод розв’язування цього рiвняння при
певних крайових умовах (метод Фур’є). Його iдеї стали потужним
iнструментом математичного дослiдження найрiзноманiтнiших задач,
пов’язаних з хвилями i коливаннями (астрономiя, акустика, радiотех-
нiка та iн.).
ХОПФ Еберхард (Hopf Eberhard; 1902–1983) — нiмецький i аме-

риканський математик. Основнi роботи стосуються теорiї динамiчних
систем i диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Займався
також астрофiзикою.
ЯКОБI Карл Густав Якоб (Jacobi Carl Gustav Jacob; 1804–

1851) — нiмецький математик. Йому належать вiдкриття в теорiї чи-
сел, алгебрi, варiацiйному численнi, iнтегральному численнi та теорiї
диференцiальних рiвнянь. Дослiджував диференцiальнi рiвняння ди-
намiки, розробив новi методи їх розв’язування.
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Альтернатива Фредгольма 234

Багаточлен характеристичний 103

Визначник Вронського (вронскi-
ан) 92, 147

– Фредгольма 225
– характеристичний 152
Вронскiан (визначник Вронсько-
го) 92, 147

Графiк руху 31

Данi початковi 24, 74, 132, 138

Задача Абеля 193
– Кошi 24, 63, 73, 132, 138, 178, 184
– крайова 77
– початкова (задача Кошi) 24
Залежнiсть лiнiйна 91, 146

Iнтеграл диференцiального рiв-
няння 27

– загальний 27, 76, 134
– незалежний 134
– перший 134
– – незалежний 134
– системи 133

Коефiцiєнт рiвняння 24, 87
– стиснення 203
Коливання вiльне 113
– власне 113
– гармонiчне 111
– – згасаюче 112
– гармонiчне накладене 126
Комбiнацiя iнтегровна 134
Крива iнтегральна 19, 132

Метод Бернуллi 60
– варiацiї довiльних сталих 47,
117, 163

– виключення 139
– вiдокремлення змiнних 34
– Ейлера 60, 151
– iтерацiй (послiдовних набли-
жень) 204

– Лаґранжа 47, 117, 163
– невизначених коефiцiєнтiв 120,
166

– послiдовних наближень (iтера-
цiй) 204

– уведення параметра 66, 67
Метрика 202
Множник iнтегрувальний 57

Наближення послiдовнi 205

Обвiдна 29
Оператор 203
– iнтегральний Фредгольма 207
– лiнiйний диференцiальний 88
– стискаючий 203

Площина фазова 137
Поверхня iнтегральна 172
Поле напрямiв 29
Порядок рiвняння 17
– з частинними похiдними 171
– звичайного диференцiального
17, 87

Принцип стискаючих вiдобра-
жень 204

Простiр метричний 202
– n-вимiрний евклiдовий 203
– повний 203
– фазовий 137
Пряма фазова 137

Ранг характеристичного числа
229

Резольвента 217, 220, 229
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Резонанс 126
Рiвняння Абеля 195
– автономне 31
– Бернуллi 50
– Вольтерри 192
– диференцiальне 11
– – з частинними похiдними 18,
171

– – звичайне 17
– – сiм’ї кривих 20
– Ейлера 108
– з вiдокремленими змiнними 34
– з вiдокремлюваними змiнними
33

– iнтегральне 191
– – другого роду 192
– – лiнiйне 192
– – – неоднорiдне 193
– – – однорiдне 193
– – першого роду 192
– – спряжене 230
– квазiлiнiйне 181
– Клеро 69
– коливань 110
– – вимушених 110, 125
– – вiльних 110
– Лаґранжа 68, 109
– лiнiйне з частинними похiдними
першого порядку 173

– – зi сталими коефiцiєнтами 102,
120

– – неоднорiдне n-го порядку 87
– – – з частинними похiдними пер-
шого порядку 181

– – – першого порядку 47
– – однорiдне n-го порядку 87
– – – з частинними похiдними пер-
шого порядку 173

– – – першого порядку 47
– – першого порядку 46
– неявне 61

– –, яке мiстить тiльки похiдну 64
–, не розв’язане вiдносно похiдної
61

– однорiдне 38, 83
– першого порядку степеня n 65
– Рiккатi 60
– стацiонарне 31
– у повних диференцiалах 54
– Фредгольма 192
– характеристичне 103, 152
Розв’язок звичайного диференцi-
ального рiвняння 18, 24, 61, 73

– – загальний 27, 75
– – – у параметричнiй формi 27,
76

– – комплексний 89
– – особливий 28, 76
– – тривiальний 89
– – у квадратурах 19
– – частинний 28, 76
– рiвняння з частинними похiдни-
ми 172

– – загальний 176, 183
– iнтегрального рiвняння 193, 208
– – загальний 230
– системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь 132

– – загальний 133
– – комплексний 143
– – особливий 133
– – тривiальний 142
– – частинний 133
Рух 31, 75, 137
– аперiодичний згасаючий 113
– усталений 138

Система автономна 138
– звичайних диференцiальних рiв-
нянь першого порядку 131

– лiнiйна 141
– – неоднорiдна 142
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– – однорiдна 142
– нормальна 131
– розв’язкiв фундаментальна 94,
150

– спряжена 231
– стацiонарна 138
Система характеристик 174, 182,
183

– характеристична 174
Сiм’я iнтегральних кривих 19
Стан спокою 32, 138

Теорема Кошi 26, 75, 132
– Пеано 24, 75, 132
– Фредгольма 226, 231, 232
Точка нерухома 204
– особлива 27
– простору 202
– рiвноваги 32
– руху початкова 138
– спокою 32, 138
Траєкторiя руху 137

Умова необхiдна i достатня лiнiй-
ної незалежностi функцiй 94,
148

– – лiнiйної залежностi функцiй
92, 147

– – – незалежностi розв’язкiв 93,
148

– – сумiсностi системи нелiнiйних
рiвнянь з частинними похiдни-
ми першого порядку 188

Умови крайовi 77
– початковi 24, 74, 132, 178, 184
– розв’язностi iнтегрального рiв-
няння 232

Формула Абеля 99
– Ейлера 105
– Остроградського–Лiувiлля 97
– Остроградського–Якобi 149
Формули Пiкара 26
Функцiя власна 229
– однорiдна 38

Число характеристичне 103, 152
– ядра характеристичне 225

Ядра iтерованi (повторнi) 216, 220
Ядро вироджене 200, 223
– iнтегрального рiвняння 191
– спряжене 230


