
Äèôåðåíöiþâàííÿ Æîðäàíà êiëåöü ïîëiíîìiâ

I.I. Ëiùèíñüêèé

Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå. Âiäîáðàæåííÿ δ : R → R íàçèâà¹òüñÿ

äèôåðåíöiþâàííÿì Æîðäàíà êiëüöÿ R, ÿêùî δ(x + y) = δ(x) + δ(y) òà

δ(x2) = δ(x)x + xδ(x) äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R. Ìíîæèíó âñiõ äèôå-

ðåíöiþâàíü Æîðäàíà êiëüöÿ R çâè÷àéíî ïîçíà÷àþòü ÷åðåç JDerR. Î÷å-

âèäíèì ¹ òå, ùî, ÿêùî c ∈ Z(R), à d1, d2 ∈ JDerR, òî cd1, d1±d2 ∈ DerR,

òîáòî JDerR � ëiâèé Z(R)-ìîäóëü. Ââàæà¹òüñÿ, ùî êiëüöå âiëüíå âiä

4-ñêðóòó, ÿêùî ç ðiâíîñòi 4x = 0 âèïëèâà¹ x = 0.

Ìåòîþ äàíî¨ ñòàòòi ¹ âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ ìíîæèíîþ äèôåðåí-

öiþâàíü Æîðäàíà êiëüöÿ R òà ìíîæèíàìè äèôåðåíöiþâàíü Æîðäàíà

êiëüöÿ ïîëiíîìiâ R[x1, . . . , xn] òà êiëüöÿ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

R[[x1, . . . , xn]]. Âñòàíîâëåíî òàêîæ óìîâó, çà ÿêî¨ JDerR ¹ ëiâèìR-ìîäóëåì.

1. Íåõàé I � çëi÷åííà ìíîæèíà, òîäi ðîäèíà äèôåðåíöiþâàíü Æîðäà-

íà δ = {δi|i ∈ I} êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ

êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ R ìà¹ìî δi(a) = 0 ìàéæå äëÿ âñiõ iíäåêñiâ i ∈ I.

×åðåç (jDerR)∞ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü âñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ðîäèí

äèôåðåíöiþâàíü Æîðäàíà êiëüöÿ R, à ÷åðåç (JDerR)∞ � ñóêóïíiñòü âñiõ

ðîäèí äèôåðåíöiþâàíü Æîðäàíà êiëüöÿ R.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé R[x1, . . . , xn] � êiëüöå ïîëiíîìiâ âiä n êîìó-

òóþ÷èõ çìiííèõ x1, . . . , xn íàä êiëüöåì R i âiëüíå âiä 4-ñêðóòó. Òîäi ìà¹

ìiñöå içîìîðôiçì ëiâèõ Z(R)-ìîäóëiâ

JDerR[x1, . . . , xn] ∼= (jDerR)∞ × Z(R)[x1, . . . , xn]n.
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Äîâåäåííÿ. 1) ÍåõàéD � ÿêå-íåáóäü äèôåðåíöiþâàííÿÆîðäàíà êiëü-

öÿ ïîëiíîìiâ R[x1, . . . , xn]. Òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà r ∈ R éîãî ïîõiäíà

D(r) ∈ R[x1, . . . , xn]. Îñêiëüêè R[x1, . . . , xn] � ïiäêiëüöå â êiëüöi ôîðìàëü-

íèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ R[[x1, . . . , xn]], òî ôîðìàëüíî D(r) ìîæíà çàïèñàòè

ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó (â ÿêîìó ìàéæå âñi êîåôiöi¹íòè ¹ íóëüîâèìè)

òàêèì ÷èíîì:

D(r) =
∑

(i1,...,in)∈Nn
0

δi1...in(r)x
i1
1 . . . x

in
n ,

äå δi1...in(r) ∈ R äëÿ êîæíî¨ n-êè (i1, . . . , in) ∈ Nn
0 . Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî

âiäîáðàæåííÿ δ : R→ R, äå δ(r) = δi1...in(r) (r ∈ R), ¹ äèôåðåíöiþâàí-

íÿì Æîðäàíà êiëüöÿ R i, ÿê íàñëiäîê, ðîäèíà äèôåðåíöiþâàíü Æîðäàíà

δ = {δi1...in|(i1, . . . , in) ∈ Nn
0} (1)

êiëüöÿ R ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

2) Òåïåð íåõàé dj = D(xj), äå j = 1, . . . , n. Òîäi

dj =
∑

ai1...inx
i1
1 . . . x

in
n (2)

� äåÿêèé ïîëiíîì êiëüöÿ R[x1, . . . , xn].

Ðîçãëÿíåìî ÿê äi¹ äèôåðåíöiþâàííÿ Æîðäàíà íà äîáóòîê êîìóòóþ-

÷èõ ìiæ ñîáîþ åëåìåíòiâ s, t ∈ R[x1, . . . , xn], òîäi

4D(st) = D(4st) = D((s+ t)2 − (s− t)2) = D((s+ t)2)−D((s− t)2) =

= 2(s+ t)D(s+ t)− 2(s− t)D(s− t) = 4(sD(t) +D(s)t).

À îñêiëüêè äàíå êiëüöå âiëüíå âiä 4-ñêðóòó, òî D(st) = sD(t) + D(s)t.

Ïîçàÿê axj = xja òà D(a)xj = xjD(a) äëÿ êîæíîãî a ∈ R, òî

aD(xj) = D(xj)a,
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à çâiäñè ∑
aai1...inx

i1
1 . . . x

in
n =

∑
ai1...inax

i1
1 . . . x

in
n .

Îñêiëüêè a � äîâiëüíèé åëåìåíò iç R, òî ai1...in ∈ Z(R) äëÿ âñiõ êî¹ôiöi-

¹íòiâ ïîëiíîìà dj. Öå îçíà÷à¹, ùî dj ∈ Z(R)[x1, . . . , xn].

Ïiäñóìîâóþ÷è 1) òà 2), ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

ϕ : JDerR[x1, . . . , xn]→ (jDerR)∞ × Z(R)[x1, . . . , xn]n,

äå ϕ(D) = (δ, d1, . . . , dn), δ � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ðîäèíà (1) äèôåðåíöi-

þâàíü Æîðäàíà êiëüöÿ R, à dj � ìíîãî÷ëåí (2), ¹ içîìîðôiçìîì ëiâèõ

Z(R)-ìîäóëiâ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé R[[x1, . . . , xn]] � êiëüöå ôîðìàëüíèõ ñòåïåíå-

âèõ ðÿäiâ âiä n êîìóòóþ÷èõ çìiííèõ x1, . . . , xn íàä êiëüöåì R i âiëüíå

âiä 4-ñêðóòó. Òîäi ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì ëiâèõ Z(R)-ìîäóëiâ

JDerR[[x1, . . . , xn]] ∼= (JDerR)∞ × Z(R)[[x1, . . . , xn]]n.

Äîâåäåííÿ. Ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1, à òîìó ìè éîãî îïó-

ñêà¹ìî.

2. Çðîçóìiëî, ÿêùî êiëüöåR êîìóòàòèâíå, òî JDerR � ëiâèéR-ìîäóëü.

Àëå iñíóþòü êiëüöÿ R, ÿêi íå ¹ êîìóòàòèâíèìè i JDerR ¹ ëiâèì R-

ìîäóëåì. Íàìè âñòàíîâëåíî:

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé R � êiëüöå. Òîäi JDerR � ëiâèé R-ìîäóëü â

òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè

(ax− xa)δ(x) = 0

äëÿ áóäü-ÿêèõ a, x ∈ R òà δ ∈ JDerR.
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Äîâåäåííÿ.(⇒) Íåõàé JDerR � ëiâèé R-ìîäóëü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ

δ ∈ JDerR òà a, x ∈ R ìà¹ìî

aδ(x)x+xaδ(x) = (aδ)(x2) = a(δ(x2)) = a(δ(x)x+xδ(x)) = aδ(x)x+axδ(x),

à çâiäñè

(ax− xa)δ(x) = 0.

(⇐) Âñòàíîâëþ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Íàâåäåìî ïðèêëàä êiëüöÿ â ÿêîìó iñíó¹ äèôåðåíöiþâàííÿ Æîðäàíà,

ÿêå íå ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì.

Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî ïîëå F4 = F2/(x
2 + x+ 1) ç òàáëèöÿìè Êåëi

äîäàâàííÿ + i ìíîæåííÿ ·:

+ 0 1 α α+1

0 0 1 α α+1

1 1 0 α+1 α

α α α+1 0 1

α+1 α+1 α 1 0

· 0 1 α α+1

0 0 0 0 0

1 0 1 α α+1

α 0 α α+1 1

α+1 0 α+1 1 α

òà àâòîìîðôiçì σ : F4 → F4, σ(x) = x2 äëÿ êîæíîãî x ∈ F4. Íåõàé

B = F4[x, σ]/(x
2) = F4 + F4b, äå b

2 = 0 òà bx = σ(x)b äëÿ âñiõ x ∈ F4.

Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî JDerF4 = DerF4 = {0}. Ïðîòå äèôåðåíöiþâàí-

íÿìè Æîðäàíà êiëüöÿ B áóäóòü òàêi ôóíêöi¨:

t F4 b αb (α + 1)b

δ(t) 0 xb yb (x+ y)b
äå x, y äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ F4.

Äiéñíî, îñêiëüêè (x+ yb)2 = x2 + (xy+ yσ(x))b = x2 + y(x+ σ(x))b, òî

δ(y(x+σ(x))b) = δ((x+yb)2) = δ(x+yb)(x+yb)+(x+yb)δ(x+yb) = (σ(x)+x)δ(yb).
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ßêùî x = 0 àáî x = 1, òî x + σ(x) = 0, à ÿêùî x = α àáî x = α + 1, òî

x+ σ(x) = 1 i âèùå íàâåäåíà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ y ∈ F4.

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä âèùå âêàçàíèõ äèôåðåíöiþâàíü Æîðäàíà êiëü-

öÿ B òiëüêè íàñòóïíi áóäóòü éîãî äèôåðåíöiþâàííÿìè:

t F4 b αb (α + 1)b

δ1(t) 0 0 0 0

δ2(t) 0 b αb (α + 1)b

δ3(t) 0 αb (α + 1)b b

δ4(t) 0 (α + 1)b b αb

(áî δi(xb) = xδi(b) ∀x ∈ F4).
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