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Ðîçäië I

Òåîðiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

� 1. Ïîáóäîâà ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Ïðîòÿãîì êóðñó åëåìåíòàðíî¨ àëãåáðè äåêiëüêà ðàçiâ âiäáóâàëîñÿ çáàãà÷åí-

íÿ çàïàñó ÷èñåë. Òàê, äîïîâíåííÿ âiäîìèõ iç àðèôìåòèêè äîäàòíiõ öiëèõ i äðî-

áîâèõ ÷èñåë âiä'¹ìíèìè ÷èñëàìè ñïðèÿëî îôîðìëåííþ ïåðøèõ íàéâàæëèâiøèõ

÷èñëîâèõ ñèñòåì � êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë i ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Ââåäåííÿ äî

ðîçãëÿäó iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïðèçâåëî äî ñòâîðåííÿ iç íèõ òà ç ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë íîâî¨ âàæëèâî¨ ÷èñëîâî¨ ñèñòåìè � ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi âiäiãðàþòü

âàæëèâó ðîëü ïðè âèìiðþâàííi äîâæèí, ïëîù, îá'¹ìiâ, ïðè âèâ÷åííi ðóõiâ ìà-

òåðiàëüíèõ òië òîùî. Îäíàê iñíóþòü çàäà÷i, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ äiéñíèõ ÷è-

ñåë íå âèñòà÷à¹, i íàéïðîñòiøîþ ç íèõ ¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êâàäðàòíîãî

ðiâíÿííÿ

x2 + 1 = 0. (1.1)

Ó ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë öå ðiâíÿííÿ íå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ, îñêiëüêè íå iñíó¹ äiéñíîãî

÷èñëà, êâàäðàò ÿêîãî äîðiâíþâàâ áè −1. Iñòîðiÿ ìàòåìàòèêè çàôiêñóâàëà òðè-

âàëó i âïåðòó áîðîòüáó ïðèõèëüíèêiâ i ïðîòèâíèêiâ "óÿâíèõ"÷èñåë, äæåðåëîì

ÿêèõ ïîñëóæèëî ðiâíÿííÿ (1.1). Îáìåæåííÿ æ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ ôîð-

ìàëüíèì çàïèñîì ó âèãëÿäi ±
√
−1 íå äàâàëî âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî çìiñò

öüîãî çàïèñó. Òîìó ïîñòàëà çàäà÷à íåîáõiäíîñòi ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R äiéñíèõ

÷èñåë òàê, ùîá â íîâîìó ïîëi ðiâíÿííÿ (1.1) ìàëî ðîçâ'ÿçêè (öå íîâå ïîëå áóëî

íàçâàíî ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à åëåìåíòè òàêîãî ðîçøèðåííÿ � êîìïëå-

êñíèìè ÷èñëàìè).

Âèâ÷åííÿ ïèòàííÿ ïîáóäîâè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ðîçïî÷íåìî iç ðîçãëÿäó

îäíi¹¨ iç ìîäåëåé òàêîãî ðîçøèðåííÿ, â ðîëi ÿêî¨ âèáðàíî ìíîæèíó P âñiõ êâà-

äðàòíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó[
a b

−b a

]
, äå a, b ∈ R. (1.2)

Ïîêàæåìî, ùî P � ïîëå. Äiéñíî, ìàòðèöi O =

[
0 0

0 0

]
i E =

[
1 0

0 1

]
âèãëÿäó (1.2) ¹ âiäïîâiäíî íóëüîâèì i îäèíè÷íèì åëåìåíòîì êiëüöÿ M2(R) êâà-
äðàòíèõ ìàòðèöü (aij) äðóãîãî ïîðÿäêó ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè aij . Ðåçóëüòàò

îïåðàöié äîäàâàííÿ ìàòðèöü ìíîæèíè P òà ¨õ ìíîæåííÿ íå âèõîäÿòü çà ìåæi

P, òîáòî ìíîæèíà P ¹ çàìêíóòîþ âiäíîñíî âêàçàíèõ îïåðàöié, à àñîöiàòèâíiñòü

öèõ îïåðàöié, êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ òà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíî-

ñíî äîäàâàííÿ ¹ íàñëiäêîì âèêîíàííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé â êiëüöi M2. Êîìóòà-

òèâíiñòü ìíîæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî:[
a b

−b a

][
c d

−d c

]
=

[
ac− bd ad+ bc

−(ad+ bc) ac− bd

]
=

[
c d

−d c

][
a b

−b a

]
.
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Çàëèøèëîñü äîâåñòè îáîðîòíiñòü äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåííî¨ ìàòðèöi (1.2). Iç óìî-

âè [
a b

−b a

][
x y

−y x

]
=

[
1 0

0 1

]
âèïëèâà¹, ùî[

a b

−b a

]−1
=

[
x y

−y x

]
, äå x =

a

a2 + b2
, y =

−b
a2 + b2

,

òîáòî, x, y ∈ R (a2+ b2 6= 0 iç íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi (1.2)) i äîâiëüíà ìàòðèöÿ

(1.2) îáîðîòíà. Òàêèì ÷èíîì, P � ïîëå.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìàòðèöÿ I =

[
0 1

−1 0

]
, ÿêà íàëåæèòü ïîëþ P, ¹, ç òî-

÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó, ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.1). Äiéñíî, I2 +E = O, äå E òà

O � âiäïîâiäíî îäèíè÷íèé òà íóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ P. Òàêèì ÷èíîì, â ïîëi P
ìàòðèöü âèãëÿäó (1.2) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.1) ìà¹ öiëêîì êîíêðåòíèé çìiñò,

òîáòî ¹ çîâñiì íå óÿâíîþ âåëè÷èíîþ. Äîâiëüíèé åëåìåíò (1.2) ïîëÿ P ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi:[
a b

−b a

]
= a

[
1 0

0 1

]
+ b

[
0 1

−1 0

]
= aE + bI, äå a, b ∈ R.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ùå îäíó ìîäåëü ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R, åëåìåíòè ÿêîãî ¹

âïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè äiéñíèõ ÷èñåë, òîáòî ãåîìåòðè÷íî çîáðàæàþòüñÿ òî-

÷êàìè ïëîùèíè R2. Â ìíîæèíi âñåìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a, b) äiéñíèõ

÷èñåë a i b âèçíà÷èìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ òàê, ùîá êîìïîíåíòè

ïàð-ðåçóëüòàòiâ öèõ îïåðàöié ñïiâïàäàëè ç âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè ñóìè òà

äîáóòêó ìàòðèöü (1.2) ïîëÿ P, òîáòî

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc). (1.3)

Ñàìå òàêèé âèáið îçíà÷åííÿ ñóìè i äîáóòêó âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äà¹ ìîæëè-

âiñòü çäiéñíèòè íåîáõiäíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà àêñiîì

ïîëÿ ïiäòâåðäæó¹, ùî ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ ÷èñåë iç ñàìå òàê

âèçíà÷åíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ óòâîðþ¹ ïîëå, ÿêå ïîçíà÷àþòü

C (ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî). Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî ïîëå

C = ({(a, b), a, b ∈ R},+, ·). (1.4)

Áåçïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè àêñiîì ïîëÿ ìîæíà óíèêíóòè, ïîñòàâèâøè ó âiä-

ïîâiäíiñòü êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïàði (a, b) ìàòðèöþ

[
a b

−b a

]
ïîëÿ P i âñòà-

íîâèâøè ç äîïîìîãîþ îïåðàöié (1.3) içîìîðôiçì âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí C i P.
Äiéñíî, iç
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(a, b) −→

[
a b

−b a

]
, (c, d) −→

[
c d

−d c

]
âèïëèâà¹, ùî

(a+ c, b+ d) −→

[
a+ c b+ d

−(b+ d) a+ c

]
;

(ac− bd, ad+ bc) −→

[
ac− bd ad+ bc

−(ad+ bc) ac− bd

]
i íàâïàêè. Îòæå C ∼= P, òîáòî C � ïîëå.

Ãåîìåòðè÷íîþ ðåàëiçàöi¹þ ïîëÿ C ¹ ïëîùèíà R2, ÿêó íàçèâàþòü êîìïëå-

êñíîþ ïëîùèíîþ.

Ïîëå C ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ R, îñêiëüêè ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë R içîìîðôíå

äåÿêîìó ïiäïîëþ R′ ïîëÿ C, ÿêå ìà¹ âèãëÿä R′ = ({(a, 0), a ∈ R},+, ·). Äié-
ñíî, ïîñòàâèâøè ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó a ïàðó (a, 0), çàäàìî

âiäîáðàæåííÿ ϕ : R −→ R′, ÿêå ¹ içîìîðôiçìîì, îñêiëüêè çáåðiãà¹ îïåðàöi¨:

ϕ(a+ b) = (a+ b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = ϕ(a) + ϕ(b),

ϕ(ab) = (ab, 0) = (a, 0) · (b, 0) = ϕ(a) · ϕ(b).

Îñêiëüêè R ∼= R′, òî åëåìåíò (a, 0) ïîëÿ R′ îòîòîæíèìî ç a i ââàæàòèìåìî

(a, 0) = a, òîáòî âiñü àáñöèñ (ìíîæèíà òî÷îê (a, 0)) íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ çà

âëàñòèâîñòÿìè âiä äiéñíî¨ ïðÿìî¨. Íóëüîâèé i îäèíè÷íèé åëåìåíòè ïîëÿ � öå

çâè÷àéíi äiéñíi ÷èñëà, òîáòî (0, 0) = 0, (1, 0) = 1.

Ïîêàæåìî, ùî ïîëå C ìiñòèòü êîðiíü ðiâíÿííÿ (1.1). Òàê, îäíèì iç êîðåíiâ

öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ åëåìåíò (0, 1). Äiéñíî, (0, 1)2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.
Ùå îäíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ (1.1) ¹ åëåìåíò (0,−1). Ïîçíà÷èìî åëåìåíò (0, 1)

ñèìâîëîì i(1). Çâiäêè (0,−1) = −(0, 1) = −i. Òîäi äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ C
(êîìïëåêñíå ÷èñëî) (a, b) ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = a+ bi, äå a, b ∈ R. (1.5)

Êðiì ïîáóäîâàíîãî âèùå ïîëÿ C ¹ é iíøi ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R äiéñíèõ ÷èñåë,

óòâîðåíi ïðè¹äíàííÿì äî R êîðåíÿ êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0, ñïîñîáè

ïîáóäîâè ÿêèõ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âèùåîïèñàíîãî i åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ íå âïî-

ðÿäêîâàíi ïàðè äiéñíèõ ÷èñåë ÷è ìàòðèöi, à îá'¹êòè iíàêøî¨ ïðèðîäè. Îäíàê âñi

òàêi ðîçøèðåííÿ çà ñâî¨ìè àëãåáðà¨÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ¹ íåðîçðiçíåííèìè.

1Âèçíà÷åííÿ i (i � öå ïåðøà áóêâà ëàòèíñüêîãî ñëîâà imaginarius � óÿâíèé) äëÿ êîðåíÿ

ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0 (òîáòî
√
−1) ââiâ ó 1777 ðîöi Ëåîíàðä Îéëåð
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� 2. Àëãåáðà¨÷íèé âèãëÿä êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ñêîðèñòà¹ìîñü äëÿ ïîçíà÷åííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìàëèìè ãðåöüêèìè ëi-

òåðàìè α, β, γ, ...

Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi

α = a+ bi, äå a, b ∈ R, (2.1)

i � êîðiíü ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0, íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî

÷èñëà. Âiäïîâiäíî äî iñòîðè÷íî¨ òðàäèöi¨ êîìïëåêñíå ÷èñëî i íàçèâàþòü óÿâíîþ

îäèíèöåþ, ÷èñëà bi � óÿâíèìè ÷èñëàìè. Â çàïèñi (2.1) a = Re α � äiéñíà

÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α, à bi = Im α � éîãî óÿâíà ÷àñòèíà (b � êîåôiöi¹íò

óÿâíî¨ ÷àñòèíè ÷èñëà α).

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (åëåìåíòiâ ïîëÿ C) âèïëèâà¹, ùî
äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíi ¨õ äiéñíi ÷àñòèíè i

êîåôiöi¹íòè óÿâíèõ ÷àñòèí, òîáòî a+ bi = c+ di⇐⇒ a = c ∧ b = d.

Äi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, çàäàíèìè â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi, âèêîíóþ-

òüñÿ çà íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè:

α+ β = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i, (2.2)

α− β = (a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i, (2.3)

α · β = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i, (2.4)

α

β
=
a+ bi

c+ di
=
a+ bi

c+ di
· c− di
c− di

=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i, β 6= 0. (2.5)

Âïðàâè.

(1) Çíàéòè äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

(à) (3− 5i)4 + (3− 5i)4;

(á)
(
i15−2
i6−i

)2
;

(â)
(
i−1
i+1

)2009
;

(ã) (2−i)3−(1−2
√
i)2

(1+2i)2 .

(2) Çíàéòè êîðåíi êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ:

(à) z2 − z + 1− i = 0;

(á) z2 + iz − 1 + i = 0.

(3) Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü:

(à)

{
(1 + i)x− (2− i)y = i,

(1− i)x+ (2 + i)y = i;

(á)

{
(2− i)x+ (1 + i)y = 2 + i,

(2 + i)x− (1− i)y = 2− i.
.

(4) Âèêîíàòè äi¨:

(à) (1+i)13

(1−i)3 ;

(á) (1−i)15

(1+i)7
.



8 I. ÒÅÎÐIß ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

� 3. Ñïðÿæåíiñòü

×èñëî a − bi, ÿêå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ÷èñëà α = a + bi òiëüêè çíàêîì ïðè

óÿâíié ÷àñòèíi, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèì iç α. Ïîçíà÷à¹òüñÿ

α = a− bi. Î÷åâèäíî, ùî
α = α, (3.1)

òîáòî ìîâà çàâæäè âåñòèìåòüñÿ ïðî ïàðó ñïðÿæåíèõ ÷èñåë (ðèñ. 3.1)
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α
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i

1

Ðèñ.3.1

Âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

(1) Ñóìà i äîáóòîê ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äiéñíî,

α+ α = (a+ bi) + (a− bi) = 2a,

α · α = (a+ bi) · (a− bi) = a2 + b2.

(2) ×èñëî, ñïðÿæåíå iç ñóìîþ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äîðiâíþ¹ ñóìi ÷è-

ñåë, ÿêi ñïðÿæåíi ç äîäàíêàìè.

Äiéñíî,

α+ β = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i =

= (a+ c)− (b+ d)i = (a− bi) + (c− di) = α+ β. (3.2)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i íàñòóïíà âëàñòèâiñòü, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ ÷è-

ñëà, ñïðÿæåíîãî ç ðiçíèöåþ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

α− β = α− β. (3.3)

(3) ×èñëî, ñïðÿæåíå ç äîáóòêîì äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äîðiâíþ¹ äîáó-

òêó ÷èñåë, ñïðÿæåíèõ iç ñïiâìíîæíèêàìè.

Äiéñíî,

α · β = (a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i = (ac− bd)− (ad+ bc)i =

= (ac− adi)− (bd+ bci) = a(c− di)− b(d+ ci) = a(c− di)− bi(−di+ c) =

= a(c− di)− bi(c− di) = (a− bi)(c− di) = α · β. (3.4)
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Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ âëàñòèâiñòü, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ ÷èñëà, ñïðÿæå-

íîãî iç ÷àñòêîþ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:(
α

β

)
=
α

β
. (3.5)

ßê óçàãàëüíåííÿ äîâåäåíîãî âèùå, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó

âëàñòèâiñòü (ÿêà ëåãêî äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨).

(4) ßêùî äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíi ÷èñëà

α1, α2, ...αk çà äîïîìîãîþ îïåðàöié äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ i

äiëåííÿ, òî ïiñëÿ çàìiíè â íüîìó âñiõ ÷èñåë αi (i = 1, 2, ..., k) ñïðÿæå-

íèìè ¨ì ÷èñëàìè, îòðèìà¹ìî ÷èñëî α, ñïðÿæåíå ç α.

Iç ñïiââiäíîøåíü (3.2), (3.4) i (3.1) âiäïîâiäíî, âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ,

ÿêå êîæíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîìïëåêñíî ñïðÿ-

æåíå ç íèì ÷èñëî, ¹ àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (ïîðÿäêó 2).

Íàãàäà¹ìî, ùî àâòîìîðôiçìîì ìíîæèíè íàçèâàþòü içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ

ìíîæèíè íà ñåáå.

Âïðàâè. (1) Äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë α = 3− 4i òà β = 1 + 2i çíàéòè:

(à) 2α− β;
(á) 2α− β;
(â) α− 3β;

(ã) α+ 2β.

(2) Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

(à) z = 2− z;
(á) z + 2z − 2 + i = 0;

(â) z2 + 2z − 1 = 0;

(ã) z2 + z · z = 8− 4i.

� 4. Ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âè-

áðàâøè íà ïëîùèíi äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò xOy i çîáðàçèâ-

øè äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî a + bi òî÷êîþ (a, b) öi¹¨ ïëîùèíè, âñòàíîâèìî

öèì ñàìèì ìiæ ìíîæèíîþ âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i ñóêóïíiñòþ âñiõ òî÷îê

ïëîùèíè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü:

a+ bi⇐⇒ (a, b). (4.1)

Îñêiëüêè äiéñíi ÷èñëà çîáðàæóþòüñÿ çãiäíî (4.1) òî÷êàìè îñi àáñöèñ, òî öþ

âiñü íàçèâàþòü äiéñíîþ âiññþ. Óÿâíi ÷èñëà âèãëÿäó bi çîáðàæóþòüñÿ ïðè öüîìó

òî÷êàìè îñi îðäèíàò, ÿêó íàçèâàþòü óÿâíîþ âiññþ. Ïëîùèíó æ, ìiæ òî÷êàìè

ÿêî¨ i êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè âñòàíîâëåíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü

(4.1), íàçèâàþòü êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ (ïëîùèíîþ Ãàóññà).
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Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÿê òî÷îê ïëîùèíè, ùî ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ¹ çðó÷íîþ äëÿ iëþñòðàöi¨ äié äî-

äàâàííÿ i âiäíiìàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äëÿ öüîãî ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

äîâiëüíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó α = a+bi âåêòîð ~α, ïî÷àòîê ÿêîãî ¹ ïî÷àòêîì

êîîðäèíàò, à êiíåöü � òî÷êîþ (a, b). Öèì áóäå âñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà

âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i ñóêóïíiñòþ âñiõ âåêòîðiâ

ïëîùèíè, ÿêi âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Çà öèõ óìîâ äi¨ äîäàâàííÿ i âiä-

íiìàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìîæíà ïðîiëþñòðóâàòè ãåîìåòðè÷íî: äîäàâàííÿ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (âåêòîðiâ ïëîùèíè) çäiéñíþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì ïàðàëåëî-

ãðàìà äîäàâàííÿ âåêòîðiâ ïëîùèíè, à âiäíiìàííÿ � çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà

(ðèñ.4.1, ðèñ.4.2).

a1 a2

x

b1

b2

y

Α1

Α2

Α1 + Α2

Ðèñ. 4.1
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@

@@I

�
�
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�
�
�
��

��
���

���:

α1

α2

α1 − α2

a1 a2

b2

b1

Ðèñ. 4.2

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìîäóëåì ÷èñëà ââàæà¹òüñÿ âiäñòàíü âiä òî÷êè, ÿêà çîáðà-

æà¹ öå ÷èñëî, äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, òà âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi ñïiââiäíîøåííÿ

ìiæ ñòîðîíàìè òðèêóòíèêà, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ ñóìè i ði-

çíèöi äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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(1) Ìîäóëü ñóìè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ öèõ

÷èñåë, òîáòî

|α1 + α2| ≤ |α1|+ |α2|;
(2) Ìîäóëü ðiçíèöi äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íå ìåíøèé âiä ìîäóëÿ ðiçíèöi

ìîäóëiâ öèõ ÷èñåë, òîáòî

|α1 − α2| ≥
∣∣∣|α1| − |α2|

∣∣∣.
Îäíàê äëÿ iëþñòðàöi¨ äié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë iíòåð-

ïðåòàöiÿ öèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ òî÷îê ïëîùèíè, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äåêàð-

òîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ¹ íåçðó÷íîþ. Äëÿ öüîãî âèïàäêó êîðèñòóþòüñÿ iíøîþ

ãåîìåòðè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêà ïîäà¹ ¨õ ó íîâié ôîðìi,

âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëÿðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Âiäîìî, øî ïîëÿðíèìè êîîðäè-

íàòàìè âåêòîðà ~α ¹ éîãî äîâæèíà r i êóò ϕ, óòâîðåíèé ~α ç äîäàòíèì íàïðÿìîì

îñi OX(ðèñ.4.3).
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Ðèñ. 4.3

Âïðàâè. (1) Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê z êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ùî

çàäîâiëüíÿþòü óìîâè:

(à) 1 < Re z ≤ 3;

(á) |Im z| > 1
2 ;

(â) |z − i| ≤ 1;

(ã) π
6 ≤ arg z < π

4 .

(2) Çíàéòè ìåæi àðãóìåíòiâ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâè:

(à) |z + i| ≤ 1;

(á) |z − 2| < 2.

� 5. Òðèãîíîìåòðè÷íèé âèãëÿä êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Âèðàçèâøè äåêàðòîâi êîîðäèíàòè êiíöÿ âåêòîðà ~α ÷åðåç éîãî ïîëÿðíi êî-

îðäèíàòè, îòðèìà¹ìî:

a = r cosϕ, b = r sinϕ.

Çâiäñè êîìïëåêñíå ÷èñëî (1.5) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi:

α = (a, b) = a+ bi = r cosϕ+ r sinϕ · i = r(cosϕ+ i sinϕ). (5.1)
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Îñòàííié çàïèñ íàçèâà¹òüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷è-

ñëà. Ìîäóëåì (àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì) êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α íàçèâàþòü íå-

âiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî |α| =
√
α · α. Iç àëãåáðà¨÷íî¨ òà òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôîðì

ïîäàííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (1.5), (5.1) i ðèñ. (4.3) âèïëèâà¹, ùî

|α| = r =
√
(a+ bi)(a− bi) =

√
a2 + b2. (5.2)

Êóò ϕ ìiæ íàïðÿìîì ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà ÷èñëî α i äîäàòíèì íàïðÿìîì

îñi àáñöèñ íàçèâàþòü àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α i ïîçíà÷àþòü argα. Iç

ðèñ. (4.3) âèäíî, ùî

ϕ = arg α = arctg
b

a
. (5.3)

Ïðè çàäàíîìó r êóòè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ íà öiëå êðàòíå 2π, âiäïîâiäàþòü

îäíîìó i òîìó æ êîìïëåêñíîìó ÷èñëó, òîáòî àðãóìåíò âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ

äî äîäàíêiâ, êðàòíèõ 2π. Òîìó ïîðÿä iç çàïèñîì (5.1) ìîæíà çàïèñàòè i òàê:

α = a+ bi = r(cos(ϕ+ 2πk) + i sin(ϕ+ 2πk)). (5.4)

Çâiäñè ðiâíiñòü äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çàäàíèõ ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi,

îçíà÷à¹, ùî ìîäóëi öèõ ÷èñåë ðiâíi, à àðãóìåíòè ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ íà ÷èñëî,

êðàòíå 2π.

Ïðè çàäàííi êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi àðãóìåíò ϕ â

áiëüøîñòi âèïàäêiâ áåðóòü ç iíòåðâàëó [0; 2π]. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êóòà ϕ êîðè-

ñòóþòüñÿ íå ôîðìóëîþ (5.3), à äâîìà ñïiââiäíîøåííÿìè

cosϕ =
a

r
, sinϕ =

b

r
, (5.5)

îñêiëüêè çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ íå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè, â ÿêié

÷âåðòi çíàõîäèòüñÿ êóò ϕ.

Àðãóìåíò íå âèçíà÷åíèé äëÿ ÷èñëà 0, ÿêå ìà¹ ìîäóëü |0| = 0, ùî ïiäòâåð-

äæó¹òüñÿ i ôîðìóëàìè (5.5).

Ïåðåéäåìî äî ïèòàííÿ âèêîíàííÿ äié íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, çàäàíè-

ìè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Íà âiäìiíó âiä äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë, çàäàíèõ â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi, âèêîíàííÿ öèõ îïåðàöié ó âèïàäêó

çàäàííÿ ¨õ ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi ¹ íåçðó÷íèì. Â òîé æå ÷àñ òðèãîíîìåòðè-

÷íà ôîðìà ¹ çðó÷íiøîþ äëÿ âèêîíàííÿ äié ìíîæåííÿ i äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ

÷èñåë.

1.1. Òåîðåìà. Ìîäóëü äîáóòêó äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ

ìîäóëiâ, à àðãóìåíò � ñóìi àðãóìåíòiâ ñïiâìíîæíèêiâ, òîáòî

|α1α2| = |α1| · |α2|, arg(α1α2) = argα1 + argα2.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé α1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), α2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Òîäi

α1 · α2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2((cosϕ1 · cosϕ2 − sinϕ1 · sinϕ2) + i(cosϕ1 · sinϕ2 + sinϕ1 · cosϕ2)) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Òîáòî

|α| = |α1α2| = |α1| · |α2|, argα = argα1 + argα2. (5.6)

�

Äîâåäåíå òâåðäæåííÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà äîâiëüíå ñêií÷åííå ÷èñëî ìíîæíèêiâ.

1.2. Òåîðåìà. Ìîäóëü ÷àñòêè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ ÷àñòöi ìî-

äóëiâ äiëåíîãî é äiëüíèêà, à àðãóìåíò ÷àñòêè � ðiçíèöi àðãóìåíòiâ äiëåíîãî

é äiëüíèêà, òîáòî∣∣∣∣α1

α2

∣∣∣∣ = |α1|
|α2|

, arg
α1

α2
= argα1 − argα2, (α2 6= 0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = α1

α2
= r(cosϕ+ i sinϕ), α1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1),

α2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2).

Çâiäñè α1 = α ·α2. r1(cosϕ1+ i sinϕ1) = rr2(cos(ϕ+ϕ2)+ i sin(ϕ+ϕ2)).

r1 = rr2 =⇒ r =
r1
r2
⇐⇒

∣∣∣∣α1

α2

∣∣∣∣ = |α1|
|α2|

. (5.7)

ϕ1 = ϕ + ϕ2 (áåç âðàõóâàííÿ ïåðiîäè÷íîñòi) =⇒ ϕ = ϕ1 − ϕ2 ⇐⇒ arg α1

α2
=

argα1 − argα2. �

Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿì äëÿ çíàõîäæåííÿ ìîäóëÿ òà àðãóìåíòà ÷àñ-

òêè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ëåãêî âiäøóêàòè âèðàç äëÿ çàïèñó êîìïëåêñíîãî

÷èñëà, îáåðíåíîãî äî çàäàíîãî. Äiéñíî, iç òîãî, ùî 1 = 1(cos 0 + i sin 0), α =

r(cosϕ+ i sinϕ), âèïëèâà¹

α−1 =
1

α
=

1(cos 0 + i sin 0)

r(cosϕ+ i sinϕ)
= r−1(cos(0−ϕ)+i sin(0−ϕ)) = r−1(cos(−ϕ)+i sin(−ϕ)),

òîáòî |α−1| = 1
|α| , argα−1 = − argα.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ãåîìåòðè÷íî äi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,

çàäàíèõ ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi (êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè (5.6) i (5.7)). Íå-

õàé α1 = r1(cosϕ1+ i sinϕ1), α2 = r2(cosϕ2+ i sinϕ2). Äëÿ çîáðàæåííÿ äîáóòêó

α1α2 òðåáà íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êó 0 ç òî÷êîþ α1, ïîâåðíóòè

íà êóò ϕ2 íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ïîäîâæèòè (ñòèñíóòè) éîãî â r2 ðàçiâ.

Äëÿ çîáðàæåííÿ ÷àñòêè α1

α2
äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òðåáà íàïðÿìëåíèé âiäði-

çîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êó 0 ç òî÷êîþ α1, ïîâåðíóòè íà êóò −ϕ2 íàâêîëî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò i ñòèñíóòè (ïîäîâæèòè) â r2 ðàçiâ.

Âïðàâè. (1) Ïîäàòè ÷èñëà ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi:

(à) 2;
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(á) −5i;
(â) 1− i;
(ã)
√
3− i;

(ä) − 1√
2
− 1√

2
i;

(å) 1
2 −

√
3
2 i;

(¹) cos 30◦ − i sin 30◦;
(æ) sinα− i cosα.
(2) Îá÷èñëèòè:

(à) (cos 45◦−i sin 45◦)(cos 30◦−i sin 30◦)(sin 45◦−i cos 45◦)(sin 30◦+i cos 30◦);
(á) cos 60◦−i sin 60◦

sin 60◦+i cos 60◦ .

(3) Çíàéòè îáåðíåíå äî ÷èñëà:

(à) − 1√
2
+ 1√

2
i;

(á) − 1
2 +

√
3
2 i.

� 6. Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ. Ôîðìóëà Ìóàâðà

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.6), ìîæíà îòðèìàòè çàãàëüíó ôîðìó-

ëó äëÿ ïiäíåñåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äî äîâiëüíîãî öiëîãî ïîêàçíèêà, ÿêó

íàçâàíî ôîðìóëîþ Ìóàâðà.

r(cosϕ+ i sinϕ)n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ), ∀n ∈ Z.

Àáî, iíàêøå:

|αn| = |α|n, argαn = n · argα. (6.1)

Äîâåäåìî çàïèñàíi ñïiââiäíîøåííÿ.

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé n ∈ N. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

çà ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ. Äëÿ n = 2 ôîðìóëà (6.1) âèïëèâà¹ iç (5.6) ïðè α1 =

α2 = r(cosϕ + i sinϕ). Ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (6.1) âèêîíóþòüñÿ äëÿ

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 2 ≤ k < n i ïåðåâiðèìî ¨õ ñïðàâåäëèâiñòü äëÿ n = k + 1.

αk+1 = [r(cosϕ+ i sinϕ)]
k+1

= [r(cosϕ+ i sinϕ)]
k · r(cosϕ+ i sinϕ) =

=
[
rk(cos kϕ+ i sin kϕ)

]
· r(cosϕ+ i sinϕ) =

= rk · r (cos(kϕ+ ϕ) + i sin(kϕ+ ϕ)] = rk+1 [cos(k + 1)ϕ+ i sin(k + 1)ϕ] .

Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ (6.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N.
á) Íåõàé n ∈ Z−, òîáòî n = −m, äå m ∈ N.
Òîäi

[r(cosϕ+ i sinϕ)]
n
= [r(cosϕ+ i sinϕ)]

−m
=

= 1
[r(cosϕ+i sinϕ)]m = 1

rm(cosmϕ+i sinmϕ) =
1
rm ·

1
(cosmϕ+i sinmϕ) ·

cosmϕ−i sinmϕ
cosmϕ−i sinmϕ =

= 1
rm ·

cosmϕ−i sinmϕ
(cos2mϕ+sin2mϕ)

= 1
rm · (cosmϕ− i sinmϕ) =

= 1
rm [cos(−mϕ) + i sin(−mϕ)] = r−m [cos(−m)ϕ+ i sin(−m)ϕ] =

= rn(cosnϕ+ i sinnϕ),
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ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

â) Ïðè n = 0 ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (6.1) ¹ î÷åâèäíîþ. �

Ôîðìóëà Ìóàâðà äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè âèðàæåííÿ ñèíóñiâ i êîñèíóñiâ êðà-

òíîãî êóòà. Ðîçêëàäåìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (cosϕ+i sinϕ)n = cosnϕ+i sinnϕ,

îòðèìàíó iç (6.1) ïðè r = 1, çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà:

cosnϕ+ i sinnϕ = (cosϕ+ i sinϕ)n =

= cosn ϕ+ C1
ni cos

n−1 ϕ · sinϕ+ C2
ni

2 cosn−2 ϕ · sin2 ϕ+ · · ·+

+Cn−1n in−1 cosϕ · sinn−1 ϕ+ in · sinn ϕ.

Ïiñëÿ ïðèðiâíþâàííÿ îêðåìî äiéñíèõ ÷àñòèí i êîåôiöi¹íòiâ óÿâíèõ ÷àñòèí

ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî âèðàçè cosnϕ i sinnϕ ÷åðåç cosϕ i sinϕ:

cosnϕ =
∑
k≥0

(−1)kC2k
n cosn−2k ϕ · sin2k ϕ,

sinnϕ =
∑
k≥0

(−1)kC2k+1
n cosn−(2k+1) ϕ · sin2k+1 ϕ. (6.2)

Iñòîðè÷íà íîòàòêà. Àáðàõàì äå Ìóàâð (1667-1754) � àíãëiéñüêèé ìàòå-

ìàòèê ôðàíöóçüêîãî ïîõîäæåííÿ. Âíiñ çíà÷íèé íàóêîâèé âêëàä ó ðîçâèòîê

àíàëiçó i òåîði¨ éìîâiðíîñòi. Âiäêðèâ (1707) ó íåÿâíîìó âèãëÿäi ôîðìóëó äëÿ

ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ (i äîáóâàííÿ êîðåíiâ) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çàäàíèõ ó òðè-

ãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Ñó÷àñíîãî âèãëÿäó ôîðìóëi Ìóàâðà íàäàâ Ëåîíàðä Îé-

ëåð (1748).

Âïðàâè. (1) Îá÷èñëèòè:

(à) (1− i)2013;
(á)

(
1−
√
3i

1+i

)60
;

(â) (−
√
2 +
√
6i)2014;

(ã) (
√
12− 2i)48.

(2) Âèðàçèòè ÷åðåç cosx i sinx:

(à) cos 5x;

(á) sin 6x;

(â) cos 7x;

(ã) sin 8x.

(3) Äîâåñòè, ùî
(

1+i tgϕ
1−i tgϕ

)n
= 1+i tgnϕ

1−i tgnϕ .

� 7. Äîáóâàííÿ êîðåíiâ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî äîáóâàííÿ êîðåíiâ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êî-

ðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ (n ∈ N) ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α íàçèâàþòü òàêå α
′
, ùî

(α
′
)n = α. Ïîçíà÷àþòü α

′
= n
√
α.

Äîáóâàííÿ êîðåíiâ 2-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α = a+bi, çàäàíîãî â

àëãåáðà¨÷íié ôîðìi, òîáòî çíàõîäæåííÿ òàêèõ ÷èñåë x+ iy, ùî
√
a+ bi = x+ iy,
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äà¹ (ïiñëÿ ïiäíåñåííÿ îáîõ ÷àñòèí äî êâàäðàòó i ïðèðiâíþâàííÿ äiéñíèõ òà

óÿâíèõ ÷àñòèí) ñèñòåìó {
x2 − y2 = a,

2xy = b,

çâiäêè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä x òà y:

x = ±

√√
a2 + b2 + a

2
, y = ±

√√
a2 + b2 − a

2
, (7.1)

ïðè÷îìó, îñêiëüêè çíàê äîáóòêó xy ìà¹ çáiãàòèñÿ iç çíàêîì ÷èñëà b, òî ïðè

b > 0 çíàêè x òà y ñïiâïàäàþòü, à ïðè b < 0 � ïðîòèëåæíi.

Ñïðîáà äîáóòè êîðåíi 3-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α = a+ bi, çàäà-

íîãî â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi, ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi çíàõîäæåííÿ êóái÷íèõ

êîðåíiâ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, òîìó äîáóâàííÿ êîðåíiâ 3-ãî i âèùèõ ñòåïåíiâ ç

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ¹ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèì.

Îäíàê âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÷è çàâæäè ìîæíà äîáóòè êîðåíi äîâiëüíîãî

ñòåïåíÿ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ¹ ïîçèòèâíîþ, i äîïîìîæå ðîçâ'ÿçàòè öå çàâäà-

ííÿ ôîðìóëà Ìóàâðà, â ÿêié çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìà¹ òðèãîíîìåòðè÷íèé

âèãëÿä.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α
′
= r

′
(cosϕ

′
+ i sinϕ

′
), òàêîãî, ùî

(α
′
)n = α, òîáòî äëÿ äîáóâàííÿ êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α,

âèðàçèìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, ñêîðè-

ñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ Ìóàâðà i ïðèðiâíÿ¹ìî ìîäóëi òà àðãóìåíòè îáîõ ÷àñòèí.

Îòðèìà¹ìî:

(r
′
)n = r i nϕ

′
= ϕ+ 2πk, k ∈ Z

(2πk ç'ÿâèëîñÿ iç-çà íåÿâíî¨ âèçíà÷åíîñòi àðãóìåíòà). Çâiäñè: r
′
= n
√
r (äå ïðàâà

÷àñòèíà ¹ àðèôìåòè÷íèì çíà÷åííÿì êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç äîäàòíüîãî äiéñíîãî

÷èñëà),

ϕ′ =
ϕ+ 2πk

n
=
ϕ

n
+

2π

n
· k, k ∈ Z.

Ïðè k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 äëÿ α
′
áóäå îòðèìàíî n ðiçíèõ çíà÷åíü, ïðè÷îìó

öèìè çíà÷åííÿìè âè÷åðïàþòüñÿ âñi êîðåíi, îñêiëüêè iç k = nq + r, äå 0 ≤ r ≤
n− 1, âèïëèâà¹, ùî

ϕ′ =
ϕ+ 2π(nq + r)

n
=
ϕ+ 2πr

n
+ 2πq.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ.

1.3. Òâåðäæåííÿ. Îïåðàöiÿ äîáóâàííÿ êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ iç êîìïëåêñíî-

ãî ÷èñëà α = r(cosϕ + i sinϕ) çàâæäè çäiéñíåííà. Âñi n çíà÷åíü êîðåíÿ n-ãî

ñòåïåíÿ iç α âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

n
√
r(cosϕ+ i sinϕ) = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

(7.2)
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i ðîçìiùåíi ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïèñàíîãî â êîëî ç öåíòðîì

ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñîì n
√
|α| = n

√
r.

Àðãóìåíò ïåðøîãî êîðåíÿ (k = 0) äîðiâíþ¹ ϕ
n , àðãóìåíòè âñiõ íàñòóïíèõ

êîðåíiâ îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíèì äîäàâàííÿì êóòà 2π
n .

Ïðèêëàäè. 1) Çîáðàçèìî çíà÷åííÿ êîðåíiâ 4-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà i.

i = 0 + 1i, a = 0, b = 1. Òîìó r = 1, ϕ = π
2 .

4
√
i =

4
√
1

(
cos

π
2 + 2πk

4
+ i sin

π
2 + 2πk

4

)
= 1

(
cos(

π

8
+
π

2
k) + i sin(

π

8
+
π

2
k)
)
, k = 0, 1, 2, 3.

x

y

Π�8

1

2) Çîáðàçèòè çíà÷åííÿ êîðåíiâ 3-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà i− 1.

a = −1, b = 1. Òîìó r =
√
2,

ϕ = 3π
4 .

3
√
i− 1 = 6

√
2
(
cos

3π
4 +2πk

3 + i sin
3π
4 +2πk

3

)
= 6
√
2
(
cos(π4 + 2π

3 k) + i sin(π4 + 2π
3 k)

)
,

k = 0, 1, 2.
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11
x

y

Π�4

2
6

Âïðàâè. (1) Äîáóòè êîðåíi:

(à) 3
√
3− 3i;

(á) 6
√
−i;

(â) 8
√
i;

(ã) 6

√√
3+i
1−i .

(2) Çíàþ÷è, ùî îäèí iç êîðåíiâ 4
√
−16 ¹ 2(cosπ + i sinπ), çíàéòè âñi iíøi

çíà÷åííÿ êîðåíiâ.

� 8. Êîìïëåêñíi êîðåíi ç 1. Ãðóïà Cn

Äëÿ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, ïiäñòàâèâøè ó ôîðìóëó (7.2) r = 1,

ϕ = 0, ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíèé âèðàç:

n
√
1 = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (8.1)

Ïîçíà÷àþòüñÿ öi êîðåíi εk i çîáðàæàþòüñÿ âåðøèíàìè n-êóòíèêà, âïèñà-

íîãî â êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïåðøèé iç

êîðåíiâ ε0 = 1 ëåæèòü íà äiéñíié äîäàòíié ïiâîñi.

Ïðèêëàäè. 1) 2
√
1 ìà¹ äâà çíà÷åííÿ: 1;−1.

3
√
1 ìà¹ òðè çíà÷åííÿ: 1;− 1

2 + i
√
3
2 ;− 1

2 − i
√
3
2 .

4
√
1 ìà¹ ÷îòèðè çíà÷åííÿ: 1, i,−1,−i.
2) Çîáðàçèòè âñi çíà÷åííÿ 6

√
1.
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x

y

¶0

¶1¶2

¶3

¶4 ¶5

Iç ôîðìóë (7.2) òà (8.1) âèïëèâà¹, ùî äiéñíèõ êîðåíiâ n
√
α ìîæå áóòè íóëü,

îäèí àáî äâà, à êîðåíiâ n
√
1 � îäèí àáî äâà.

Êîæåí êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ îäíî÷àñíî êîðåíåì ç îäèíèöi ñòåïåíÿ

n · m, äå m ∈ N. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî n � ñêëàäåíå ÷èñëî, òîáòî n = s · t,
äå s, t 6= 1, n, òî â ìíîæèíi âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ êîðåíi, ÿêi

îäíî÷àñíî ¹ êîðåíÿìè s-ãî i t-ãî ñòåïåíiâ ç îäèíèöi. Íàïðèêëàä, ñåðåä êîðåíiâ

8-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹: 1;−1, ÿêi ¹ êîðåíåì òàêîæ 2-ãî i 4-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,

i òà −i, ÿêi ¹ êîðåíÿìè 4-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Îäíàê, äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N,
ñåðåä êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ i òàêi, ÿêi íå ¹ êîðåíÿìè ç îäèíèöi íiÿêîãî

ìåíøîãî çà n ñòåïåíÿ. Òàêèì, íàïðèêëàä, êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, ¹

ε1 = cos 2π
n + i sin 2π

n , îñêiëüêè äëÿ âñiõ k ∈ N(k < n) îòðèìà¹ìî:

(ε1)
k = (cos

2π

n
+ i sin

2π

n
)k = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
= εk 6= 1.

Çîêðåìà, òàêèì ¹ êîðiíü 8-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ε1 = cos π4 + i sin π
4 .

1.4. Îçíà÷åííÿ. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíèì (àáî

ïðèìiòèâíèì), ÿêùî âií íå ¹ êîðåíåì íiÿêîãî ìåíøîãî ñòåïåíÿ.

Êðiì ε1, ¹ é iíøi ïåðâiñíi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

1.5. Òåîðåìà. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi εk ¹ ïåðâiñíèì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè (k, n) = 1.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (k, n) = d > 1, òîäi k = dk1, n = dn1, i iç òîãî, ùî n1 < n,

ìà¹ìî:

εn1

k =
(
cos 2πk

n + i sin 2πk
n

)n1
= cos 2πkn1

n + i sin 2πkn1

n =

= cos 2πk1dn1

n + i sin 2πk1dn1

n = cos 2πk1n
n + i sin 2πk1n

n =

= cos 2πk1 + i sin 2πk1 = 1,

òîáòî (εk)
n1 = 1, òîáòî εk íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì.

ßêùî (k, n) = d = 1, òî iç ïðèïóùåííÿ, ùî εk ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi ñòåïåíÿ

m < n, ìàòèìåìî:

(εk)
m =

(
cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n

)m
= cos 2π

km

n
+ i sin 2π

km

n
= 1.

À îñêiëüêè êîìïëåêñíå ÷èñëî cos 2π kmn + i sin 2π kmn äîðiâíþ¹ îäèíèöi òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè éîãî àðãóìåíò êðàòíèé ÷èñëó 2π, òî km
n � öiëå ÷èñëî, òîáòî

km äiëèòüñÿ íà n. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ïðîñòi ìíîæíèêè êàíîíi÷íîãî ÷èñëà n

çóñòði÷àþòüñÿ â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi ÷èñëà k, àáî ÷èñëàm. Içm < n âèïëèâà¹,

ùî ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà n íå âè÷åðïóþòüñÿ ïðîñòèìè ìíîæíèêàìè ÷èñëà

m, òîáòî ïðèíàéìíi îäèí iç ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ ÷èñëà n ¹ ïðîñòèì ìíîæíèêîì

÷èñëà k, à, çíà÷èòü, ÷èñëà k i n íå ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi

(k, n) = d = 1. Çíà÷èòü ïðèïóùåííÿ, ùî εk ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi ñòåïåíÿ m < n,

¹ íåâiðíèì, òîáòî εk ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi ÷èñëà n. �

1.6. Íàñëiäîê. Êiëüêiñòü ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi äîðiâíþ¹

êiëüêîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà n i âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n.

Ïðèêëàä. Çíàéòè ïåðâiñíi êîðåíi 8-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. (k, 8) = 1 → k =

1, 3, 5, 7. Îòæå, ïåðâiñíi êîðåíi 8-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi: ε1, ε3, ε5, ε7.

1.7. Îçíà÷åííÿ. Ïîðÿäêîì ÷èñëà εk, ÿêå ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,

íàçèâàþòü íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî δ òàêå, øî (εk)
δ = 1.

1.8. Òåîðåìà. ßêùî α
′
� äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëå-

êñíîãî ÷èñëà α, òî âñi iíøi êîðåíi ìàþòü âèãëÿä α
′ · εk, k = 0, 1, . . . , n− 1, äå

εk � êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî α
′
� îäèí iç êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α, òîáòî (α

′
)n = α,

à εk � äîâiëüíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, òîáòî (εk)
n = 1, òî

(α
′
εk)

n = (α
′
)n · (εk)n = α · 1 = α,

òîáòî α
′ · εk òåæ ¹ îäíèì iç êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α.

Òîäi êîæåí iç äîáóòêiâ α
′ · ε0, α

′ · ε1, . . . , α
′ · εn−1 ¹ îäíèì iç êîðåíiâ n-ãî

ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α. ßêùî 0 ≤ s ≤ n− 1 i 0 ≤ t ≤ n− 1 i s 6= t, òî α
′ · εs 6= α

′ · εt,
îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó εs äîðiâíþâàëî á εt, ùî íåìîæëèâî. Çíà÷èòü, âñi

çàïèñàíi äîáóòêè ¹ ðiçíèìè êîðåíÿìè n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà n, à îñêiëüêè ¨õ n,

òî íèìè i âè÷åðïóþòüñÿ âñi n êîðåíiâ. �
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Ïðèêëàä. Çíàéòè âñi iíøi êîðåíi 4-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà i, çíàþ÷è îäèí iç öèõ

êîðåíiâ, çîêðåìà, α
′
= cos π8 + i sin π

8 .

Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäi, ïîìíîæèìî α
′
íà âñi êîðåíi 4-ãî ñòåïåíÿ ç îäè-

íèöi:

α
′ · ε0 = (cos π8 + i sin π

8 ) · 1 = cos π8 + i sin π
8 ,

α
′ ·ε1 = (cos π8 +i sin

π
8 ) ·i = (cos π8 +i sin

π
8 ) ·(cos

π
2 +i sin

π
2 ) = cos 5π

8 +i sin 5π
8 ,

α
′ · ε2 = (cos π8 + i sin π

8 ) · (−1) = (cos π8 + i sin π
8 ) · (cosπ + i sinπ) = cos 9π

8 +

i sin 9π
8 ,

α
′ ·ε3 = (cos π8 + i sin

π
8 ) ·(−i) = (cos π8 + i sin

π
8 ) ·(cos

3π
2 + i sin 3π

2 ) = (cos 13π
8 +

i sin 13π
8 ).

1.9. Òåîðåìà. Ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi óòâîðþ¹ öèêëi-

÷íó ãðóïó 〈ε〉 ïîðÿäêó n.

Äîâåäåííÿ. ßêùî εs i εt � äîâiëüíi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, òîáòî

(εs)
n = 1 i (εt)

n = 1, òî i ¨õ äîáóòîê εs · εt áóäå êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,

îñêiëüêè (εs · εt)n = (εs)
n · (εt)n = 1 · 1 = 1. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi

êîðíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ àñîöiàòèâíîþ, îñêiëüêè çâîäèòüñÿ äî äîäàâàííÿ

¨õ iíäåêñiâ (à, çíà÷èòü, i êîìóòàòèâíîþ). Ó öié ìíîæèíi ìiñòèòüñÿ é îäèíè÷íèé

åëåìåíò ε0 = 1, à äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ εk â öié æå ìíîæèíi iñíó¹ îáåðíåíèé

åëåìåíò ε−1k = εn−k, îñêiëüêè εk · εn−k = εn = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi óòâîðþ¹ ìóëüòè-

ïëiêàòèâíó àáåëåâó ãðóïó. Iç òîãî, ùî εk = εk1 âèïëèâà¹, ùî îòðèìàíà ãðóïà ¹

öèêëi÷íîþ ãðóïîþ 〈ε〉 ïîðÿäêó n. �

Îòðèìàíó öèêëi÷íó ãðóïó êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ïîçíà÷àþòü Cn.
Êîðiíü εk áóäå ïåðâiñíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 〈εk〉 = 〈ε〉, òîäi Card〈εk〉 =
Card〈ε〉 = n, à öå ìîæëèâî òiëüêè ïðè (k, n) = 1.

Âïðàâè. (1) Íàïèñàòè êîðåíi ç îäèíèöi ñòåïåíÿ:

(à) 6;

(á) 8;

(â) 12;

(ã) 16.

(2) Çíàéòè ïåðâiñíi êîðåíi ñòåïåíÿ:

(à) 4;

(á) 6;

(â) 12;

(ã) 16.

(3) Çíàéòè ïîðÿäêè âñiõ êîðåíiâ 12-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

(4) Ñêëàñòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè êîðåíiâ 8-ãî ñòå-

ïåíÿ ç îäèíèöi.

(5) Çíàþ÷è, ùî
√
3
2 + 1

2 · i ¹ îäíèì iç çíà÷åíü 6
√
z, çíàéòè âñi çíà÷åííÿ 6

√
z.
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